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Tagjainkhoz.
Társulatunkhoz befolyt jubiláns adományok, melyekről e 
füzetben számolunk be, lehetővé teszik, hogy lapunk jelen 
kötetét és valószínűleg néhány további kötetet (melyekben a 
fizika is megfelelően képviselve lesz) jelentékenyen megnövesz­
tett terjedelemben küldhessünk szét tagjainknak.
Ebből az alkalomból t. tagjaink segítségét is kérjük, fel­
szólítva őket, hogy
új ta g o k a t  sz e r e z z e n e k  T á r su la tu n k n a k .
A tagokul ajánlottak nevét, foglalkozását és lakáscímét kérjük 
az ügyvezető titkárral (Ortvay Rudolf, Budapest, VIII. Múzeum- 
körűt 4/c, Egyetemi elméleti fizikai intézet) közölni.
BEVEZETŐ.*
Társulatunk az idén ünnepli félszázados fennállását. Zajos és 
feltűnést keltő ülések mellőzésével, tagjaink — hivatásuknak 
tudatában — a Társulat alapításának 50-edik évfordulóját azzal 
a fogadalommal óhajtják ünnepelni, hogy a magyar közművelődés 
emelésére irányuló munkásságukat ezentúl még fokozottabb mér­
tékben és erejüknek teljes megfeszítésével fogják végezni, inert 
úgy vélik, hogy a hazát ily módon legjobban szolgálják^ Tartozunk 
ezzel Társulatunk nagynevű alapítói emlékének is, akik a hazai 
művelődés érdekében szakadatlan, áldozatos és fényes eredménye­
ket érlelő munkájukkal soha el nem halványuló érdemeket sze­
reztek.
Kegyeleti kötelességet teljesítünk, ha mindenekelőtt mélységes 
hálaérzettel Társulatunk alapítóiról emlékezünk meg. Br. E ötvös 
L o r á n d , K ö n ig  Gy u l a  és id. Szily  K á lm á n , a magyar tudomá­
nyosságnak e maradandó büszkeségeiben tiszteljük Társulatunk­
nak alapítóit. Az ő bölcseségüknek sikerült Társulatunknak oly 
szervezetét létesíteni, amely fennállását az utolsó félszázadnak 
alapokat feldöntő viharai közepette is biztosítani képes volt.
E kegyelettanúsításon felül tartozunk még azzal a vallomással 
is, hogy az ő példaadásuk erősítette meg bennünk azt a meggyőző­
dést, hogy a tudomány önzetlen szolgálatánál nemesebb és az 
egész emberiségre hasznosabb tevékenység alig képzelhető.
Minden tudománynak legfőbb feladata — amennyiben ez embe­
rileg lehetséges — az igazságnak kiderítése, annak előítélettel, fer­
* E lnök i megnyitó beszéd a Társu la t  1941. jan. 30-án t a r t o t t  
jubiláris ülésén.
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dítéssel s babonával szemben való védelme. Ezzel azonban nem­
csak az emberiség ismeretanyagát gyarapítja, hanem egyszersmind 
magas etikai hivatást is teljesít, mert az igazság ismerete megóvja 
az embereket féktelen túlzásoktól, felszínes, könnyelmű általáno­
sításoktól és az ezekből folyó erőszakosságtól. Ily módon az igazság 
szeretete az igazságosságnak egyik legerősebb biztosítéka lévén, 
ez az emberi erkölcsiségnek is egyik legszilárdabb támasza.
Azok a tudományok, a matematika és fizika, amelyeknek mű­
velése és terjesztése Társulatunknak feladata, eszményi módon 
szolgálják az igazságnak fölkutatását. Van e még más tudomány, 
mely úgy mint az égi testek mechanikája, arra képes, hogy akár 
ezer év múlva bekövetkezendő eseményeket másodpercnyi pon­
tossággal megjövendöljön, amint L e v e r r ie r  képes volt, pusztán 
számítás útján egy ember szemétől addig sohasem látott bolygót, 
a Neptunt, felfedezni.
Már Ga l i l e i  jelentette ki, hogy a természet törvénykönyve a 
matematika nyelvén van megírva. Ily módon természetes az a szö­
vetség, amely Társulatunkban a matematikusok és fizikusok között 
létesült és hogy azok mindenkor kutató munkájukban segítségre 
való készséggel egymást támogatják.
Társulatunk előadóülésein és folyóiratában egyetemi és közép­
iskolai tanárok együttesen működvén, áthidalódik az az űr, mely 
előbb egyetem és gimnázium között tátongott. E mellett ez az 
együttműködés a középiskolai tanárok részére egy állandó tovább­
képző tanfolyamot pótol.
Újabb időben divatos nálunk a matematikát és fizikát szembe­
állítani az ú. n.. spirituális tudományokkal és azokat lebecsülni, 
sőt a középiskolában azoknak oktatását az eddiginél szűkebb térre 
szorítani1. Hát ez az elbánás merőben félreértésen alapszik. Nincsen 
tudomány, amely a matematikánál spirituálisabb lenne és amely­
nek művelői a matematikusoknál önzetlenebbek volnának, akik 
már eleve lemondanak sokszor éveken át folytatott fejtörő mun­
kájuknak megfelelő anyagi elismeréséről és a tömegnek tapsairól 
is, mert tudják, hogy kutatásaik eredményeit azoknak elvont­
ságánál fogva a tömeggel megértetni nem képesek. A fizikát és
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annak a technikára való alkalmazásait pedig csak azért ócsárolni, 
mert a gazdasági életre is kihatnak, helytelen. Kétségtelen, hogy 
a fizikusokat is ugyanazon eszményi törekvés ösztönzi kutató 
munkára, mint a matematikusokat és hogy a fizika eredményeit 
fölhasználó technikusokat is az a szándék vezeti, hogy korszak- 
alkotó találmányaikkal az emberiség jólétét előmozdítsák. Hogy 
mások e találmányokkal visszaélnek, arról a technikusok nem 
tehetnek és a legnagyobb igazságtalanság ezért őket vádolni és 
szidalmazni. Hogy a széles néprétegek műveltségének emelésére 
alkalmas rádiót hazug hírek terjesztésére és félrevezetésre föl­
használják, arról Mar c oni  nem tehet. A géptechnikusok is árta t­
lanok abban, hogy ugyanazon repülőgépek, melyek a békés for­
galmi eszközök legkiválóbbjai közé tartoznak és amelyek felhasz­
nálása alkalmas arra, hogy műtétre szoruló betegnek gyors szállí­
tásával életét megmentsék, ezer és ezer ember legyilkolására és 
városoknak elpusztítására alkalmas fegyverré lesznek, ha róluk 
nagy magasságból bombákat leejtenek.
Ezeket a visszaéléseket csak az a körülmény teszi lehetővé, hogy 
a nemzetközi jog nem tudott lépést tartani a kor haladásával. 
Különben is sokan nem tudják vagy megfeledkeznek róla, hogy 
a világ a XIX. században a háromszorosára fölszaporodott lakos­
ságának fenntartása a technika gépi berendezései és forgalmi esz­
közeinek fölhasználása nélkül merőben lehetetlen és hogy az 
emberiségre halálos ítélet jelentőségű volna a technikai vívmá­
nyoknak akár csak egy félévre való kicsatolása.
Ha az elmondottak után a technika vaskalapos szidalmazói 
koncedálnák, hogy a természettudományok és a technika «szük­
séges rossz», mi a mellett maradunk, hogy ezeknek vívmányai az 
emberi jólétet előmozdították és hogy azoknak ismerete az emberi 
műveltségnek mellőzhetetlen eleme.
K a n t , a nagy német filozófus, kijelentette, hogy exaktnak csak 
azok a tudományok tekinthetők, melyek eredményeiket a mate­
matika nyelvén kifejezni képesek. Társulatunk az exakt tudomá­
nyok propagálásával és az iskolára való kihatásával tetemesen 
hozzájárul ahhoz, hogy nemzeti művelődésünkben a még sokszor
1*
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hiányzó exakt gondolkodás té rt foglaljon. Ebben nyilvánul Tár­
sulatunknak nemzetpedagógiai hatása.
Visszapillantva a lefolyt 50 társulati évünkre, csak néhány ki­
magasló mozzanatra óhajtom figyelmüket fölhívni'.
Társulatunk volt az, amely mint legelső' már 1894-ben rendezett 
tanulóversenyeket azok számára, akik a verseny évében tették le 
az érettségi vizsgát és, minthogy e versenyeken kitűzött feladatok 
valóságos tehetségpróbák számba vehetők, a tehetségeknek ma 
annyira hangoztatott szelekciója terén úttörő munkát végzett. 
A mi példaadásunk utánzásra talált néhány évtized után, midőn a 
tanügyi kormányzatunk e versenyeket más szakokra is kiter­
jesztette. A mi versenyeink jutalma a br. Eötvös-jutalom, mellyel 
nagynevű alapítónk iránti hálás tiszteletünket óhajtottuk ki- 
fejeznii Az eddig megtartott versenyeink mindannyian elismerést 
érdemlő eredménnyel jártak. Néhány évtizeddel későbben a mate­
matikai versenyekhez fizikai versenyek csatlakoztak, melyeknek 
jutalmi alapja az akkori nagyérdemű fizikus másodelnökünk 
K ároly  I r é n  nagylelkű adományának köszönhető.
Nem kisebb jelentőségű Társulatunknak König Gyula-jutalma, 
mely egyetemi rendes és rendkívüli tanárok kizárásával olyan 
kutatóknak ítélhető oda, akik a matematika terén kiválót alkot­
tak. Ez a jutalom minden második évben esedékes és eddig az 
esedékesség minden évében odaítélhető volt, ami fényesen tanúsko­
dik ifjúságunknak a matematika művelésére való tehetsége és 
rátermettsége mellett.
őszinte örömünkre szolgál, hogy Társulatunk e két jutalmának 
laureatusai közül már számosán hazai és előkelő külföldi egyete­
meken elfoglalt tanszéküknek díszei és egyetemeik büszkeségei.
Végül megemlékezem némi büszkeséggel arról is, hogy az évek 
folyamán az előadó asztalunk mellett külföldi kiváló tudósoknak 
hosszú sorozatát tisztelhettük, akik érdekfeszítő előadásokban 
megismertették velünk kutatásuknak eredményeit. Csak néhány 
nevet említek: K l e in  F .  (Göttinga) a híres német matematikus, 
D a r b o u x  G. (Párizs) a francia tud. akadémia örökös titkára, 
D e b y e  P. (Berlin) a Nobel-díjas fizikus, S i e r p in s k i  W. a varsói
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akadémia elnöke. Felette megtisztelő reánk, hogy e külföldi kiváló­
ságok meghívás és díjazás nélkül fáradtak hozzánk, hogy velünk 
személyes érintkezésbe lépjenek. Tagjainknak ekként nagy kuta­
tókkal való eszmecserére nyílt alkalmuk, míg a világ minden 
részéből jött vendégeink a legjobb benyomással távoztak innen. 
Így hazánk számos befolyásos külföldi tudósnak barátságát 
szerezte meg.
Ha még fölemlítjük, hogy Társulatunk működése folytán a 
hazai tudományos irodalmunk csaknem 50 értékes tartalmú kö­
tettel gyarapodott, akkor nyugodt lelkiismerettel mondhatjuk, 
hogy a mindenkor sajnosán szegényes anyagi helyzetünk mellett 
is hivatásunk magaslatán maradtunk.
A világháború pusztításai Társulatunkat is érzékenyen érin­
tették. A trianoni diktátum országunkat és vele együtt taglé- 
számunkat a harmadrészre leszállította. Pénzünk elértéktelene­
dése és a nyomdai költségeknek még ezen felüli emelkedése arra 
kényszerítettek, hogy folyóiratunk terjedelmét is a harmadrészre 
lecsökkentsük, E szánalmasan lesorvadt köteteknek kiadását 
egyedül a Magyar Tudományos Akadémiának a felére leszállított 
segélye és néhány év óta a kormánynak mérsékelt támogatása 
tették lehetővé. Hogy folyóiratunkat, a régit megközelítő terje­
delemben kiadhassuk, addig is amíg a kormány abba a helyzetbe 
jut, hogy bennünket erélyesebben támogasson, kénytelenek voltunk 
nagyobb iparvállalatok és pénzintézetek támogatását kérni. Öröm­
mel jelenthetem, hogy kérő szavunk visszhangra talált. A tetemes 
összeg, amellyel Társulatunkat támogatni kegyesek voltak, erő­
teljesebb működésünket talán néhány évre biztosítani fogja; mi 
teljes odaadással azon leszünk, hogy annak eredményei megfelelők 
legyenek. Kedves kötelességet teljesítek, midőn támogatóinknak 
nagylelkű adományait erről a helyről is mindannyiunk nevében 
melegen megköszönöm. Szolgáljon nekik elégtételül, hogy e nagy- 
hivatású magyar kultúrintézmény megmentéséhez segélyükkel 
hozzájárultak.
Isten áldását kérve Társulatunkra, amidőn ez második fél- 
századának küszöbéhez ért, lelkűnkből kívánjuk: legyen ez az
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új félszázad az elmúltnál eredményekben gazdagabb, dicsőség­
ben fényesebb és hogy benne oly világnak örvendhessünk, amely­
ben a most dühöngő gyűlöletet igazi felebaráti szeretet vál­
totta fel.
Abban a reményben, hogy az isteni gondviselés lelkünk e forró 
kívánságát valóra fogja váltani, megnyitom jubiláns ülésünket.
Bados Gusztáv.
AZ EÖTVÖS LORÄND 
MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TÁRSULAT 
ELSŐ ÖT VEN ÉVE.*
(1891— 1941)
A «Mathematikai és Physikai Társulat» 1891. nov. 5-én tartotta 
alakuló közgyűlését; alapszabályai 1891. aug. 21-én hagyattak jóvá 
és így az 1941. év Társulatunk jubiláns éve. Alkalomszerű tehát, 
hogy a Társulat félszázados tevékenységéró'l rövid és összefoglaló 
jelentést nyújtsunk. E jelentésben nem lesz szó tudományos 
problémákról és ezt mindenki természetesnek fogja tartani, aki 
meggondolja, hogy tudományos igazságok feltalálása nem társa­
ságok, hanem egyének feladata. Bármilyen egyesület e téren csak 
annyit tehet, hogy elősegíti oly körülmények létrejöttét, amelyek 
megkönnyítik a tudományos kutatást. Idegen toliakkal való ékes­
kedést jelentene, ha egy társaság, saját tagjai rovására, tudományos 
sikerekkel akarna kérkedni. Nem feladata ezen összefoglalásnak 
az sem, hogy a Társulat tagjainak tudományos munkásságát és 
érdemeit ismertesse vagy méltassa: tudósainknak csupán a Tár­
sulattal kapcsolatos tevékenységéről fog itt szó esni.
Társulatunk lassú kialakulása vissza­
nyúlik 1885 őszére. A budapesti mate­
matikusok ekkor b . E ötvös L or á n d ,
H u n t á d y  J en ő , K ö n ig  Gy u l a , S choltz Ág o sto n  és Szily K á l ­
m án  vezetésével magánjellegű «Matematikai Társaság»-gá egyesül-
* Titkári beszámoló a Társula t 1941. jan. 30-án t a r t o t t  jub i láns  
ülésén.
A Társulat meg­
alakulása és első évei.
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tek, melynek főcélja volt a matematika ifjabb haladásairól egymás­
nak előadásokon beszámolni. Az akkori idők krónikása a következő 
előadók nevét jegyezte fe l: B e i n , B e k e , B odola, b. E ötvös , 
F r ö h lic h , G r u b e r , H u n y a d y , K őkig , K o p p , K r u s p é r , B ados 
Gusztáv , R ados  I gnác , R é t h y , S c h l e s in g e r , Szily , T őtössy , 
W it t m a n n . Nem voltak e társaságnak sem elnökei sem alapszabá­
lyai és összejöveteleiket egy közönséges vacsorázó asztaltársaságtól 
csak az ünnepélyes fekete tábla jelenléte különböztette meg. 1890. 
dec. 18-án E ötvös tartott előadást a földi gravitációról kb. száz 
meghívott hallgató előtt. Ezen előadás végén — a fizikusok bevoná­
sával — egy szakfolyóirat létesítésének eszméjét vetette fel. Ennek 
megbeszélésére b. E ötvös L o r á n d  és K önig  G y ul a  1891. jan. lo-re 
értekezletet hittak össze, amelyen nemcsak lap, hanem formaszerű 
társulat alapítása is általános helyesléssel találkozott. Elnökül 
b. E ötvös L oránd  kéretett fel, aki ekkor már két éve a M. Tud. 
Akadémia elnöke is volt, jegyzőül pedig a Műegyetem ifjú mate­
matika-professzora, R ados  G usztáv . Majd egy 22-tagú előkészítő 
bizottság küldetett ki, mely jan. 29-én tartotta első ülését. Itt 
E ötvös újból kifejtette, hogy milyennek képzeli el a megindítandó 
lapot, hangsúlyozva, hogy tisztán tudományos tartalmú közle­
ményekre gondol. Hozzáfűzte, hogy kezdetben évi 24—30 ívnyi 
terjedelem elégséges lenne s hogy ívenként 30 forintnyi írói tisz­
teletdíjat vett számításba. Szerkesztőkül R ados Gusztáv  és B ar- 
t o n ie k  Géza  választattak meg. Egy nyolctagú bizottság elkészí­
tette az alapszabályokat, melyeket az ápr. 30-i ülés elfogadott s a 
belügyminiszter aug. 21-én jóváhagyott.
Végre 1891. nov. 5-én megtartotta a «Mathematiken és Physikai 
Társulat» alakuló közgyűlését az egyetemi fizikai intézet nagy 
előadótermében, ahol mindmáig előadó üléseit és közgyűléseit 
tartja. Elnök lett b .  E ötvös  L oránd , matematikus alelnök K önig  
Gy u l a . Fizikus alelnöknek S chmidt Á g o ston  választatott meg; 
ezzel az utóbbi választással a Társulat hangsúlyozni kívánta, hogy 
súlyt helyez a középiskolai tanárság bevonására s hogy az ő tudo­
mányos igényeinek kielégítését elsőrendű feladatának tartja. Tit­
károk lettek : B a r t o n ie k  G éza  és R ados G usztáv , jegyzők : K opp
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Lajos és K öveslige'thy R adó, pénztáros: Mandák Dezső. Végül 
választmányi tagnak választatott: B eke Manó, Czógler Alajos, 
F röhlich I zidor, Gruber Nándor, H eller  Ágost, Mauritz 
R ezső, R éthy Mór, Scholtz Ágost, Szily K álmán, Thán K ároly, 
Tőtössy Béla és W agner Alajos. Nem szerepel e névsorban 
H unyady J enő, a műegyetem kiváló matematika-professzora, aki 
fontos szerepet játszott az első alakuló mozgalmakban, de már 
1889-ben meghalt.
Az alapító mozgalmakban kb. 130-an vettek részt, de az alakuló 
közgyűlésig már 298 tag jelentkezett. Örömmel jegyezzük itt fel 
közülök azoknak a nevét, akik ma is, jó egészségben, körünkben 
tartózkodnak: Altenburger Gyula, Arany Dániel, B eke 
Manó, Dietz Lajos, F raunhoffer Lajos, H oor Tempis Móric, 
K lug L ipót, Kovács J ános, R ados Gusztáv, R ados I gnác, R óna 
Zsigmond, R ucsinszki Lajos, Suták J ózsef. A 298 tagnak a Tár­
sulat által közzétett jegyzéke egy eltérést mutat az ABC-rendtől, 
mert első helyen J edlik  Ányos szerepel. Az alakuló közgyűlés t. i. az 
elnök indítványára az «első magyar fizikus»-t a Társulat «első rendes 
tagjává» választotta meg. J edlik , ki ekkor már 91 éves volt, még 
több ízben részt vett a Társulat életében és 1895. dec. 13-án halt 
meg. A tagok száma másfél év alatt közel 400-ra nőtt és ez a tag­
létszám évek hosszú során át alig változott. Ezzel kapcsolatban 
jegyezte meg az 1910. évi közgyűlésen K övesligethy ügyvezető 
titk á r: «Ha szám szerint nem gyarapodtunk, az nem azt jelenti, 
hogy fejlődni nem tudtunk, hanem csak azt, hogy már elejétől 
minden tényezőt magunkhoz tudtunk vonni, akire ez országban 
egyáltalában számítani lehet.» A budapesti és vidéki tagok arány­
száma (kb. 1 : 1) szintén alig változott az idők folyamán.
Az előadóülések az alakulás ideje alatt sem szüneteltek. 1891-ben, 
a Társulat megalakulásáig 10 előadóülés volt. A már formálisan is 
megalakult Társulat első előadóülésén B ek e  Manó csak folytatta 
előadását «a hypercomplex számok elméletéről».
A «Matheviatikai és Physikai Lapok» megindításával, amit Tár­
sulatunk létrehozói mindenkor a legfőbb célnak és legfőbb eszköz­
nek tekintettek, a Társulat nem várt formális megalakulásáig.
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Már 1891 júniusában megjelent az első (kettős) füzet. Az előszó­
ban az elnök és a szerkesztők röviden kifejtik programmjukat, az 
első cikk K ö n ig  G y u l a  dolgozata «A gammafüggvények elemi tár­
gyalása» címen. 1892 végére megjelent, igazán gazdag tartalommal, 
a teljes I. kötet, címlapján a «Mathematika» szobrának képével, 
melynek eredetije a M. Tud. Akadémia palotájának homlokzatát 
díszíti s melyet Lapunk címlapjain mindmáig megőrzött. Az I. kötet 
terjedelme 80 ív volt. Ekkora terjedelmet a Lapok egyetlen későbbi 
kötete sem tudott elérni. Az első kötetek 560-as példányszámban 
nyomattak ki és ez a szám a mai napig csak csekély ingadozást mutat.
Lapunk nem az első magyar folyóirat volt, mely matematikai 
és fizikai tudományos dolgozatokat közölt. 1883-ban indult meg 
K ö n i g  Gyula  szerkesztésében a M. Tud. Akadémia III. osztályá­
nak folyóirata, a «Mathematikai és Természettudományi Értesítő» 
és ezt megelőzően, 1878-ban már meg is szűnt — három évi élet 
után — a «Műegyetemi Lapok», mely számos magas nívójú mate­
matikai és fizikai tárgyú cikket közölt. E lap beszüntetését a szer­
kesztők (H u n y a d y , K önig , Sz i l y , Sztoczek , W ar tha) a követ­
kező «mondanivaló»-val indokolták : «E füzettel a Műegyetemi Lapok 
befejezi pályafutását. Matematikai folyóirat, úgy látszik, nálunk 
még nem állhat meg anyagi segély nélkül. Persze, ha a matemati­
kának csak félannyi olvasója lenne is, mint amennyi tanítója van, 
máskép állana a dolog.»
Örülhetünk, hogy ez az azóta oly gyakran idézett keserű meg­
jegyzés nem vette el a Társulat alapítóinak kedvét és bátorságát 
új lap megindításától. Igaz, hogy Társulatunknak elejétől fogva 
anyagi segítség állott rendelkezésére, t. i. a M. Tud. Akadémia 
évenkénti 1000 forintos (=  2000 koronás) pénzadománya, melyért 
a Társulat nagy hálával adózik. Tagjaink igen nagyra becsülendő 
áldozatkészsége mellett e segély volt mindenkor a Társulat anyagi 
létének legfőbb biztosítéka. Államsegélyt egészen a világháború 
végéig nem sikerült kieszközölni. Ami a tagok anyagi hozzájárulá­
sát illeti, az alapszabályok a tagsági díjat budapesti tagok számára 
5 forintban, vidékiek számára 3 forintban állapították meg.
A rendszeresen megjelenő folyóirat mellett természetesen a rend­
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szeresen tartott előadóülések voltak a Társulat legfőbb életfunkciói. 
Elejétől fogva 9—12 előadóülés volt évenként és e szám, igen kis 
ingadozásoktól eltekintve, megmaradt mind a mai napig. Hosszii 
éveken át többnyire két, sőt néha három előadás esett egy-egy 
ülésre. Később a tagok egy része (hozzátehetjük: az idősebb tagok) 
fárasztónak találták egyetlen ülésen több előadás végighallgatását 
s így újabban (kb. 15 év óta) többnyire egy előadásból állott egy- 
egy ülés. Ily módon az évi ülésszám változatlansága tulajdonkép 
az előadásszám felére való csökkenését jelenti. Az első évek előadó­
ülésein átlagban 50 tag jelent meg.
A Társulat teljes sikerének a képét mutatta már az 1893 ápr. 
4- és 5-én tartott első rendes közgyűlése; T20 tag, tehát az összes 
tagoknak (a vidékieket is beleszámítva) csaknem egyharmada részt 
vett ezen. Nagyon sok tag vidékről jött fel. A két napig tartott 
közgyűlés valóságos kis kongresszusnak volt tekinthető. Nem ke­
vesebb, mint 9 előadást, illetve kísérleti bemutatást nyújtott e 
közgyűlés az egybegyűlteknek, amihez végül még a Ganz-gyár 
elektrotechnikai osztályának megtekintése járult.
Hasonló sikerrel és hasonlóan gazdag műsorral zajlott le a Tár­
sulat II. közgyűlése is, 1894. május 12- és 13-án. Később azon­
ban a közgyűlések, sajnos, összezsugorodtak úgy, hogy az idők 
folyamán már csak annyiban különböztek egy rendes előadó 
üléstől, hogy az ülés elejét a Társulat adminisztrációs ügyeinek 
formális elintézése foglalta le. A vidéki tagok így persze fokozatosan 
elmaradtak a közgyűlésekről.
A II. közgyűlésen az elnök a Társulat igen örvendetes anyagi 
gyarapodásáról számolhatott be. B áró M a j t h é n y i  O t rónak (ki 
már meglett férfi korában adta magát matematikai és fizikai tanul­
mányokra) a hagyatékából 5000 forint jutott a Társulatnak.
*
Hamarosan e II. közgyűlés után b. E ötvös 
L oránd  vallás- és közoktatásügyi minisztere 
lett a második Wekerle-kormánynak. Ezen 
eseménynek fontos szerep jutott a Társulat életében is, nem­
csak azért, mert elnökének sikere a Társulatra is fényt árasztott,
A matematikai 
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hanem és főleg azért, mert e kinevezés alkalmat adott a Társulat­
nak arra, hogy egyik legsikeresebb intézményét, a matematikai 
tanulóversenyeket életrehívja.
1894. jun. “22-én tartott ülésén a Választmány ugyanis — a célból, 
«hogy a legkegyelmesebb kinevezés emlékét maradandóvá tegye» — 
elhatározta, hogy minden év őszén az illető évben érettségi vizs­
gálatot tett tanulók között Budapesten és Kolozsvárott mate­
matikai és fizikai versenyt rendez oly célzattal, hogy a verseny­
zőknek a nevezett szaktárgyak művelésére való rátermettsége meg- 
állapíttassék. A legjobb két dolgozatot egy-egy (100, illetve 50 
koronás) b. Eötvös-díjjal jutalmazza s a Társulat lapjában közzé­
teszi. Az első verseny 1894. szept. 17-én tartatott meg. Budapesten 
48, Kolozsvárott 6 versenyző jelentkezett, beadatott összesen 29 
dolgozat. Az eredmény kihirdetése és a díjak átadása az 1894. 
okt. 25-i ünnepélyes ülésen zajlott le. Maga b. E ötvös  L oránd  —  
ki nyolc hónapos miniszterségének idejére sem hagyta el a Társulat 
elnöki székét — adta át a díjakat a jutalmazottaknak : Se i d n e r  
MiHÁLYnak és a néhány év múlva elhunyt P a p  PÁLnak, meg­
emlékezvén a jutalmazottak középiskolai tanárairól is.
Egy hároméves szünettől (1919—1921) eltekintve a Társulat 
mind a mai napig évenként megtartotta tanulóversenyét, azzal a 
változtatással, hogy a Ferenc József-Tudományegyetem Szegedre 
való költözködése óta Kolozsvár helyett Szegeden tartotta a vidéki 
versenyt. A Társulat második félszázadának bizonyára egyik első 
örvendetes ténykedése lesz, midőn 45-ik tanulóversenyét — 23 évi 
szünetelés után — a visszatért Kolozsvárott is meg fogja tartani.
A későbbi elsőrangú matematikusoknak egész gárdája aratta 
első tudományos sikerét ezeken a versenyeken. Ennek igazolására 
csak tíz nevet akarunk az Eötvös-díjasok sorából kiragadni: 
Z e m p l é n  Győző (1896). F e j é r  L ipót  (1897), K árm án  T ódor (1898), 
H aar  Al f r é d  (1903), R iesz  M ar c el  (1904), L ukács  F e r e n c  (1909), 
S zegő  Gábor  (1912), R adó T ib o r  (1913), R é d e i  L ászló (1918), 
K almár  L ászló (1922). Az említettek közül hárman ma már nin­
csenek az élők sorában, négyen előkelő külföldi egyetemeken, 
ketten pedig magyar egyetemeken töltenek be matematikai tan­
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székeket. Aligha akad még egy társulat, mely ily nívójú és ennyi 
tudósra mutathatna rá, mint akiknek tudományos képességeit már 
18 éves korukban felismerte.
Érdemes megvizsgálni, hogy mi tette lehetővé e versenyek rend­
kívüli sikerét. Az egyik körülmény kívül áll a Társulat érdemeinek 
a körén és ez az, hogy a matematikai tehetség többnyire már igen 
fiatal korban megnyilvánul és már igen csekély matematikai isme­
ret segítségével megoldott feladatok kidolgozásai is alkalmasak a 
matematikai tehetség felismerésére. Ez már a fizikára sem áll fenn 
és bizonyára ebben leli magyarázatát, hogy az eredetileg «mate­
matikai és fizikaiénak nevezett tanulóversenyek elejétől fogva 
tisztára matematikai versenyekké alakultak. A versenyek sikeres­
ségének egyik fontos záloga a tételek célszerű megválasztása, 
amiben már nagy érdemei voltak a Társulat matematikusainak. 
Itt természetesen az volt a döntő szempont, hogy a versenydolgo­
zatokban mutatkozó matematikai ötletesség és ne csupán a fel­
használt matematikai ismeretek mennyisége szolgálhasson a dol­
gozatok érdemének fokmérőjéül. De a — sokszor teljesen eredeti — 
tételek nehézségi fokának megállapításánál is megtalálták a verse­
nyek rendezői a kellő mértéket. A nélkül, hogy túlságosan könnyűek 
lettek volná a feladatok, egyszer sem fordult elő eddig, hogy leg­
alább egy Eötvös-díj ne lett volna kiadható; pedig a bírálók — a 
verseny presztízsének megőrzése céljából — nem elégedtek meg 
relatív értékkel, hanem csak abszolút becsű dolgozatot jutalmaz­
tak- Az egész verseny formáját a Társulat oly célszerűen állapí­
totta meg, hogy 47 év alatt semmiféle változtatás szükségessége 
sem merült fel, ami annál inkább elismerésreméltó, mert sem 
magyar, sem külföldi példa nem lebeghetett azok szeme előtt, akik 
matematikai tanulóversenyeinket 1894-ben éltrehívták.
Kövesligethy 1910. évi titkári beszámolójában ezeket mon­
dotta : «Társulatunk tanulóversenyeivel magához édesgeti a fiatal, 
életpályája megválasztásában talán még némileg ingadozó nemze­
déket; ezekben ízleli meg talán először az önálló gondolat édes 
örömét . . . Néhány év múlva újra megjelennek körünkben, mint 
önálló ügyes kutatók, akik bizonyára a Társulat iránti hálából is
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szolgáltatják előadásaink anyagának legjavát.» Valóban: már a 
VII. tanulóverseny díjkiosztó ülésén a III. verseny két jutalma- 
zottja szerepelt mint előadó: V i s n y a  Ala d á r  és Z e m p l é n  G yőző .
Amikor a Társulat büszkén tekint vissza eddigi 44 matematikai 
tanulóversenyére, igazságtalanság volna egy a Társulaton kívüli 
tényezőről megfeledkezni. 1894-ben Arany  D á n i e l  megalapította 
Győrött a «Középiskolai Mathematikai Lapok»-at, amely három év 
múltán Budapestre költözött s ekkor szerkesztését R átz L ászló 
vette át, aki mint buzgó tagtársunk, hosszú éveken át tanulóver­
senyeink előadói tisztét töltötte be. A világháború elején megszűnt 
lapot 1925-ben F aragó A n d o r  «Középiskolai Matematikai és 
Fizikai Lapok» címén újból életre keltette. (Az 1989. évi papír­
korlátozó rendelet folytán a lap megjelenése, sajnos, megszakadt.) 
E lapok a tehetségesek középiskolai matematikai oktatását nagy 
mértékben előbbrevitték és mindenkor valósággal előkészítették a 
talajt a mi tanulóversenyeink számára.
A versenyekben rejlő didaktikai energia szélesebb körökre is 
kiterjedt azóta, hogy K ü r s c h á k  J ózsef —  kinek a tanulóverse­
nyek ügye mindenkor szívügye volt — 1929-ben «Matematikai 
Verseny tételek» címen kiadta az első 32 verseny teljes anyagát. 
E könyvben K ür schá k  egyrészt mintaszerű megoldásokat, más­
részt ezekhez csatolt jegyzeteket közöl. E jegyzetek egy része az 
adott megoldások közvetlen kiegészítésére szolgál, más jegyzetek 
pedig a tudomány magasabb szféráiba vezetik el az ifjú olvasót. 
Az utóbbi típusú jegyzetekre különösen oly feladatok kapcsán 
nyílott alkalom, melyek egy (a kitűzés idejében néha éppen új 
vagy aktuális) komoly matematikai tétel legegyszerűbb eseteképpen 
kerültek kitűzésre. Ezt a kitűnő könyvet joggal magáénak vall­
hatja Társulatunk, mind a mellett, hogy forma szerint nem az ő 
kiadásában, hanem a F aragó  A ndor  és N a gy  J ózsef  szerkesz­
tésében kiadott «Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok Könyv­
tára» c. sorozatban jelent meg Szegeden, a közoktatási minisztérium 
támogatásával. K ürschák könyvének megjelenése óta már újabb 
12 tanulóverseny zajlott le s így a «Matematikai Versenytételek» 
II. kötetének megjelentetése előbb-utóbb aktuálissá válhatik.
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E hosszabb kitérés után térjünk vissza a 
kronologikus rendhez. 1897-ben — bár az elő­
adások rendszeresen folytak tovább — a Társu­
lat válságba jutott. Kéziratok hiányában ebben az évben Lapunk­
nak egyetlen száma sem jelent meg. Az elmaradt VI. kötetet 
a Társulat 1898-ban (egyidejűleg a VII. kötet kiadásával) pótolta. 
E VI. kötet csupa klasszikus mű magyar fordítását nyújtja : Ca y ­
l e y , Ca r n o t , H e l m h o l t z , K l e i n , B olyai J ános  egy-egy és G auss 
két híres művének fordítását. E füzetek kettős lapszámozást nyer­
tek és önálló kiadványoknak is tekinthetők, amiért is a szokásos­
nál 100-zal nagyobb példányszámban nyomattak ki. — Külön 
ki kell itt emelnünk a magyar matematikai irodalom legnagyobb 
kincsének, B olyai J ános latinnyelvű Appendix-ének —  R ados  
I gnácíóI származó — magyar fordítását, melynek költségeit utó­
lag a M. Tud. Akadémia vállalta el. (Megjegyezzük, hogy ugyan­
csak 1897-ben még egy magyar fordítása jelent meg az Appendix­
nek Su tá k  J ózsef  tollából; ezt S chm idt  F e r e n c  építész, buzgó 
tagtársunk adta ki, aki 1901-ben bekövetkezett haláláig a Bolyaiak 
ügyének itthon is és külföldön is leglelkesebb propagálója volt.)
Az Appendix magyar fordításának megjelentetésével a Társu­
lat régi mulasztást ütött helyre. Hiszen ekkor már régen megjelent 
az Appendix német feldolgozása FRiscHAUFtól (1872) és francia 
fordítása HoÜELtól (1878). H a l s t e d  angol fordítása pedig Ameriká­
ban ekkor már négy kiadást is megért (4-ik kiadás: 1896).
B oly ai  J áno s , a magyar matematika legnagyobb alakja iránti 
kegyelet ápolását, éppúgy, mint hatalmas alkotásának terjesztését 
és fejlesztését, a Társulat egyébként is mindenkor kötelességének 
tartotta. így már 1894-ben gyűjtést indított — Szily  K á l m á n  
indítványára — tagjai között B oly ai  J ános marosvásárhelyi —- 
addig jeltelen, sőt alig felismerhető —• sírjának megjelölésére. A 
sírkő még 1894-ben fel is állíttatott. E tényt, mint Társulatunk 
érdemét, H a lsted  is felemlíti fentemlített angol Appendix-tor 
dításának előszavában.
B olyai J ános születésének 100-éves fordulóját is méltóan meg­
ünnepelte Társulatunk, ha nem is oly pompás keretek között,
Bolyai János 
emlékezete.
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ahogyan a M. Tud. Akadémia és a kolozsvári Egyetem azt meg­
tehette. Az 1902/3. években négy előadóülés B o l y a i  abszolút geo­
metriájával foglalkozott (előadtak: K ü r s c h á k , B e k e  és R é t h y ); 
Lapunk XII. kötetének első füzete pedig ünnepi Bolyai-füzet- 
képpen jelent meg R é t h y , B e k e , K ürschák  és S c h l e s in g e r  tollá­
ból származó dolgozatokkal és e kötet több későbbi cikke is fog­
lalkozik BoLYAival és geometriájával. Az 1903. jan. 15-i kolozsvári 
Bolyai-ünnepségen is részt vett koszorújával Társulatunk. Ennek 
szalagját a román megszállás alatt is máig megőrizte a maros vásár­
helyi Református Kollégium hatalmas könyvtárának Bolyai- 
múzeuma. Húsz évvel később B olyai abszolút geometriája meg­
teremtésének 100-éves jubileumát is megülte a Társulat: 1923. 
nov. 8-án K ü r s c h á k  J ózsef  tartott előadást «Megemlékezés Bolyai 
Jánosról» címen.
*
Még 1897-ben fontos személyi válto­
zás állott be a Társulat vezetőségében. 
B a r *t o n ie k  Géza  hat évi érdemekben gaz­
dag lelkes munkálkodás után lemondott és helyére K ö v e s l ig e t h y  
R adó választatott meg ügyvezető és fizikus titkárnak. K ö v e s ­
l ig e t h y  teljes 17 évig nagy buzgalommal és szeretettel töltötte 
be tisztét. Fényes bizonyítékát nyújtják ennek azok a néha szinte 
költői szárnyalású titkári beszámolók is, melyeket ő évenként a 
Társulat közgyűlései elé terjesztett. Meg kell még emlékezni ebből 
az időszakból F e ic h t i n g e r  GYŐzőró'l, aki mint pénztáros tíz éven 
át (1898—1908) viselte gondját a Társulat pénzügyeinek.
Újabb nagy változásokat vont maga után az első nagy gyász, 
mely Társulatunkat érte. 1913. ápr. 8-án meghalt K ö n ig  G y u l a , 
az első magyar matematikai iskola megalapítója, aki E ötvös 
L oRÁNüdal együtt Társulatunk alapítója és legfőbb irányítója volt. 
K ö n ig  Gy u l a  hatalmas tudományos és kulturális működésének 
egy tágabb köröknek szóló méltatása K ü r s c h á k  J ó zsef  tollából 
K önig  Gy u l a  halálának 20-éves fordulója alkalmából jelent meg 
Lapunkban (XL. kötet). Nem volt vitás, hogy K ö n ig  G y ula
Személyi események 
a háború végéig.
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helyébe alelnöknek R ados Gusztáv választassék, aki különösen a 
Lapok megindításával és szerkesztésével már addig is kimagasló 
érdemeket szerzett Társulatunkban. RADosnak is méltó utóda 
akadt: F e j é r  L ip ó t , akinek fényes tudósi karrierje Társulatunk­
ban bontakozott ki. KövESLiöETHYnek az volt a véleménye, hogy 
«a titkári kar regenerációja csak akkor tökéletes, ha teljes is» és le­
mondott a titkárságról, utódául ajánlva azt a férfiút, aki mint 
tudós és mint ember és úgy is mint Társulatunk neveltje, valóban 
elsősorban volt hivatva arra, hogy a Társulat újabb fellendülésé­
nek zászlóvivője legyen. Ily módon 1914-ben Z e m p l é n  Győző lett 
a Társulat ügyvezető és fizikus titkára. Az új titkárság rendkívüli 
ambícióval fogott működéséhez; így pl. mindjárt az első (ápr. 30-i) 
választmányi ülésen nem kevesebb mint 72 új tagot hozott a Tár­
sulatnak. Lapunknak a 23. kötettől kezdve még külső alakja is 
megváltozott és az új szerkesztők felújítottak számos — sokszor 
reklamált — régi rovatot («fizikai szemle», «fizikai laboratórium», 
«előadási kísérletek»), újból bevezették az előadóülésekről szóló 
jelentéseket (melyek 1903 óta teljesen szüneteltek) és minden téren 
új fellendülést készítettek elő. Ma már tudjuk, hogy az 1914. év 
nem volt alkalmas semmiféle szellemi fellendülés megindításához: 
a világháború mindent megakasztott. így maga Z e m p l é n  is azon­
nal hadba vonult és csak egy-két rövid szabadsága alatt jelent meg 
Társulatunkban. Egyik ilyen alkalommal E ötvös L o r á n d  mint 
elnök a következő szavakkal aposztrofálta kedvenc tanítványát: 
«hazánk és hazánkban a tudomány el nem veszhet, míg a harctéren 
ilyen katonái, a tudomány mezején ilyen munkásai lesznek». Hazánk 
és hazánkban a tudomány valóban nem veszett el, de elvesztettük 
Z e m p l é n  GYÓ'zőt, aki 1916. jun. 29-én, életének 37-ik évében az 
olasz fronton, a Monte Dolorán (Asiagonál) mint tüzérfőhadnagy 
hősi halált halt.
Alig öt hónappal e tragikus esemény után érte Társulatunkat 
a másik nagy háborús veszteség: a harctéren szerzett betegsége 
következtében elhúnyt G eőcze Zo á r d , a felszínszámítás mestere, 
aki felfedezéseit — melyeknek fontossága a magyar és nemzet­
közi matematikai irodalomban nagyrészt csak halála után vált
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ismertté — Társulatunkban (utoljára 1916. márc. 16-án) és 
Lapunkban is közzébocsátotta. Magyarország háborús veszteség­
listája természetesen a Társulat sok más tagjának nevét is tar­
talmazza, így az Eötvös-díjas R a j  LÁszLÓét.
*
A háború alatt a Lapok terjedelmét csök­
kenteni kellett, de az előadások és tanuló- 
versenyek a szokásos keretek közt zajlot- 
le. Sőt a világháború kellős közepén a Társulat még egy fontos új 
intézménnyel egészíthette ki programmját. K á r o l y  I r é n  pre­
montrei kanonok, a nagyváradi jogakadémia tanára, a fizika magán­
tanára a kolozsvári egyetemen, aki S chmidt  Á goston  1902 dec. 
31-én bekövetkezett halála után 17 éven át a Társulat fizikus­
alelnöki székét töltötte be, 1916-ban Társulatunknál hadikölcsön- 
kötvényekben 2000 koronás alapítványt tett, melyet azóta több- 
ízben igen jelentékenyen ki is egészített. Az alapítvány rendelte­
tését K ároly  I r é n  a következőképpen írta elő: «Az alapítvány 
kamatai a fizikai ismeretek mélyítésére fordíttassanak oly céllal, 
oly szellemben és oly körülmények között, mint az a matematikai 
tanulóversenyeknél szokásos; legyen Matematikai és Fizikai Tár­
sulatunk kebelében ne csak matematikai, hanem fizikai tanuló- 
verseny is; az energia-leadás e nagy napjaiban az energia-gyűjtés 
megkönnyítéséről is gondoskodnunk kell.». A K á r o l y  I r é n  bő­
kezűsége által megteremtett fizikai tanulóversenyt a Társulat elő­
ször 1916-ban és azóta is (az 1919—1921-es szünettől eltekintve) 
évente megrendezte Budapesten és Kolozsvárott, illetve Buda­
pesten és Szegeden. A Károly Irén versenyeket illetően a Társulat 
a dolog természete szerint nem dicsekedhet oly sikerrel, mint a 
matematikai tanulóversenyeket illetően, aminek mérlegelésénél 
persze nem szabad figyelmen kívül hagyni azt a körülményt, hogy 
a matematikai versenyek már csaknem kétszer akkora múltra 
tekinthetnek vissza, mint a fizikaiak. A Károly Irén-díjasok sorá­
ból még nem mutathatunk rá eddig olyan díszes gárdára, mint az 
Eötvös-díjasok sorából. De néhány névvel már itt is büszkélked-
A fizikai 
tanulóversenyek.
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hetünk. Az első verseny győztese: J e n d r a s s ik  Gy ö r g y  — akinek 
éppen a közelmúltban volt alkalma a Társulat iránti háláját ki­
mutatni és leróni — ma már a magyar géptechnika egyik kiváló­
sága ; N á r a y -Szabó I stván  a budapesti műegyetemnek, T e l l e r  
E d e  pedig a washingtoni egyetemnek professzora. A Károly Irén- 
díjasok legifjabb generációjából G e r ő  L oránd  műegyetemi tanár­
segéd és B udó Á g oston  egyetemi m. tanár említendő, mint akik 
tudományos irodalmi működésükkel máris sikereket értek el. —- 
Meg kell itt még említeni, hogy N agy  J ó z s e f , ki éveken át (1924— 
1932) buzgó pénztárosa volt Társulatunknak, számos alkalommal 
sajátjából járult hozzá a fizikai tanulóversenyek költségeihez.
*
Visszatérve a Társulat háború alatti esemé­
nyeire, az 1917. évi közgyűlés Ze m p l é n  helyére 
M ik o la  Sá n d o r ! választotta meg ügyvezető 
titkárnak, aki Z e m p l é n í  mint szerkesztőt már Z e m p l é n  hadba- 
vonulása alatt helyettesítette. Ez a választás néhány év múlva 
különlegesen szerencsésnek bizonyult. — 1918-ban még örömünnepet 
is ülhetett a Társulat, E ötvös LoRÁNDnak 70-ik születésnapját. 
Ebből az alkalomból a Társulat egy díszes, 184 oldalas «báró 
Eötvös Loránd-füzetet» adott ki (a XXVII. k. 6—7. füzete), mely­
ben T ang 'l K á r o l y , P éká r  D ezső, F e k e t e  J enő , K y b á r  I stván  
és Mik o l a  Sándor  ismertették és méltatták a nagy tudós és a 
nagy ember életét és tudományos működését. A füzet függeléke 
tartalmazza E ötvös teljes irodalmi működésének jegyzékét, vala­
mint más — nagyrészt külföldi — szerzők azon műveinek jegy­
zékét, melyek E ötvös  felfedezéseivel foglalkoznak, illetőleg ezek­
nek köszönik keletkezésüket. Ezt az ünnepi füzetet, mely önálló 
kiadványképpen tágabb köröknek is hozzáférhetővé vált, a Tár­
sulat 1918. dec. 12-én tartott és elnökének ünneplésére szánt ülésén 
kellett volna átadni az ünnepeltnek. De ekkor E ötvös  —  aki a 
Társulatban 1917. május 10-én tartott utoljára előadást «A nehéz­
ségről a földön mozgó szerkezetekben» címen — már beteg volt s 
az átadás csak betegágyánál történhetett meg, melyből alig is kelt
2*
A háború 
utáni évek.
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fel többé. 1919. ápr. 8-án — a magyarországi kommunizmus dúlása 
közepette — meghalt, árván hagyva szeretett Társulatát éppen 
olyan időkben, melyekben ez különlegesen rászorult volna az ő 
bölcseségére, tekintélyére és vezetésére.
A háború elvesztése, a forradalmak, a kommunizmus, a román 
megszállás és az ezt követő zavarok, úgy mint mindenre és minden­
kire hazánkban, Társulatunkra is súlyos következményekkel jár­
tak és a Társulatot hosszú időre teljes meddőségre kényszerítették. 
Egészen 1921 tavaszáig, tehát 2% év alatt, csak kétszer adott 
magáról életjelt Társulatunk. Először is megjelentette a Lapok 
1918. évre szóló XXVII. kötetének utolsó füzetét, de annyira elkésve, 
hogy ebben már elnökének halálát is jelenthette. Másodszor pedig 
1920. ápr. 15-én Eötvös Loránd-emlékünnepélyt rendezett, melyen 
P é k á r  D ezső mondott emlékbeszédet mesteréről, részletesen meg­
emlékezve beszéde elején azokról a rendkívüli érdemekről, melyeket 
E ötvös  mint Társulatunk alapítója és vezetője szerzett. Ez a 
beszéd —■ éppúgy, mint azok a beszédek, melyeket S i e g e s c u  dékán, 
gr. K l e b e l s b e r g  miniszter és T angl  K ároly  mondott a Pázmány 
Péter Tudományegyetem bölcsészeti kara által 1923. május 27-én 
tartott Eötvös Loránd-ünnepen —• Lapunkban is megjelent 
(XXVIII. ill. XXX—XXXI. k.). 1930-ban még egy ünnepi ülést 
szentelt a Társulat első elnöke emlékének: ezen F r ö h l ic h  I zid or  
bemutatta a M. Tud. Akadémia Eötvös Loránd-Emlékkönyvét és 
F e k e t e  J enő  az Eötvös-féle torziós inga gyakorlati alkalmazásai­
ról tartott előadást.
A proletár-diktatúrát követő gazdasági és társadalmi zavarok 
már-már teljes elmerüléssel fenyegették a Társulatot. K ürschák  
J ózsef  mellett elsősorban Mikola  SÁNDORnak köszönhető, hogy 
ez nem következett be. 1921 tavaszán lassan megkezdődtek ismét 
előadásaink; éppen E ötvös  L oránd  halálának második és K önig 
G y u l a  halálának nyolcadik közös évfordulóján tartott ismét elő­
adóülést a Társulat és három évvel a XXV. közgyűlés után, 1921. 
május 14-én végre a XXVI. közgyűlés is meg volt tartható. Az 
elnöklő P ados Gusztáv  hatásos elnöki megnyitójában a kultúr- 
integritás szempontjait hangoztatta. Utána Mik o l a  SÁNDORnak
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fenkölt eszmékben dúslakodó titkári jelentése hangzott el. A haza 
és a kultúra iránti kötelességek teljes harmóniájáról mondott szavai 
máig sem vesztettek semmit aktualitásukból. «Annak — mondotta 
többek közt M ik ola  —  hogy az individuumok nagyobb halmaza 
együtt dolgozhassák, nem az a feltétele, hogy egyformák legyenek, 
még az sem, hogy egyetértsenek, csak az, hogy egymás véleményét 
és egymás személyét tiszteletben tartsák.»
A közgyűlésen elnökké választatottFRÖHLicH I z id o r , kinek már 
másfél év múlva 70-ik születésnapját ünnepelhette meg a Társulat, 
1923. jan. 23-án tartott ünnepi előadóülésén. F r ö h lic h  híres lelki­
ismeretességével tíz évig töltötte be az elnöki tisztséget. Betöltésre 
várt az egyik alelnöki állás is, mert K á r o l y  I r é n  —■ aki S z il y  
KÁLMÁNnal együtt tiszteleti taggá választatott — megszállott 
területen maradt (és 1929-ben elhunyván, nem élte meg Nagyvárad 
visszatérését). Fizikus-alelnök lett T a ng l  K á r o l y , aki 1903-tól 
1917-ig, mint kolozsvári egyetemi tanár távol élvén Budapesttől, — 
bár alapítása óta tagja volt Társulatunknak — addig, sajnos, csak 
kisebb szerepet játszhatott a Társulat életében. Egyéb változás a 
Társulat vezetőségében nem történt. — Végül a közgyűlés felvette 
a Társulat nevébe nagy alapítójának a nevét és a választmányi 
tagok számát 12-ről 18-ra emelte fel, ami hamarosan — és ez volt 
éppen a cél •— a vezetőség felfrissítéséhez vezetett.
A súlyos gazdasági helyzetet természetesen elsősorban Lapunk 
sínylette meg. A tagok száma az ország trianoni megcsonkítása 
folytán kb. felére csökkent és bár a Minisztérium és számos intéz­
mény és vállalat sietett a Társulat anyagi támogatására, nem volt 
kellő fedezet a horribilisra növekedett nyomdai költségekre. Az 
1921. évre szóló XXVIII. kötet egy 100 oldalas füzetecske alak­
jában jelent meg és egy ideig hasonló maradt a helyzet, sőt még 
meg is rosszabbodott. Néhány év alatt mégis annyira jutottunk, 
hogy elérhettük a békebeli átlagos terjedelem felét és itt — a kb. 
200 oldalas köteteknél —- tartunk csak ma is.
A gazdasági leromlás egyik legsúlyosabb következménye volt, 
hogy a Társulat az írói tiszteletdíjak teljes beszüntetésére kény­
szerült. A magyar matematikusok és fizikusok dolgozataikat nem
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anyagi célokból, hanem tisztára tudományos idealizmusból írják 
és biztos, hogy egyetlen dolgozat sem maradt szerzője tollában 
csak azért, mert nem számíthatott honoráriumra. A tiszteletdíjak 
megszüntetése így bizonyára nem okozott nívósülyedést Lapunk 
cikkeinél. Káros azonban a tiszteletdíjak megszüntetése szociális 
és erkölcsi szempontból és káros különösen a Lapok szerkesztése 
szempontjából, ha nem a válogatást és kritikát tekintjük a szer­
kesztők egyedüli feladatának. Kétségtelen, hogy referátumok, 
egyes diszciplínákra vonatkozó összefoglaló jelentések közlése egyik 
fontos feladata Lapunknak, mint ahogy a Lapoknak már első 
kötetei számos ily irányú dolgozatot közöltek. (Elegendő itt Kür- 
s c h á k  több fényes referátumára rámutatni.) Az ilyen referátumok 
sok munkát és kevés tudományos sikert jelentenek szerzőiknek 
és a tapasztalat azt mutatja, hogy csak nagyobb rábeszélésre jön­
nek létre. A szerkesztő most már alig merheti rászánni magát, hogy 
ilyen «ingyen munka» elvégzésére szólítson fel valakit, különösen, 
ha még arról sem biztosíthatja a szerzőt, hogy mire munkája el- 
készíila, Társaság abban az anyagi helyzetben lesz, hogy munkáját 
kinyomathassa. Ismét csak tudósaink — nem eléggé megbecsült — 
idealizmusát dicséri, hogy mégis sikerült e sanyarú időkben is 
néhány ily referátumot szerezni a Lapok számára. Példaképpen az 
utóbbi évekből csak Al e x it s  G yörgy  két nagy referátumára aka­
runk rámutatni: «Az új görbeelmélet» 1937-ben és «A halmazelméleti 
geometria újabb fejlődése» 1938-ban. A szerzői tiszteletdíjak vissza­
állítása feltétlenül kívánatos még -akkor is, ha ez csak a Lapok ter­
jedelmének rovására történhetik meg.
A 20-as évek nagy depressziója után a Társulat lassan mégis 
csak bizonyos mértékig az anyagi konszolidáció útjára lépett, ami­
ben nem csekély része van annak a körülménynek, hogy 1918 óta 
rendszeresen kap államsegélyt Társulatunk; ehhez még hozzá­
járul, hogy 1937 óta a Minisztérium az állami középiskolák számára 
előfizet Lapunkra. Nagy segítségére volt a Társulatnak 1930-ban 
a Széchenyi Tudományos Társaság 3000 pengős adománya. Tár­
sulatunk számos tagja is támogatta anyagilag is a Társulatot: 
B l á t h y  Ottó  T it u sz , Gr u b e r  N á n d o r , H oor  T e m pis  Mó r ic ,
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K ároly I r é n , K őrös L ászló , M agi F e r e n c , N a gy  J ózsef , P a ta i  
I m r e , Sárközy  P á l , Sasvári G é z a . Az anyagi helyzet, javulásával 
kapcsolatban külön meg kell emlékeznünk S zabó GábortóI, aki, 
mint a Társulat pénztárosa, 1932-től 1939-ig, a pénztárosi köteles­
ségeken messze túlmenő mértékben finom tapintattal dolgozott 
a Társulat fellendítésén.
*
A Társulat háború utáni életében új intéz­
ményei között a legfontosabb volt a König 
Gyula-jutalom, melynek keletkezése még a 
háborús időkre nyúlik vissza. Először az 1917. dec. 20-i előadó­
ülésen, majd, végleges formában, az 1918. május 16-án tartott 
XXV. közgyűlésen még E ötvös  L oránd jelentette be, hogy a 
Társulatnál egy 10,000 koronás König Gyula-alapítvány létesült, 
melynek célja —  K önig  G y u l a  emlékének megörökítése mellett —- 
hogy kamataiból kétévenként egy magyar matematikus a tiszta 
matematika terén végzett eredeti kutatásainak jutalmazásaképpen 
1000 koronás König Gyula-jutalomban részesíti essék; a főiskolák 
tényleges rendes és rendkívüli tanárai a jutalmazásból kizáratnak; 
a javaslattételre kiküldött bizottság előadója a Matematikai és 
Fizikai Lapokban közzéteendő jelentésben ismerteti és méltatja a 
jutalmazott tudományos működését. Az alapítvány, mely 6%-os 
hadikölcsönkötvényekbe volt fektetve, fokozatosan elértéktelenedett 
és ezért a Társulat 1930-tól kezdődőleg a jutalmat König Gyula érem 
formájában adja ki, melynek költségét a Társulat vállalta magára. 
A művészi plakettet kitűnő szobrászművészünk, B eck  Ö. F ü l ö p  
készítette; egyik oldalán K ö n i g  Gytjla jól sikerült képmását áb­
rázolja s a mindenkori jutalmazott nevét is feltünteti. A pénz­
jutalom elmaradása mitsem vont le a König Gyula jutalmak er­
kölcsi értékéből, mert a plakett és — talán még inkább — a lelki- 
ismeretesen készített előadói jelentés — mely gyakran már a ju tal­
mazott tudományos működésének bel- és külföldön gyakorolt hatá­
sára is kiterjeszkedhetett — méltó elismerést jelent a jutalmazott 
számára. Őszinte köszönettel tartozik a Társulat, önzetlen és nehéz
A König Gyula 
jutalom.
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m u n k á ju k é r t  az e lőadóknak ,  k ik  közül k e t t e n  (Szűcs A d o l f  és 
L ip k a  I s t v á n ) e m u n k á t  m á r  ké tsze r  is e lvá l la l ták .
A jutalom elsőízben 1922-ben került kiosztásra, amikor ezt, külö­
nösen az algebra és számelmélet terén kifejtett munkásságáért, 
B a u e r  Mih á l y  nyerte el, akinek ifjúkori munkássága Lapunk leg­
első köteteiben indult neki nagysikerű útjára. Ma már tíz König 
Gyula-díjas tudósunkkal büszkélkedhetik Társulatunk. Teljes lis­
tájuk a következő: B a u e r  M ih á l y  (1922), S zegő  Gábor  (1924), 
Szők efal vi  N agy  Gy ul a  (1926), J ordan  K ároly  (1928), S zász 
O iító (1930), E gerváry  J en ő  (1932), V e r e s s  P ál (1934), K a lm á r  
LÁBzló (1936), L ip k a  I stv á n  (1938) és R é d e i  L ászló (1940). — E 
díszes névsor — melyben három Eötvös-díjas nevét is megtalál­
juk — fényesen igazolja a König Gyula-jutalom teljes sikerét.
*
Fontos szerepet töltöttek be Társula­
tunk életében az utolsó időkben a kül­
földi előadók is. A háború előtti időkben 
csak egyszer, 1905. okt. 12-én üdvözölhettünk külföldi tudósokat 
előadóasztalunknál, éspedig két világnagyságot: a párisi G aston  
ÜARBOu x t  és a göttingai F e l i x  K l e i n í , akik ekkor a M. Tud. 
Akadémia első Bolyai-jutalmának külföldi bizottsági tagjaiként 
tartózkodtak Budapesten. Akkoriban nagy divatban volt — első­
sorban éppen e két nagy matematikus vezetése alatt — a közép­
iskolai matematika-oktatás reformja, melynek főcélja volt, hogy 
bevezesse a középiskolába a függvény foga Imát és ennek grafikus 
ábrázolását, valamint az infinitezimális számítást. Ebből a témakör­
ből választották K l e in  is, D a r b o u x  is budapesti előadásuk tárgyát.
Nagy mérveket öltött a külföldi tudósok látogatása Társula­
tunkban 1927 óta, amikor az idegenforgalom Budapesten egyéb­
ként is rendkívüli mértékben fellendült. Az utolsó 14 évben alig 
múlt el év, hogy egy vagy két kiváló idegen tudós ne tisztelte volna 
meg előadásával a Társulatot. Legnagyobb részük (8) német volt, 
a többiek így oszlottak meg: 3 osztrák, 2 amerikai, 2 svájci, 1 len­
gyel, 1 cseh. Teljes névsoruk egyébként a következő: 1927-ben
Külföldi és vidéki 
előadók.
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P etter sox  H. (Wien) és E h r e n h a f t  F. (Wien), 1929-ben Sc h e e l  K. 
(Berlin), R u p p  E .  (Berlin) és B a d e m a c h e r  H. (Breslau), 1930-ban 
S o m m er feld  A. (München) (előadása «A fémek elektronelméletéről 
és az elektron természetéről» címen magyar fordításban megjelent 
Lapunk XXXVI. kötetében) és L ie t z m a n n  W. (Göttingen), 1931-ben 
S ilv erm a n  L. L. (Darmouth College, U. S. A.), 1932-ben B a r n e t t  
J. A. (Oincinatti, U. S. A.), 1935-ben B l u m e n t h a l  0. (Aachen), 
1936-ban W a v r e  R .  (Génévé), 1937-ben F i n l a y - F r e u n d l ic h  E .  
(Prága) és M a r k  H. (Wien), 1938-ban P ohl R .  W. (Göttingen) és 
Si e r p i n s k i  W. (Warszava), 1939-ben D e b y e  P. (Berlin-Dahlem) és 
végül 1940-ben d e  R ham G. (Lausanne). (Két kiváló amerikai 
tudóst, W i e n e r  J e n ő í  és N e u m a n n  J ános!, mint hazánkfiait nem 
vettük fel a névsorba.) Áz idegen tudósok előadásainak létesíté­
sében az utóbbi időkben különösen Ortvay  R u d o l f  és K e r é k - 
já r tó  B éla  tevénykedtek. A fenti fényes lista Társulatunk kül­
földi megbecsülésének bizonyítéka, különösen ha figyelembe vesz- 
szük, hogy Társulatunk sohasem volt abban az anyagi helyzetben, 
hogy külföldi, tudósokat meghívhasson és budapesti utazásuk 
költségeit megtéríthesse.
Ez az anyagi korlátozottság vidéki tagtársainkkal szemben is 
mindig fennállott és így hálásan kell megemlékezni arról, hogy — 
úgy, mint régente kolozsvári tagtársaink — újabban a szegedi egye­
tem matematikusai is (R iesz  F r ig y e s , az oly korán elhunyt H a a r  
A l f r é d , K e r é k já r t ó  B é l a , Sz . N agy Gy u l a , L ip k a  I s t v á n , 
K almár  L ászló), éppúgy, mint Gy u l a i  Z oltá n  a debreceni (ma 
már a kolozsvári) egyetem tanára, nemcsak dolgozataikkal, tagok 
gyűjtésével, a tanulóversenyek rendezésével, hanem legtöbbjük — 
költséget és fáradságot nem kímélve — előadások tartásával is 
ugyancsak kivették részüket a Társulat munkájából.
*
Az utolsó tíz évben Lapunk még szociá­
lisnak is nevezhető működést is ki tudott 
fejteni tudományos értékű doktori disszer­
tációk közlésével. F ejér Lipót doktori értekezésével kezdődőleg 
(1902), mely egy hatalmas nemzetközi matematikai diszciplina
Személyi változások 
az utolsó tíz évben.
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kiindulópontjává lett. Lapunk már a régi időkben is számos kitűnő 
doktori értekezést közölt. A 30-as években Lapunknak ez a műkö­
dése még fokozottabb jelentőséget nyert, mert a doktoranduszok 
igen magas szigorlati költségeinek tetemes redukálását jelentette.
Társulatunk fennállásának 40-ik éve új gyászt hozott a Tár­
sulatra. 1931. jan. 24-én elhúnyt a Társulat második kitűnő elnöke, 
F röhlich  I z id o r  és helyébe B ados G usztáv  választatott, aki a 
Társulatnak ekkor már 40 éven át tett megbecsülhetetlen szolgá­
lataival és a Társulatban élvezett tekintélyével elsősorban mutat­
kozott alkalmasnak arra, hogy E ötvös L or á n d  elnöki székét el­
foglalja. Már egy év múlva, R ados 70-ik születésnapja alkalmából, 
módját ejtette a Társulat, hogy új elnöke iránti tiszteletéről tanú- 
bizonyságot tegyen: az 1982. febr. 18-i ünnepi előadóülésen F e j é r  
L ip ó t , mint szerkesztő átnyújtotta az ünnepeknek Lapunk Rados- 
számát, a XXXVIII. kötet 2. füzetét. R ados  helyére alelnöknek 
K ürschák  J ózsef  választatott meg, aki alig két évig viselte e 
tisztséget; 1933. márc. 26-án meghalt, éppen mikor a Társulat 
arra kezdett készülődni, hogy 70. születésnapját egy Kürschák- 
füzettel megünnepelje. K ü r s c h á k  halálával a Társulat egyik leg­
erősebb oszlopát vesztette el, aki a Társulatban elejétől fogva min­
den téren döntő szerepet játszott. Készségéért, mellyel mások 
problémáiba is el tudott merülni, nagyon sok matematikus érzett 
és érez hálát iránta. Önzetlen munkásságának és konciliáns termé­
szetének az emléke mindmáig minduntalan érezteti azt az űrt, 
melyet távozásával Társulatunkban hátrahagyott. Az 1934. márc. 
8-i ülést a Társulat K ü r s c h á k  emlékének szentelte. R ados G usztáv 
és Szűcs A d o l f  ismertették és méltatták K ürschák  tudósi műkö­
dését. R A D osnak  a M. Tud. Akadémiában 1934. okt. 22-én tartott 
nagyszabású emlékbeszédét az Akadémia szívességéből Lapunk 
ingyen mellékleteként küldhettük szét tagjainknak; 1936-ban 
pedig Lapunk S tachó T i b o r  szép műegyetemi emlékbeszédét 
közölte KüRSCHÁKról. — K ürschák  utóda az alelnöki székben 
1933-ban F e j é r  L ipót  lett, aki húszéves matematikus-titkári és 
szerkesztői buzgó működésével rendkívüli hálára kötelezte Tár­
sulatunkat. F e j é r  utódául K ö n ig  D é n e s  választatott meg, aki
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két kiváló eló'dének nyomdokaiban és a Társulat számos tagjának 
önzetlen segítségével igyekszik feladatának megfelelni.
Az utolsó nagy gyász 1940. jan. 10-én érte Társulatunkat , Tangl 
Károly alelnök halálával. Tangl Károly, elbájoló és igazi tudósi 
egyéniségével, egészen különleges szerepet töltött be a Társulat­
ban, mely bizonyos tekintetben E ötvös szerepéhez hasonlított. 
Csaknem húszéves alelnöki működése alatt szorgalmasan eljárt az 
ülésekre és figyelt az előadásra, még akkor is, ha ez az ő szűkebb 
érdeklődési körétől távol fekvő területeken mozgott. Örült és mo­
solygott, ha az «elvont matematikus» oly szavakat talált, amelyekkel 
legalább a probléma lényegét neki — a fizikusnak — is világossá 
tette. Ilyenkor aztán — a hivatalos ülés berekesztése után —■ nem 
fukarkodott az elismeréssel. Az a tisztelet és szeretet, melyet a 
matematikusok is éreztek TanglEI szemben, nagyon növelte az 
ilyen elismerés buzdító hatását. Az 1940. május 25-én tartott ülését 
a Társulat Tangl Károly emlékének szentelte. Ortvay Kudolf 
itt tartott kitűnő emlékbeszéde Lapunkban is megjelent. Az ugyan­
ezen a napon tartott utolsó (XLY.) közgyűlésen Tangl helyére 
fizikus-alelnöknek P ogány Béla választatott meg, aki Mikola 
SÁNDORnak 1924-ben bekövetkezett lemondása óta, tehát teljes 
16 éven át viselte vállán a Társulat ügyvezetésének a terhét, ami­
ben H offmann E rnő, majd később Schmid R ezső voltak segít­
ségére. P ogány utóda, mint ügyvezető fizikus-titkár és szerkesztő 
Ortvay Rudolf lett. Ortvay már eddigi rövid titkári működése 
alatt, is bebizonyította, hogy szívén viseli Társulatunk fellendítésé­
nek az ügyét, szellemi és anyagi téren egyaránt.
Végül még egy igen örvendetes eseményről kell jelentést ten­
nünk. Néhány nappal ezelőtt Klug Lipót a kolozsvári egyete­
men az ábrázoló geometria volt kitűnő tanára, aki már Társula­
tunk alapításában is részt vett, 5000 pengőt adományozott a 
Társulatnak egy tudományos alapítvány létesítése céljából. Fel­
emelő érzést keltett mindannyiunkban látni azt a tudósi idealiz­
musból fakadó örömet, mellyel a 87 éves tudós — mindkét gyer­
mekét fiatal korukban elveszítvén — puritán életében összegyűj­
tött pénzét nekünk átadta, hogy ezzel még a jövőben is, majdan
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még halála után is, elősegítse hazánkban azon tudományágak 
haladását, melyeket ő tehetséggel és sikerrel művelt s melyek 
neki 70 éven keresztül annyi nemes örömet szereztek.
*
A Társulat itt vázolt 50-óves története 
képet óhajtott adni arról a működésről, me­
lyet a Társulat a magyar nemzeti kultúra 
érdekében kifejtett. Hátra van, hogy külön szóljunk a külföldi 
vonatkozásokról, amelyekről eddig csak idegen előadóinkkal kap­
csolatban esett szó. A Társulat minden működését természetesen 
magyarul fejti ki, ami e működés hazánk területén kívül fekvő 
területekre való kihatását nagyon megnehezíti. Tekintettel a mate­
matika és a fizika olyannyira nemzetközi jellegére, gyakran fel­
vetődött már a kérdés, hogy hasznos és eredményes-e az eredeti 
tudományos dolgozatok magyarnyelvű publikálása. E kérdésre 
kétségtelenül igennel kell felelnünk. Szükség van a magyar publi­
kációkra először is a magyar műnyelv szempontjából, melynek 
igényeit az élőszó önmagában nem tudja kielégíteni. A középiskolai 
és főiskolai oktatás is nagyon megsínylené, ha a műnyelv fejlő­
désének, melynek a tudomány fejlődésével párhuzamosan kell 
haladni, nem sietne segítségére a nyomtatott szó is. Az persze tagad­
hatatlan, hogy a magyar nyelvű közlések jóval nehezebben talál­
ják meg az utat a külföld tudományos körei felé, mint a nagy világ­
nyelveken megjelent dolgozatok. Éppen ezért nemcsak nem ki­
fogásolható, hanem egyenesen kívánatos, hogy a magyar tudósok 
idegen nyelven is publikáljanak. De a magyar publikáció mellett 
szól még a nyelvi nehézségek, a fordítás nehézségeinek kiküszöbö­
lése is, ami különösen az ifjabb nemzedéknél nagyon is figyelembe 
veendő. Kívánatos továbbá az is, hogy a fiatal magyar tudósok 
magyar fórum előtt arathassák első tudományos sikereiket, ami 
hiszen érvényesülésüket nagyon megkönnyíti. Az a mondás, hogy 
«nemo propheta in patria sua» a mi tudományainkat illetően ma 
már hazánkban anakronizmussá vált, amiben Társulatunk nem 
csekély érdemet vindikálhat magának.
Külföldi
vonatkozások.
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De nem is kell gondolni, hogy az érdemes magyarnyelvű mun­
kák a külföld tudósai eló'tt okvetlenül ismeretlenek maradnának, 
amiben fontos szerep ju t a külföldön élő nagyszámú magyar mate­
matikusnak és fizikusnak. De ettől függetlenül is példaképpen 
megemlíthetjük MuiRnak a determináns-elmélet történetéről írt 
ötkötetes angol munkáját (1906—1930), mely teljességgel feldol­
gozta a csupán magyar nyelven megjelent munkákat is. Továbbá a 
nemzetközi tudományos világban már régóta léteznek olyan soro­
zatos kiadványok, — mint pl. a nagy német és francia matematikai 
enciklopédia, vagy a Fortschritte der Mathematik — melyek minden 
nyelvű publikációt igyekeznek figyelembe venni és ezek lényeges 
tartalmának elterjedését elősegítik. A magyar cikkek külföldre 
való elhatolását újabban nagyban elősegíti az a körülmény, hogy 
1923 óta Lapunk — úgy mint sok más magyar tudományos folyó­
irat — cikkeit a szerzőktől származó idegen nyelvű kivonatokkal 
egészíti ki. Minthogy Lapunk a külföld számos nagy tudományos 
centrumában — sok helyütt csere- vagy ajándékképpen — meg­
található s a dolgozatok különlenyomatok formájában is eljutnak 
a külföldre is, e kivonatok — legalább bizonyos fokig — bizonyára 
elérik céljukat. Figyelemreméltó továbbá, hogy a Zentralblatt für 
Mathematik, ez az 1931 óta megjelenő és nagy gyorsaságra és teljes­
ségre törekvő nemzetközi referáló folyóirat (bár sok magyar munka­
társa van) Lapunk cikkeinek referátumaképpen igen sokszor 
{«Autoreferat» megjelöléssel) magukat e kivonatokat nyomatta le, 
amelyek ily módon valósággal nemzetközi publicitást nyertek.
Kis nemzet nyelvén elhangzó élőbeszéd természetesen még nehe­
zebben hatol keresztül az ország határain, mint a nyomtatott szö­
veg. De hogy ez sem reménytelen, arra érdekes példát említhetünk 
Társulatunk első éveinek történetéből.
G eo r g  CANTORnak, am id ő n  a m ú lt század  h e tv e n e s  éveiben a 
h a lm az e lm é le te t m e g te re m te tte , egy ik  legszenzációsabb  eredm énye, 
m ely  m eg d ö n ten i lá ts z o t t  a dim enzió fo g alm át, a m in t a z t add ig  
(a fo ly tonosság  figyelem bevétele  n é lk ü l)  é rte lm ezn i sz o k ták , az 
v o lt ,  h o g y  az  egy- és többd im enziós k o n tin u u m o k  e g y e n lő  szám os- 
sá g ú ak . E té te lre  K ö n ig  G yula  egy a C ANTORénál jó v a l  egyszerűbb
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bizonyítást talált és e bizonyítást előadta Társulatunk 1893. nov. 
15-én tartott ülésén «Az egy- és többméretű sokaságok kölcsönösen 
egyértelmű vonatkoztatása» címen. K önig  Gy u l a  e bizonyítást 
sem magyarul, sem más nyelven sohasem publikálta és mégis bele­
került a halmazelmélet nemzetközi irodalmába. Először S choen- 
f l ie s  nagy halmazelméleti referátumába (1900, 1913), majd F é l ix  
K l e in  «Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus» 
(1908, 1911, 1924) c. művébe ju to tt bele és ezeken az utakon 
keresztül belekerült a halmazelmélet újabb tankönyveibe is, éspedig 
mindenütt a szerző nevének felemlítésével.
*
Történeti áttekintésünk hiányos volna, ha 
a Társulat érdemei mellett nem szólnánk azok­
ról a hiányokról is, melyek a Társulat múltjá­
ban feltalálhatok. Elsősorban alapszabályainknak arra a két pont­
jára gondolunk, melyek a Társulat céljait szolgáló eszközök közé 
sorozzák egyrészt időhöz nem kötött kiadványok megjelentetését, 
másrészt könyvtár létesítését.
Ami az elsőt illeti, Lapunk VI. kötetében megjelent fordítások­
ról és az Eötvös-füzetről már fentebb szólottunk. Ezeken kívül 
mindmáig csak két önálló kiadványt bocsátott közzé Társulatunk. 
Az első volt (1905-ben) Ze m p l é n  G yőző fordításában CuRiEné 
«Radioaktiv anyagokra vonatkozó vizsgálatok» c. munkája, mely 
Lapunk XIII. és XIV. kötetében öt folytatásban jelent meg. A 
másik volt (1907-ben) E r m én y i L a jo s  «Petzval József élete és 
érdemei» c. 41/2 íves értekezése, melyet a M. Tud. Akadémia külön 
anyagi segítsége folytán Lapunk ingyen mellékleteként küldhettünk 
meg tagjainknak. — Jól megválasztott különkiadványok közre­
bocsátásával a jövőben bizonyára nagyban elő lehetne segíteni 
Társulatunk céljait.
A társulati könyvtár létesítése rendkívül nehéz probléma. Tekin­
tettel a Társulat anyagi helyzetére, ez még szóba sem kerülhetett 
mindaddig, amíg a világháborút követő években az egész világon 
nagyobb mérveket nem öltött a cserefolyóiratok és ajándékkönyvek
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divatja. Lapunk 25 tudományos folyóirattal van csereviszonyban. 
Ezek persze nem a legfontosabb matematikai és fizikai lapok, bár 
köztük foglal helyet — hogy csak egyet említsünk — a lengyelek 
igen nagy értékű nemzetközi folyóiratának, a Fundamenta Mathe- 
maticaenak teljes sorozata. Ajándékkönyvekkel is rendelkezik Tár­
sulatunk. E tekintetben elsősorban az American Mathematical 
Societyról kell hálával megemlékeznünk. Ez a hatalmas társulat — 
mely félszázados jubileumával csak három évvel eló'zte meg Tár­
sulatunkat — újabban rendszeresen megküldi nekünk (minden 
kérés nélkül) nagyértékű könyvkiadványait. Ezek a folyóiratok és 
könyvek — kelló'en kiegészítve — már alapját és kiindulópontját 
képezhetnék egy társulati könyvtárnak. Azonban a hiányok pót­
lása — nem is szólva arról, hogy ez a világ mai állapotában szinte 
teljesen lehetetlen — és a könyvtár kezelése nagyon nagy munkát 
kíván, a könyvek hozzáférhetővé tétele tagjaink számára pedig 
csak erre szolgáló külön helyiségben volna lehetséges. Ily módon 
igazán használható társulati könyvtárról majd csak akkor lehet 
szó, amikor a Társulat oly helyzetbe fog jutni, hogy társulati 
helyiségről és fizetett könyvtárosról fog gondoskodhatni.
Meg kell még említem’, hogy nem valósult meg eddig továbbá 
a König Gyula-alapítvány második rendelkezése, melynek az volt 
a célja, hogy a magyar matematikusok bármily nyelven megjelent 
tudományos értékű munkássága négyéves ciklusokban ismertet- 
tessék. Egy ily intézmény bizonyára hozzájárulna a magyar mate­
matika hírnevének öregbítéséhez.
Sokan bizonyára azt is sajnálják, hogy a kitűzött és megoldott 
feladatok rovata, mely régente fontos és hasznos szerepet töltött 
be Lapunkban, fokozatosan teljesen abbamaradt.
Ezek a hiányok bizonyára eltörpülnek a Társulat érdemei mellett 
és annyiban talán még előnyösek is. hogy programmot adnalj a 
jövőre.
*
Bizalommal tekintünk Társulatunk jövője elé. A magyar mate­
matikusok és fizikusok a jövőben is bizonyára éppoly tehetséggel 
és idealizmussal fogják szolgálni Társulatunk céljait, amint azt
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eddig tették. Társulatunk és a magyar kultúra fejlődését csak oly 
események tudják megzavarni, amelyekre a tudósok az egész vilá­
gon — sajnos — úgyszólván semmi befolyást sem tudnak gyako­
rolni. Ezért Társulatunk első 50 évének ezen áttekintését annak a 
reménynek kifejezésével akarjuk berekeszteni, melynek Társula­
tunk életének 25-ik évében, az első háborús közgyűlésen E ötvös 
L o r á n d  adott kifejezést a következő szavakkal: «Reméljük, hogy 
azok a nemzetek, melyek most egymás ellen küzdenek, megint váll­
vetve fognak a kultúra épületén dolgozni».
König Dénes.
LES PREMIERES CINQUANTE ANNÉES 
DE LA SOCIETÉ DE MATHÉMATIQUES 
ET DE PHYSIQUE DE BUDAPEST.
La Société de Mathématiques et de Physique de Budapest fut fondée 
il y a un demi-siécle, en 1891, par le physicien baron R oland E ötvös 
et par le mathématicien J ules K önig . Son président actuel est Gustave 
R ados et ses vice-presidents: L eopold  F e jér  et B éla P ogány. Elle 
tient annuellement 9 ä 12 séances et publie un recueil intitule «Matema­
tikai és Fizikai Lapok» oú les auteurs font connaitre sóit leurs recherches 
personnelles, sóit l’état actuel des recherches relatives á un groupe de 
problémes determine. Les articles et mémoires, rédigés en hongrois, 
sont suivis depuis vingt ans environ d’un resume fram;ais, allemand 
ou anglais. Ce recueil était dirigé, par ordre chronologique, pour les 
mathématiques par G. R ados, L. F e jé r , D. K ö n ig ; pour la physique 
par G. Bartoniek , R . K övesligethy, Gy . Zem plén , A. Mikola, B. 
P ogány, R. Ortvay.
Depuis 1894, la Société organise chaque année un concours de mathé­
matiques pour les jeunes gens ayant passé le baccalauréat dans l’année 
mérne. Beaucoup de mathématiciens, qui devaient acquérir une belle 
réputation plus tárd, y ont récolté leur premier succés ; tels étaient entre 
autres Gy. Zem plén  (1896), L. F e jé r  (1897), T. K ármán (1898), A. H aar 
(1903), M. Rí esz (1904), F. L ukács (1909), G. Szegő (1912), T. R adó 
(1913), L. R édei (1918), L. K almár (1922). Les problémes proposés 
aux 32 premiers concours ont été publiés avec des solutions et des notes 
sous forme de livre en 1929 par J. K ürschák. Depuis 1916, la Société
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ouvre tous les ans un concours pareil pour la physique, grace á  urie 
fondation fa ite  par I. K ároly.
En 1922, la Société a institué un prix biennal dit «prix Jules König», 
destine á récompenser les mathématiciens hongrois, autres que les 
professeurs d’université, qui se sont distingués par leurs travaux originaux 
dans le domaine des mathématiques pures. Les rapports analysant en 
détail les titres scientifiques des lauréats sont réguliérement insérés 
dans le journal de la Société. Voici la liste des lauréats: M. Bauer (1922), 
G. Szegő (1924), J. de Sz. Nagy (1926), Ch. Jordan (1928), 0. Szász 
(1930), E. Egerváry (1932), P. Veress (1934), L. Kalmár (1936), 
St. Lipka (1938), L. Bédei (1940).
Un grand nombre d’éminents savants étrangers ont fait des con­
ferences aux séances de la Société; nous citerons parmi eux: G. Darboux 
(Paris), F. Klein (Gottingen), P. Debye (Berlin-Dahlem), W. Sier- 
pinski (Warszawa), A. Sommerfeld (München).
Dénes König.
Matematikai és Fizikai Lapok. XLV1I1. 3
JELENTÉS
a  T á rs u la t  ju b ile u m a  a lk a lm á b ó l 
befolyt ad o m án y o k ró l.*
Társulatunk alapításának 50-éves jubileuma alkalmából gazda­
sági életünk vezető vállalataihoz fordultunk avval a kéréssel, hogy 
támogatásukkal tegyék lehetővé, hogy Társulatunk nagy alapítója 
által kitűzött céljának : a matematika és fizika ápolásának eleget 
tehessen.
Kérésünk nem talált süket fülekre, amennyiben több vállalat 
átérezve a tudományok támogatásának fontosságát, jelentékeny 
adománnyal sietett segítségünkre.
Az eddig beérkezett adományok a következők :
1. Ganz és Társa Villamossági, Gép-, Vagon- és Hajó- pengő
gyár K.-T.........................................................................  1000.—
2 . Magyar kir. Állami Vas-, Acél- és Gépgyárak.......... 500.—
3. Bimamurány-Salgótarjáni Vasmű E.-T.......................  1000.—
4. Gamma, Finommechanikai gépek és készülékek gyára 100 .—
5. Danuvia Ipari és Kereskedelmi B.-T.......................... 300.—
6 . Magyar Acélárugyár B.-T.............................................  200.—
7. Péti Nitrogén Műtrágyagyár ..................................... 500.—
8 . Láng Lajos Gépgyár B.-T............................................  200.—
9. Magyar Pamutipar B.-T................................................ 500.—
10. Magyar Brown Boveri Művek, Villamossági B.-T. . 100.—
11. Salgótarjáni Kőszénbánya B.-T...................................  500.—
12. Weiss Manfréd Acél- és Fémművei B.-T...................  200.—
* Titkári bejelentés a Társulat 1941. január 30-án tartott jubiláris 
ülésén.
13. Trust, Részvénytársaság Villamos és Közlekedési
Vállalatok számára ......................................................  200.—
Iá. Széchenyi Tudományos Társaság.................................  2000.—
15. Takarékpénztárak és Bankok Egyesülete.................. 1000.—
16. Egyesült Izzólámpa és Villamossági R.-T..................  500.—
17. Franklin-Társulat Magyar Irodalmi'Intézet és Nyomda 500.—
18. Goldberger Sám. F. és Fiai R.-T............................... 200-—
Az eddig befolyt adományok összege 9500.— P.
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Fogadják a mai nehéz időkben fontos közcélért hozott áldozat- 
készségükért hálás köszönetünket és ígéretünket, hogy igyekezni 
fogunk adományukat a hazai tudományosság emelésére legjobb 
tudásunk szerint gyümölcsöztetni.
Fenti kimutatásban nem tétetett említés egyik tagtársunk 
nagylelkű alapítványáról, mely más kategóriába tartozik és mely­
ről megfelelő módon közlés fog történni.
Ortvay Rudolf.
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KLUG LIPÓT ALAPÍTVÁNYA.
Klug Lipót, a kolozsvári egyetem nyugalmazott tanára, aki 
alapítása óta tagja a Társulatunknak, 5000 pengőt adományozott 
a Társulatnak oly alapítvány létesítése céljából, melynek fela­
data, — az alapítványtevő szavai szerint — hogy «hazánkban a 
geometria sikeresebb művelésére és terjesztésére szolgáljon». 
Klug Lipót kisérő iratában ehhez a következőket fűzi hozzá: 
«alapítványom célja, hogy a Társulat annak kamataiból két­
évenként a tiszta geometria terén végzett vizsgálatokat kifejtő 
fiatalabb magyar kutatókat jutalmazza meg, különösen azokat, 
akik a tőlem járt utakon kutatnak».
A választmány az alapítvány ügyében egy bizottságot küldött 
ki, melynek tagjai voltak Fejűk Lipót elnöklete alatt Egekváky 
Jenő, Iverékjábtó Béla és König D énes. E bizottság javaslatára 
a Választmány 1941. febr. 27-én tartott ülésén a következőkben 
állapodott meg.
1. Hálásán elfogadja az alapítványt a nagylelkű adományozó 
által előírt és fentebb idézett célra.
2. A Választmány e cél elérését megkönnyítendő az első két 
év kamataiból adódó első Klug Lipót jutalommal egy a Klug 
Lipót tudományos működését ismertető és méltató jelentés szerző­
jét fogja kitüntetni.
3. A Választmány kétévenként esetről esetre fog dönteni a felől, 
hogy a további kétéves ciklusokban befolyó kamatok miképpen 
fordíttassanak a fentebb említett célra, illetőleg, hogy kit tün­
tessen ki a későbbi Klug Lipót jutalmakkal.
4. A jutalmak odaítéléséről, részletes indokolással, egy-egy 
előadóülésen fog jelentés tétetni.
TÖBBMÉRETŰ TEREK EGYSZERES BEFEDÉSE 
KOCKARÁCCSAL.
1. §. Bevezetés.
A múlt század végén jelent meg Minkowski Geometrie der 
Zahlen c. munkája, melyben egy érdekes és azóta sokakat fog­
lalkoztató kérdést vetett fel a következő tételével kapcsolatban:
Ha a valós együtthatós
A anXi * ■- G — 1 > • • ■ > a)
homogén elsőfokú alakok determinánsa 1, akkor megadhatók 
0 ,..., 0-tól különböző x u . . x„ egész számok úgy, hogy ezekkel 
képezve
IA i .sá 1 ,,.., | f » |^  i.
Ha az egyenlőségi jeleket elhagyjuk, akkor a tétel általában 
már nem helyes. Ezt könnyen beláthatjuk a következő példa 
esetében:
A =  x v
A =  a21x 1 -f-
! ( 1 )
A» — H-------- b ® n,n—1^'n— 1 +  X n.
Hasonló egyszerűen belátható, hogy a tétel azon alakok rend­
szerére sem helyes, amelyek az (1) alakokból egy unimoduláris, 
homogén elsőfokú, egészegyütthatós átalakítás alkalmazásával 
nyerhetők. Mindezen esetekben az egyik alak valamennyi együtt­
hatója egészszám.
Minkowski azt a kérdést vetette fel, hogy van-e a megadott 
eseteken kívül más ily kivételes eset is. Bebizonyította, hogy 
n = 2 , 3 esetben nincs. Azt a sejtését azonban, hogy ez minden
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n-re helyes, nem sikerült igazolnia [8, 9].1 Sejtését a következő- 
képen fogalmazhatjuk: 2 3
1. Fogalmazás. Ha a valós együtthatós
—  ai\CC\ • • • —(— ajnOCn {i — -1 ,  • . . ,  7l)
homogén elsőfokú alakok determinánsa 1 és egyik alaknak sem 
valamenyi együtthatója egész, akkor megadhatók 0 , . . . , 0 -tói 
különböző x v ... x n egészszámok úgy, hogy ezekkel képezve
|£ i l<  1...... | f » |<  1.
Fentebb idézett tételét M inkowski geometriai úton bizonyította 
és sejtésének is adott geometriai fogalmazást. E fogalmazásban 
válik a probléma legszemléletesebbé és legérdekesebbé. M inkowski 
sejtése e szerint:
2. Fogalmazás. Ha az n-méretű euclidesi térben párhuza­
mosan elhelyezkedő, egymást nem fedő, egybevágó kockák az 
egész teret betöltik és középpontjaik pontrácsot alkotnak,s akkor 
van e kockák között kettő, melynek egy-egy oldallapja4 teljes 
egészében közös.
A sejtésnek más fogalmazást adott még többek között 
L. J. M o bdell  [10], jelen dolgozat írója [2] és egy különleges 
esetre D . D erry [1].
A sejtést H. J ansen ;3] az n 6 esetre, Th . Schmidt [14] az 
n ig 7 esetre, 0. H. K e l l e r  [5] az n ^  8 esetre igazolta, dolgo­
zataikat illetően azonban v. ö. 0. P erron  [12] megjegyzéseit. 
Ugyancsak 0. P erron [13] világos és áttekinthető bizonyítást 
adott az n <s 9 esetre. Minden n-re vonatkozó hiányos bizo­
nyítást adtak, illetve új bizonyítási lehetőségekre mutattak rá 
B. L evi [7], S. L. van Oss [11] és C. L. S iegel  [15].5 A sejtést
1 A szögletes zárójelben álló számok a dolgozat végén álló irodalmi 
összefoglalásra vonatkoznak.
2 Bár e fogalmazás a teljes sejtésnél kevesebbet mond, helyessége esetén 
a teljes sejtés helyessége egyszerűen következik.
3 Az így elhelyekezdő kockák összességét k o c k a rá c sn a k  nevezzük.
4 Oldallap : az n-méretű kockát határoló (n —l)-méretű kocka.
5 Idézett dolgozatának csak egy lábjegyzete vonatkozik a MiNKOWSKi-féle 
sejtésre.
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minden »-re eddig senki sem bizonyította be. A kérdés állásá­
ról összefoglaló képet adott J. F. Koksma [6] és L. J. Mordell [10].
A sejtést lényegesen általánositotta 0 . H. Keller [4], hogy 
igazolását ily módon tegye lehetővé. Általánosított sejtésének 
helyességét az » <; 6 esetre mutatta ki [5]. Dolgozatát illetőleg 
azonban v. ö. 0. Perron megjegyzését, aki ez általánosított sej­
tés helyességét ugyancsak az » <s 6 esetben szabatos és áttekint­
hető módon igazolta [12], Én is általánosítottam más irányban 
a sejtést, általánosításomról azonban kimutattam, hogy az csak 
az n ^  3 esetben helyes [2].
A je le n  d o lg o z a tb a n  a  MiNKOwsxi-féle sejtés h e ly essé g é t 
m in d e n  »-re ig azo lju k . A b izo n y ítá s t a  se jté sn ek  á l ta la m  ad o tt 
c so p o rta lg e b ra i fog a lm azása  seg ítségével végezzük .
2. §. Csoportalgebrai fogalmazás.
Valamely véges © csoport elemei legyenek A v . A r; a csoport 
egységelemét 1 -el jelöljük. A @ csoporthoz tartozó csoportalgebra6
vagy csoportgijűrü oly gyűrű, melynek elemei az ------\-arAr
kifejezések, ahol at, . . . , a r tetszőleges egészszámok.^ E gyűrű
m ű v e le te it az atA t -\------ \- arA r k ife jezések re  úgy é rte lm e zz ü k ,
mint közönségesen a polinomokra: a csoportelemeket az egész­
számokkal felcserélhetőknek tekintjük, a csoportelemek szorzá­
sánál pedig a csoport műveleti szabályai az irányadók. A csoport­
algebra két eleme akkor és csakis akkor egyenlő, ha az ezeknél 
szereplő a1......ar koordináták páronként egyenlők.
A következőkben a © csoport mindig Abel-féle és így a csoport­
algebra kommutatív gyűrű lesz. A © csoport valamely A  elemét 
és a csoportalgebra l .A  elemét azonosnak tekintjük s így a 
csoportalgebrát a csoport bővítéseként fogjuk fel. Beszélhetünk 
tehát a csoportalgebrában pl. két csoportelem szorzata mellett 
azok összegéről és különbségéről is. A következőkben © elemei- *7
H V. ö. pl. B. L. van der W a e r d e n  : Moderne Algebra I. (1937), 49; 
M. Deuring: Algebren. Erg. der Math. IV. 1. (1935), 2.
7 Alapgyűrűnek tehát az egészszámok gyűrűjét választottuk.
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vei mindig a ©-liez tartozó esoportalgebrában számolunk a nélkül, 
hogy ezt mindúntalan hangsúlyoznék.
A csoportelemekkel való számolási módunkról másképen is 
számot adhattunk volna. Ha a véges, Abel-féle © csoport típusa 
( íj ,..., ís) és a megfelelő alkotó elemek Ev . . ., Es, akkor az egész­
számok / ’ gyűrűjéből megalkotjuk a r[E v ... ,  Es] polinomgyűrűt, 
e polinomgyűrűben a
0 =  (£Í‘- 1 .... El1- 1)
polinomideált s az ehhez tartozó maradékosztályok P[EV. . .,A'sJ;g 
gyűrűjét. A maradékosztályok e gyűrűje izomorí a fent jellem­
zett csoportalgebrával. A csoportelemekkel való számolási módun­
kat tehát úgy is jellemezhetjük, hogy helyettük a megfelelő 
maradékosztályokkal számolunk a r [ Ev E s]/q gyűrűben.
Röviden tehát számolási módunkat úgy is jellemezhetjük, 
hogy a csoportelemeket az EV. . . , E S alkotóelemekkel fejezzük 
ki és velük formálisan számolunk a csoportot definiáló
E['=  1 ,..., El’= 1 
egyenletek figyelembevételével.
Néhány elnevezést és jelölést vezetünk be a csoportalgebra oly 
elemeire, amelyek vizsgálatainkban nagy szerepet fognak játszani.
A © csoport valamely §  alcsoportja valamennyi elemének 
összegét 2’[§]-val jelöljük. Tehát bármely fi-ra
A [014=0. (“2)
Ha A  eleme a alcsoportnak, akkor
A. 2’[fi] =  2  [fi]. (3)
A © csoport valamely A  elemével képezett
S  =  1 +  A +  A2+ • • • +  Am_1 (m>  1) (4)
összeget ®-hez tartozó sornak nevezzük. Ha A,n=  1, akkor e 
sort ciklikusnak nevezzük, ellenkező esetben nem-ciklikusnak 
mondjuk. Ha a (4) alatti S  ciklikus, akkor nyilván
S ( A - l )  =  0.
Ha m  törzsszám, akkor a sort íörzssornak nevezzük.
(5 )
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A © csoport valamely az egységtől különböző A elemével 
képezett
ü  =  A -  1 (6)
kifejezést @-hez tartozó különbségnek nevezzük. Ha a (4) alatti 
S  sor nem-ciklikus, akkor Am — 1 különbséget S-hez rendelt 
különbségnek mondjuk.
Egy korábbi dolgozatomban [2] bebizonyítottam, hogy az n- 
méretű térre vonatkozó MiNKOwsKi-féle sejtés egyenértékű a 
következő állítással:
3. Fogalmazás. Ha a véges, Abel-féle © csoportra és a hozzá 
tartozó Sv S2,. . . ,  Sn sorokra nézve
.S„ — 2’[@],
akkor az S„ S3, .. . ,  S„ sorok valamelyike ciklikus.
A sejtést ebben az alakjában fogjuk igazolni. A bizonyítást 
kizárólag csoportalgebrai úton végezzük.
3. 8. Csoportalgebrai segédtételek.
Tekintsük a csoportalgebra valamely B =  aíA í -\----- 1- arA
elemét. A © csoport azon A, elemeit, amelyekre a hozzájuk 
tartozó koordináta a»4= 0, B összetevőinek nevezzük. A csoport­
algebrának valamely zérustól különböző B eleméhez rendeljük 
a © csoportnak ama ÍQ(7J)-vel jelölt alcsoportját, amely B  vala­
mennyi összetevőjét tartalmazza s amelynek nincs e tulajdon­
sággal biró valódi alcsoportja. Vagyis röviden: jelentse !q (B) 
©-nek a B  összetevői által képezett alcsoportját. E definícióból 
közvetlenül következik pl. az, hogy a (4), illetve (6) alatti esoport- 
algebraelemekre:
$(S) =  S(A), (7)
<0(D) =  £ (A ). (8)
A zérustól különböző Bv . .., Bk elemekhez rendelt ^ (B ^ ,. . . ,  
fe(Bic) alcsoportok szorzatát !q(Bv . .., 74)-val jelöljük, azaz:
& (Bu . .., Bk) ~= <0 (Bt) . .. & (Bk). (9)
4 “2
Vagyis Bk) jelentse @-nek a B v ... ,  B k összetevői által
képezett alcsoportját. Megjegyezzük, hogy B k) és
S)(Bt — Bk) élesen megkülönböztetendő (az utóbbi a B x. . -Bk 
szorzat összetevői által képeztetik).
Valamely véges csoport rendszámát r [$]-val jelöljük. Egy­
szerűbb jelölés kedvéért legyen
r[${B v ... ,  B k)] =  r(B lt. . . ,  Bk). (10)
A @ csoport valamely A  elemére vonatkozólag tehát r(A) az A 
csoportelem rendszámát jelenti.
Egy m >  1 pozitív egészszám (egymástól nem feltétlenül kü­
lönböző) törzstényezőinek számát d(m)-e 1 jelöljük; legyen továbbá 
d(l) =  0. Tehát pl. valamely p  törzsszámra
d(p)=  1. (11)
Nem szorul bizonyításra, hogy tetszőleges m, n pozitív egész- 
számokra
d (mri) =  d(m) +  d (n ). (12)
Egyszerűbb jelölés kedvéért legyen
d(r[£ ]) =  rt(£) és d[r(Bv ..., B k)] — d(Bv ...,  B k)
Az így értelmezett d(Bv ... ,  Bk) függvény fogja a következőkben 
a legnagyobb szerepet játszani. Segédtételeink is javarészt e függ­
vényre vonatkoznak.
1. Tétel. A csoportalgebra zérustól különböző B l t . . . ,  B k ele­
meire nézve
d (Bv . .., B k) íg d (Bj) -j- • • • +  d (Bk).
Ugyanis (9) alapján az alcsoportok rendszámaira nézve 
r(Bv . .., B k).c = r(B j) . . .r(Bk), 
ahol c pozitív egészszám. (12) alkalmazásával tehát 
d (Bt, ..., Bk) -j- d(c) — d (Bt) -}------\- d (Bk).
Minthogy d (c) ^  0, állításunkat ezzel igazoltuk.
2. Tétel. A csoportalgebra oly zérustól különböző B v . .., B k 
elemeire, amelyekre B t . . .B k 4= 0,
d ( B B k) ^ d ( B 1. . . Bk).
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Mivel B 1...B k összetevői Bv . . . ,B k összetevőiből szorzással 
keletkeznek, !q (Blt. .., B k) tartalmazza B 1. . .Bk valamennyi össze­
tevőjét s így (B1. . .B k) alcsoportja £> (Bv ..., ß fc)-nak. Rend­
számaikra tehát:
r{Bv . . ., Bk) =  r{Bí . . .B k).c, 
ahol c pozitív egészszám. (12) szerint ebből
d (Bt ......B k) =  d (./?!• , .B k) +  d (c).
Mivel d (c) ^  0, állításunkat igazoltuk.
3. Tétel. Ha B v . . . ,B k és Cv ...,C i a csoportalgebra zérus­
tól különböző elemei és B 1...B k =t= 0 , akkor
d (B1... B k, Cv ..., Ci) — d(B t ... Bk) ^  d (Bv ..., Bk, Cv • ■ •, Cj) — 
- d ( B v . . . ,B k).
Tételünket a következő csoportelméleti segédtétel alkalmazá­
sával igazoljuk:
Ha .öj, $ 3 egy véges, Abel-féle © csoport alcsoportjai 
és .£>! alcsoportja Si^-nek és fe3-nak is, akkor a ^ ^ 3/^3 osztó­
csoport rendszáma osztója a osztócsoport rendszámának.
Segédtételünk igazolására gondoljuk meg a következőket: 
^j-nek § 2-ben foglalt mellékcsoportjait £)3-al szorozva £)s-nak 
mellékcsoportjait nyerjük és az így nyert mellékcsoportok ki­
merítik ^ 2^ 3/^ 8 osztócsoportot. A mellékcsoportok ily hozzá­
rendelése a osztócsoportnak a osztócsoportra való
homomorf leképzését szolgáltatja. Ennek pedig következménye, 
hogy az utóbbi rendszáma osztója az előbbiének.
Tételünk esetében legyen
£ , =  £ (5 ! ... B k),
&S= & (B 1 ... B k, Cv ... ,  Ci\
$ s =  ,B k).
(9) és 2. tétel bizonyítása szerint £>1 valóban alcsoportja ,ö2-nek 
és lQg-nak is. A segédtételünk szerint tehát
rí.öa/4) =  c.r(§2<Q3/£ 8),
ahol a c pozitív egészszám, Egyenletünkből következőleg 
r (§ a) r(&3) =  c.r(&j) r(&t&3).
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Minthogy d (c )^ 0 , (12) következtében
d (£a) +  d ($8) ^  d ($j) +  d (&8&8). (13)
(9) és a 2. té te l b iz o n y ítá sá b a n  szerep lők  s z e r in t  
© * 6 a= 6 (5 1I. . . ,5 jh Cv .. . ,C t).
Ezt és a csoportok jelentését (13)-ba beírva éppen tételünk 
állítását kapjuk.
4. Tétel. Ha 91 tetszőleges alcsoportja ®-nek, akkor
f r ( m i )  =  91.
Ugyanis 2' [91] összetevői éppen 91 elemei. Mivel ezeket 91 tar­
talmazza és viszont valódi alcsoportja valamennyit nem tartal­
mazhatja, állításunk helyes.
5. Tétel. Ha B  =t 0, Cv C2 a csoportalgebra elemei és !q (fí) 
tartalmazza Ct valamennyi összetevőjét, viszont nem tartal­
mazza  C3 egyetlen összetevőjét sem, továbbá
BCt +  fíC % =  0,
akkor
BCt =  0.
Feltételeinkből következik, hogy ÍQ(B) tartalmazza BCt vala­
mennyi összetevőjét. Viszont nem tartalmazza BC% egyetlen 
összetevőjét sem, mivel ezek egy ^(ß)-be tartozó és egy nem 
!q (B)-be tartozó csoportelem összeszorzásával keletkeznek. Mint­
hogy azonban (BCt +  BCj)-nek nincs összetevője s így nincs 
$S(B)~be tartozó összetevője sem, fíC^nők sem lehet összetevője, 
azaz BCt = 0.
6. Tétel. Ha a csoport algebra zémstól különböző Bv . .., Bk 
elemeire és S  törzssorára nézve
B t . . .B kS  =  0
és
B t .. .B k=t= 0,
akkor
d( Bv Bk, S) =  d(Bv . . . , Bk).
Állításunkat először a k =  1 esetre igazoljuk. Legyen tehát 
B S  =  0, B d= 0 és bebizonyítandó, hogy d (fí, S ) =  d (.B).
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Legyen
S  =  A -\------1- A ^ 1.
Ha íq(B) tartalmazza A-t, akkor (7) miatt tartalmazza ,<p(S)-et is. 
Tehát
fi(J5, S) =  $(£). (14)
amiből
r (/>', S) =  r(B)
és állításunk ebből közvetlenül adódik. Kimutatandó tehát csak 
az, hogy !q (B) elemként tartalmazza A-t.
Legyen A 1' a legalacsonyabb oly hatványa A-nak, amelyet 
&{B) tartalmaz. Ha h =  1, állításunk helyes. Feltesszük, hogy 
h >  1 és ellentmondáshoz fogunk jutni.
Mivel p  törzsszám és h >  1, meghatározhatók a q és t egész- 
számok úgy, hogy
p  — qh — t, q >  0, ü <  t < h . (15)
Vezessük be a következő jelöléseket:
S 1 =  1 +  A h-\----- j-A(?“ 1)'‘,
St =  1 +  A -)---- j- A'1-1,
S 3 =  1 +  A H---- f- A '-1.
(15) figyelembevételével tehát
ApSa S t S% — S. (1G)
Minthogy h értelmezése következtében ÍQ(B) tartalmazza .Sj 
valamennyi összetevőjét és nem tartalmazza (S—Sp egyetlen 
összetevőjét sem és mivel tételünk feltevése értelmében
BSt +  B (S —Sp =  0,
az 5. tétel szerint
B S 1 =  0.
Ebből és tételünk feltevéséből (1G) felhasználásával
B S a =  A- ** [Sz.B S t —BS] =  0. (17)
Mivel íq(B) tartalmazza 1-et, mint egységelemet és (15) miatt 
nem tartalmazza S3 — 1 egyetlen összetevőjét sem és mivel 
(17)-ből
B +  B (S ,~  1) =  0,
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az 5. tétel szerint B  =  0. Ez ellentmond feltevésünknek, tehát 
tételünk állítása a k =  1 esetben helyes.
Legyen most már fc > l.  Legyen B  =  B 1.. .B k s így a már 
igazolt (14) szerint
§{BV . ,Bk, S) =  .&(//,.. ./4),
vagyis (9) miatt
&(-Br • -Bk)&{S) =  . .jBfc).
Minthogy a 2. tétel bizonyítása értelmében &(B1. . B k) alcsoportja 
§ (/i-t,..., Bk)-nék, egyenletünket ÍQ(Bv B k)-vsl szorozva : 
&(JB1, . . . ,B k)§ (S ) =  § (B 1,. . . ,  B k).
Ebből pedig (9) segítségével
§ (B v . . . ,B k,S )  =  S5(Bv . . . ,B k)
és a már többször alkalmazott gondolatmenettel tételünk állítása 
is következik.
7. Tétel. H a a csoportalgebra zérustól különböző B v . . . , Bk 
elemeire és a D különbségre nézve
B t . . .B kD =  0
és
B x. . .B k ± 0 ,
akkor
d (jBj, .. •, Bk, fí) =  d{Bv ... ,  B k).
Tételünk bizonyításának gondolatmenete azonos az előző tétel 
bivonyításáéval.
Először a k  =  1 esettel foglalkozunk. Legyen tehát BD  =  0, 
B  =|= 0 és bizonyítandó, hogy d (B, D) =  d (B ).
Legyen D = A —1. Ha !q (B) tartalmazza A -1, akkor (8) követ­
keztében tartalmazza ÍQ (iJ)-i is és így
$ (£ ,D ) =  &(£). (18)
Ebből állításunk az ismert módon következik.
ÍQ (B) azonban tartalmazza A-t, mert különben a feltevésünk 
miatt fennálló
B  — BA  =  0
egyenletből az 5. tétel szerint B  =  0 következnék. Ezzel állítá­
sunkat a k =  1 esetben igazoltuk.
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A k >  1 esetben állításunk (18)-ból ugyanúgy következik, 
ahogyan a 6. tétel megfelelő állítása (14)-ből következett.
8. Tétel. Ha A a © csoportnak eleme, Blt. . . ,B k  a %-hez 
tartozó csoportalgebra zérustól különböző elemei és p  törzs­
szám, akkor
d (Bv ..., Bk, A) ^  d (Bv ... ,  Bk, A1) 1.
Legyen B — 2'[.(ö(7?1, . . Bk)]. A 4. tétel szerint 
&(B) =  §(B V... ,  Bk).
(9)-re való tekintettel tehát bizonyítandó állításunk így írható 
d(B , A) =  d (B, A 1) -f 1, (19)
vagyis (2) folytán elegendő állításunkat a k =-1 esetre igazolnunk. 
Ha ÍQ(B, A)—!q {B, A p), akkor az ismert lépésekkel következik,
h0gy d (B ,A )= d (B ,A p). (20)
Ha azonban <g(/?, A)=t=&(-B, Ap), akkor fe{B, Av) valódi alcsoportja 
&{B, A)-nak. Képezzük a ig {B, A) / £  (B, A v) osztócsoportot. Mi­
vel feltevésünkből következőleg fe(B, A p) nem tartalmazza A-t, 
A fe(B ,A p) valódi mellékcsoport. Minthogy pedig AÍQ (B, Ap)-nek 
yj-edik hatványa £) (B, A p), következik, hogy e mellékcsoportnak 
(mint az osztócsoport elemének) rendszáma p. E mellékcsoport 
által képezett ciklikus alcsoport azonban kimeríti az egész osztó- 
csoportot, különben ugyanis ez a ciklikus alcsoport (B, A)-nak 
oly valódi alcsoportját szolgáltatná, amely — ellentétben !q (B,A) 
értelmezésével — tartalmazná í§(A)-t és ÍQ(B)-1 is. Tehát a szóban- 
forgó osztócsoport rendszáma p és így
r(B, A) —p.r{B, A p).
(12) és (11) alkalmazásával tehát
d{B,A) =  d{B,Av) +  1. (21)
(20) és (21) szerint (19) minden esetben helyes. Ezzel tételünket 
bebizonyítottuk.
A bebizonyított tételnek többször alkalmazandó különleges 
esetét nyerjük, ha az
S =  1 -f- A -)---- 1- Ap_1
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alakú nem-ciklikus törzssort és a hozzája rendelt
D =  A P- 1
különbséget tekintjük. Ezekre ugyanis (7), illetve (8) szerint
S(S) =  $(A), $(D) =  $ (A P).
(9)-re való tekintettel tehát a bebizonyított tétel szerint (zérus­
tól különböző B v ...,-Bk csoportalgebraelemekre és az S  nem­
ciklikus törzssorhoz rendelt D különbségre)
d (Bv . . . ,  Bk, S) 5S d (/»j,.. .,  Bk, D) +  1. (22)
9. Tétel. Ha a B  csoportalgebraelemre és az S  nem-ciklikus 
sorra nézve
B S  =  0,
akkor az S-hez rendelt D különbségre
BD =  0.
Legyen S alakja a (4) alatti. Szorozzuk meg a feltételi egyen­
letet (A— l)-el. Minthogy
S ( A - 1 )  =  D, (28)
a szorzás éppen a bizonyítandó egyenlőséget szolgáltatja.
A csoportalgebra olyan elemét, mely zérustól különböző és 
amelynek nincs negatív koordinátája, pozitívnak nevezzük. Ilyen 
pozitív csoportalgebraelem pl. egy sor és Világos, hogy
pozitív csoportalgebraelemek szorzata is pozitív. Nem szorul 
bizonyításra az sem, hogy ilyen szorzat esetében a tényezők 
egy-egy összetevőjének szorzata összetevője a szorzás eredménye­
ként nyert csoportalgebraelemnek.
Minthogy a következő tétel általában csak pozitív csoport­
algebraelemre helyes, vizsgálataink későbbi szakaszán — amikor 
e tételt alkalmazni fogjuk — kénytelenek leszünk pozitív csoport­
algebraelemekre szorítkozni.
10. Tétel. Ha B  a csoportalgebra pozitív eleme, S  egy nem- 
ciklikus sora, I) a hozzárendelt különbség és
B S =  2[S)(BS%
akkor
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Legyen S  alakja a (4) alatti és legyen A l egy összetevője 
/1-nek. Mivel B  és S  pozitív csoportalgebraelemek és mivel 1 
és A  összetevője S-nek, a fentebb mondottak értelmében A t és 
A A t összetevője ß  S-nek. Tehát .0 (BS) tartalmazza A,-et és AAt-et 
s így tartalmazza A-1 is.
Szorozzuk meg feltételi egyenletünket (A— l)-el. (3) és (23) sze­
rint így éppen a bizonyítandó egyenlőséget nyerjük.
Azt, hogy tételünk tetszőleges B  csoportalgebraelemre már 
nem helyes, a következő példa mutatja: Tekintsük az A8 =  1 
egyenlettel értelmezett hatodrendű ciklikus csoportot. Legyen 
B =  1 — A  4- A2, S =  1 +  A és így D = A2— 1. Ekkor
BS =  1 +  A3
s így feltételi egyenletünk teljesül, azonban BD  4= 0.
4. S. Irreducibilisan eltűnő szorzatok.
Ha C, /?!,..., ßi. a csoportalgebra elemei és 
CBt .. .B k =  0,
azonban Bv . .., />/,. bármelyikét hagyjuk is el a szorzatból, az 
már nem tűnik el, akkor azt mondjuk, hogy a szorzat B v ..., /í j­
ban irreducibilisan tűnik el.
Ha C=(=0 és CB1...B m=  0, azonban e szorzat B u . .., J5m-ben 
nem irreducibilisan tűnik el, akkor nyilván lehet a Bv ■.., B m 
tényezőkből egyet-egyet sorozatosan úgy elhagyni, míg végül 
is — a mutatók esetleges átcserélése után — egy CBt . . .Bk=  0 
szorzathoz jutunk, amely már B t, . .., 5 fc-ban irreducibilisan 
tűnik el.
11. Tétel. Ha a C zérustól különböző csoportalgebraelemre 
s a Dv Dm különbségekre
CD1...D m =  0  (24)
és e szorzat Dv . Dm-ben irreducibilisan tűnik el, akkor 
m >  d{C, D j,..., Dm) — d{C).
Tekintsük a
g =  d (Dt) H----- b d (Dm) -  rn
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kifejezést. Minthogy bármely különbségnek van 1-től különböző 
összetevője is, r (D i)> i  és így d(Di)>  0. Következőleg g 7> 0. 
Tételünket g-re vonatkozó teljes indukcióval fogjuk bizonyítani. 
Ha g =  0, akkor a fentiek értelmében
d(B 1)= ---= d (D m) =  l. (26)
Mivel a (24) szorzat Dv . . . ,D m-ben irreducibilisan tűnik el, 
alkalmazható a D = Dx választással a 7. tétel és e szerint
d(C, D J  =  d(C ,D _____ D J. (27)
Az 1. tétel szerint azonban
d (C, ..., D J  ^  d (C) -f- d (ü 3) -j----- f- d (Dm),
(26) és (27) következtében tehát
d (C, Dv ..„  D J  g  d(C) +  (to-  1),
ez pedig egyértékű a bizonyítandó állítással.
Legyen most már g> 0 és tegyük fel, hogy tételünk állítása 
helyes, ha a (25) jobboldalán álló kifejezés értéke (/-nél kisebb. 
Minthogy g >  0, feltehetjük (megfelelő jelölést választva), hogy 
(Z>1)>  1. Legyen Dt= A — 1 és legyen p egy törzsosztója r(Dj)- 
nek. Legyen továbbá =  1. Minthogy d(D1)> l és (8) szerint
i (D1)—r(A), r(A) nem törzsszám, tehát Á 1' =j=1 és így /), különb­
ség. Tekintettel arra, hogy ö (A1)  valódi alcsoportja .»(Aj-nak, 
r(Ap) valódi osztója r  (A)-nak és így d(Ap)< d (A ),  azaz 
(8) szerint
d (TV) <  d (D J  (28)
Szorozzuk meg a (24) feltételi egyenletet (1+A-|------}-Ap~1)-el-
Mivel Dj-et e kifejezéssel szorozva D^et kapjuk, a
CD1Dt . . ,Dm — 0 (29)
egyenletet nyerjük. Ha (29) baloldaláról Dt-et elhagyjuk, a ma­
radó szorzat tételünk feltevése szerint nem tűnik el. Tehát (29) 
baloldaláról egyes tényezőket esetleg elhagyva, megfelelő mutató­
használat esetén a
CDJ),  . . .Dk =  0 (30)
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Dv JD2,. . . ,  Dfc-ban irreducibilisan eltűnő szorzathoz jutunk. A
(30) szorzatra képezve a (25) jobboldalán állónak megfelelő ki­
fejezést, ennek értéke (28) következtében g-nél kisebb. Indukciós 
feltevésünk értelmében tehát a (30) szorzatra alkalmazható a 
bizonyítandó tétel és e szerint
k > d ( C ,D 1,D v ... ,D k) ~ d ( Q .  (31)
A következőkben két esetet különböztetünk meg.
1. eset: k =  m.
Ez esetben (31) így alakul:
m >  d (C, ]J1, Dv D J  -  d (Q. (32)
A (30) és (24) szorzat irreducibilitása miatt kétszer alkalmazható 
a 7. tétel és így
d (C, Dv D J  -  d (C, I),, ..., Dm) — d, (C, Dv DJ .
Ezt ügyelembevéve (32) éppen a bizonyítandó állítást szolgáltatja.
2. eset: k <  m.
Minthogy (8) szerint és íq(D1)=!q (A,j), a 8. tétel
alapján (9) felhasználásával:
d (C, A , • ■ ■ > A )  ;£ d (C, A . A . • • • > A ) +  1 •
(31) alapján azonban
k ^  d (C, Dv A ......A )  +  1 -  d (Q.
Két eredményünk összevetéséből tehát
k d (A A> - • A )  -  d(C). (33)
A (24) szorzatot tekinthetjük úgy, hogy az A+i>-• ■> A rb e n  
irreducibilisan tűnik el; ekkor C helyébe a (24) irreducibilitása 
és k<Lm  miatt zérustól különböző CD1...D/I lép. E szorzatra 
képezve a (25) jobboldalán állónak megfelelő kifejezést, annak 
értéke d ( A ) > l  miatt g-nél kisebb. Alkalmazható tehát e szor­
zatra indukciós feltevésünk értelmében a bizonyítandó té te l:
m  — k >  d (CDÍ . • - A .  A +i, • • •, An) — d (CDt .. .A ).
4*
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A 3. tétel szerint tehát
m — k >  d (C, Dv Dm) -  d (C, Dv .... Dk).
Ezt és (33)-at összeadva a bizonyítandó állítást nyerjük.
Ezzel az indukciós állítást minden esetre igazoltuk és téte­
lünket teljes indukcióval bebizonyítottuk.
12. Tétel. Ha a zérustól különböző C csoportalgebraelemre 
és a Tv . . . ,T m nem-ciklikus törzssorokra és különbségekre
CTt . ..  Tm — 0 (34)
és e szorzat Tm-ben irreducibilisan tűnik el, akkor
m >  d (C, Tv Tm) — d(C).
Legyen a Tv Tm között szereplő törzssorok száma g. 
Tételünket g-re vonatkozó teljes indukcióval bizonyítjuk. Ha 
g = 0, állításunk a l l .  tétel állítása. Legyen tehát g >  0 és tegyük 
fel, állításunk helyes, ha a Tv ... ,  Tm között szereplő törzssorok 
száma g-nél kisebb.
Mivel g>0, feltehetjük (megfelelő jelölést választva), hogy 7j 
törzssor. Legyen a 7j-hez rendelt különbség Dt. A 9. tételt alkal- 
mazva (34)-re: CDt T ,. . .T m =  0. (35)
Ha e szorzatból Dt-et elhagyjuk, a maradó szorzat (34) irredu- 
cibilitása folytán nem tűnik el. Ha tehát (35) baloldaláról egyes 
tényezőket esetleg elhagyunk, végül is megfelelő mutatatóhasználat
6Seten a CD,r 2. .. Tk =  0 (1 ^  k ^  m) (36)
D lt 71-ban irreducibilisan eltűnő szorzathoz jutunk. Mint­
hogy 'J\ törzssor, a 7’3, ..., Tk tényezők között legfeljebb (^— 1) 
törzssor lehet. Indukciós feltevésünk értelmében tehát alkalmaz­
ható (36)-ra a bizonyítandó tételünk és így
k > d ( C , D v T.........Tk) — d (C). (37)
A következőkben két esetet különböztetünk meg.
1. eset: k — m.
(37) szerint ez esetben
m >  d (■C, Dv r3, ..., Tm) — d (C). (381
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A (3G) szorzat irreducibilitása folytán alkalmazható a 7. tétel és 
e szerint
cl (C, Dv r T m) =  d (C, ' 1 \ , T m).
Másrészt a (34) irreducibilisan eltűnő szorzatra a 6. tételt alkal­
mazva :
d (C ,T t ......Tm) ^ d ( C ,  Tt........Tm).
Ezek figyelembevételével (38) éppen tételünk állítását adja.
2. eset: k <  m.
A 8. tétel (22) alakja szerint
d(C, 7j , ... ,  Tk) <  d(C, Dv 1 \ , . . . ,T k) +  1.
(37) szerint azonban
k g: d (C, Dv rJ \ , 7),) +  1 -  d(C),
tehát
k ^ d ( C , T v . . . ,T k) - d ( 0 .  (39)
A (34) szorzatot felfoghatjuk úgy is, hogy ez Tk+i,..., Tm~ben 
irreducibilisan tűnik e l: ekkor C szerepét az irreducibilitás miatt 
zérustól különböző CTt . .. Tk játssza.® A Tk + i, . . . ,  Tm tényezők 
között legfeljebb (g—í) törzssor lehet csak, mert Tj törzssor. 
Indukciós feltevésünk értelmében alkalmazhatjuk tehát szorza­
tunkra a bizonyítandó tételt:
m — k >  d (CT1... Tk, Tk+U... ,  Tm) — d.(CT1...T k) 
és igy a 3. tétel szerint
m  — k >  d(C, Tv ..., Tm) — d (C, 7 j,..., Tk). ■
Ezt (39)-hez adva a bizonyítandó állítást nyerjük.
Ezzel indukciós állításunkat minden esetre igazoltuk és téte­
lünket teljes indukcióval bebizonyítottuk.
5. §. Sorok szorzataira vonatkozó tételek.
A csoportalgebra valamely 7f =  a1A1-i-----1- arA r eleme koor­
dinátáinak összegét s(Jí)-vel jelöljük, vagyis
s (77) — Uj -}- a2 -f-••• +  (tv
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A csoportalgebra elemeinek szorzására vonatkozó megállapodásunk 
értelmében világos, hogy bármely B v B 2 csoportalgebraelemekre
s{BJ3^ ■= s{B^.s(B^). (40)
Ha £> egy alcsoportja (b-nek, akkor, mivel 2[ig]-nak minden el 
nem tűnő koordinátája 1, erre nézve
s( A ® ) =  r(£>). (41)
Ezt az s(B) függvényt használjuk következő tételünk bizonyí­
tásánál.
13. Tétel. Ha a zérustól különböző C csoportalgebraelemre
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és az Sj,. ■ ■, S m törzssorokra nézve
C =  2'[£(C)] (42)
és
CSt ... Sm = 2[$3(CSt .. .S J ] , (43)
akkor
m  = d(CS1...S m) — d(C).
Tételünket akár az to =  0 esetre is kiterjeszthetjük, de akkor 
állítása semmitmondóvá válik.
A tétel bizonyítása végftt alkalmazzuk (4T)-et (42)-re és (48)-ra. 
így a (10) szerinti jelölést használva azt nyerjük, hogy
s(C) =  r(C), (44)
s(GSj . ..  S J  =  r {CS1...  S J .  (45)
Alkalmazzuk a (40) szabályt (45) baloldalára és vegyük figye­
lembe (44)-et:
r(C) s(S ,).. .s (S J  =  r(C Sj. , .S m).
Erre az egyenletre viszont a (1 °2) szabályt alkalmazva
d(C) +  d [s(S.()] 4------b d [s(SJ] =  d (C.Sj. . .S J .  (4ü)
Mivel azonban Sj törzssor és s(S'i) e törzssor tagjainak számát 
adja, s(Si) törzsszám, tehát (11) szerint
<*[«(5,)] = - = d '[ 8 ( S m)1 =  1.
Ha ezt (4f>)-ban ügyelőmbe vesszük, a tétel állításával egyértékű 
d(C) +  to =  d (C.Sj. ..  Sm)
egyenletet kapjuk.
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Ezek után rátérhetünk a következő tétel bizonyítására, amely 
a MiNKOwsKi-féle sejtés igazolásának leglényegesebb segédeszköze 
s amely bizonyos értelemben ellentettje a most bebizonyított
13. tételnek.
14. Tétel. Ha C a csoportalgebra oly pozitív8 9eleme, amely 
eleget tesz a C — i
c  f  i m o r
feltételek valamelyikének, ha továbbá Sv . . . ,S m oly nem-ciklikus 
törzssorok, amelyekre
C S . .Sm = (47)
akkor
m >  d (CS1.. ■ S m) — d (C).
Tételünket m-re vonatkozó teljes indukcióval bizonyítjuk. 
Legyen tehát először m  =  1. Ez esetben külön foglalkozunk 
a C =  1 és C #= 2'[£)(C)J esettel.
Ha C =  1, akkor a (47) feltétel nem is teljesülhet10 s így 
nincs mit bizonyítanunk. (47) teljesülése ugyanis ez esetben azt 
jelentené, hogy
Alkalmazzuk 19=1 választással a 10. tételt, így az (St-hez ren­
delt különbséget Dt-e 1 jelölve - 0 következnék. Ez azonban
valóban lehetetlen, mert St nem-ciklikus.
Ha C=t=2'[§(C)], akkor állításunkat indirekt úton bizonyítjuk. 
Tegyük fel, hogy állításunk helytelen, vagyis
1 <; d (CSt) — d (C\
azaz
d(CSt) >  d(C). (48)
8 V. ö. a 10. tétel előtti megjegyzésünket.
9 C = 1  ezt a feltételt nem elégíti ki, mivel íb(1) az egységcsoport és 
így 1 =  2 [$ (t)].
10 Az a tény, hogy (47) ez esetben nem  teljesülhet, éppen az igazolandó 
MisKowsia-féle sejtés speciális esete. E  sejtés szerint ugyanis, amint azt 
a későbbiekben kimutatjuk, a C =  1 esetben (47) egyetlen m-re sem telje­
sülhet. A 14. tételnek C  =  1 esetre vanatkozó része tehát csak úgy értendő, 
hogy ha esetleg (47) teljesülne, akkor a tétel állításának is teljesülnie kellene.
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C és »S'j pozitivitása folytán .£(CiSj) alcsoportként tartalmazza 
£>(C)-1, rendszámaikra tehát
r iC S j = c.r(C),
ahol c pozitív egészszám. (12) alkalmazásával tehát
d (C/S'j) — d{c) +  d (C).
Ebből (48) alapján következik, hogy d (c) >  0, vagyis c 4= 1. Tehát 
ÍQ(C) valódi alcsoportja ^(CiS^-nek. Legyen
£(C) nem tartalmazza A-1, mert ellenkező esetben (7)-re való 
tekintettel tartalmazná ^(&j)-et és így nem lehetne valódi al­
csoportja ^(LWjj-nek. Tehát A£>(G') valódi mellékcsoportja fö(C)- 
nek. Minthogy azonban (47) értelmében
$(C) tehát tartalmazza &(AP) minden elemét és így A p-1 is. Ez 
azonban azt jelenti, hogy az A$(C) mellékcsoportnak — mint 
a ^(C SJ/íqíC) osztócsoport elemének — rendszáma p. Az osztó­
csoportnak e mellékcsoport által képezett ciklikus alcsoportja 
kimeríti az egész osztócsoportot, mert különben ez a ciklikus 
alcsoport ^(L'Sjbnek oly valódi alcsoportját szolgáltatná, amely 
— ellentétben a 2. tétel bizonyításánál mondottakkal — tartal­
mazná 'ÍQ(C)-1 és £t(S,)-et is. A ^(CSj/ÍQiCj osztócsoport rend­
száma tehát megegyezik a szóbanforgó ciklikus alcsoport rend­
számával, vagyis egyenlő _p-vel. A rendszámokra vonatkozólag
=  1 +  A -|----- b A p- 1.
(49)
a 10. tetei szerint
C(AP -  1) =  0.
Vagyis C — CAP és így (9) szerint
&(C) =  !Q(C) $ (A P).
(50 )
Másrészt (49)-re alkalmazva a (41) szabályt
ÁCS,) =■• a(CSt)
és mivel s(Sj) =  p, (40) szerint
r(CSt) = p.s(C).
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Ezt (50)-el összevetve
s(ü) =  r(C). (51)
6'-nek azonban nem lehet 1-nél nagyobb koordinátája, mert 
akkor C pozitív voltára való tekintettel CSj-nek is lenne 1-nél 
nagyobb koordinátája, ez pedig ellentmondana (49)-nek. (51) tehát 
csak úgy állhat fenn, ha C összetevőinek száma r(Q  és mindegyik­
hez mint koordináta 1 tartozik. C minden összetevője azonban 
eleme a !q(C) csoportnak és ennek rendszáma r(C), tehát £>((/) 
minden eleme összetevője C-nek, azaz — mivel mindegyikhez 
koordinátaként 1 tartozik — C megegyezik 2" [lg (Q]-vei. Ez ellent­
mond feltevésünknek s így eredeti állításunk helyes.
Tételünket az m  =  1 esetben bebizonyítván, tegyük most már 
fel, hogy m >  1 és hogy tételünk minden olyan esetben helyes, 
amikor a (47) szorzatban szorzóként szereplő törzssorok száma 
TO-nél kisebb.
•Jelöljük az .Sj-hez rendelt különbséget />t-el. Alkalmazzuk 
(47)-re B —CS%.. .Sm választással a 10. tételt. Ezt megtehetjük, 
mert B  — mint pozitív csoportalgebraelemek szorzata — pozitív, 
így tehát
CD&. • .Sn 0. (52)
Ha e szorzatból Z^-et elhagyjuk, a maradó szorzat nem tűnhet 
el, mert akkor (47) baloldala is eltűnnék, ámde a jobboldal (2) 
szerint nem tűnhet el. Ha tehát az (52) szorzatból egyes ténye­
zőket esetleg elhagyunk, végül is megfelelő mutatóhasználatot 
feltételezve a
CD1St . ■ .Sk =  0 (1 k to) (53)
Dlt <S2, . .., Sfc-ban irreducibilisan eltűnő szorzathoz jutunk. Mint­
hogy C feltevésünk értelmében nem zérus, alkalmazható e szor­
zatra a 12. tétel, vagyis
k < d  (■C, Dv Ss, ... ,  S k) -  d (Q. (54)
A következőkben két esetet különböztetünk meg.
1. eset: k — m.
(53) szerint ez esetben
CD,.SL.. Sm =  0 (55)
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D,, S „ . . . ,S m-ben irreducibilisan tűnik el, (54) szerint pedig
m  >  d(C, D, S t, . . . ,  S m) — d(C). (56)
(55) irreducibilitása miatt alkalmazható a 7. tétel s egyben 
a 2. tételt is alkalmazva
d (C, D„ Sv ... ,  Sm) =  d(Cl Sa,... ,  Sm) s> d (CS3. . .Sm).
Tehát (56) alapján
m >  d (CS,.. .Sm) -  d(Cl  (57)
Két alesetet különböztetünk meg.
la. eset: CS^.. .Sm — 2[tQ(CSs. . -Sm)]. (58)
Mivel a CS, . . .Sm szorzatban szorzóként szereplő törzssorok 
száma (rn — í), indukciós feltevésünk értelmében alkalmazható 
reá bizonyítandó tételünk és így az (57)-nél többetmondó
m  — 1 >  d (CSt .. .S m) — d (C) (59)
relációhoz jutunk. A (CS,.. .Sm) S , szorzatra (47) és (58) követ­
keztében alkalmazhatjuk a 13. tételt úgy, hogy a tételbeli C 
szerepét CS,. . .S m játssza. így az
1 =  d (CS,. . .Sm) -  d (CS,.. .Sm).
egyenlethez jutunk, amelyet (59)-hez adva állításunkat kapjuk.
lb . eset: C S,.. .Sw#= 2[§(CSt . . .Sm)]. (60)
A (C S,.. .Sm) S, szorzatra (47) és (60) folytán alkalmazhatjuk 
tételünknek már bebizonyított m — 1 esetét úgy, hogy a tétel- 
beli C szerepét CS, . . ,Sm játssza, e szorzat ugyanis, mint pozitív 
csoportalgebraelemek szorzata maga is pozitív. E szerint
l> d ( C S , . . .S m) - d ( C S , . . . S m),
tehát
0 ^  d (C S,.. .Sm) -  d (CS,.. .Sm).11
Ezt (57)-hez adva tételünk állítását nyerjük.
2. eset: k <rn.
A 8. tétel (22) alakja szerint s egyben a 2. tételt is alkalmazva. 
d (C, D„ S„ ...,  Sk) +  1 d (C, S „ ...,  Sk) ^  <1 (CS,.. .Sk). (61)
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(54) szerint azonban
k > d (C, Dx, Sv ..., Sk) -f 1 — d (C), 
tehát (61) alkalmazásával
k d {CS1.. .Sk) — d (C). (62)
Ismét megkülönböztetünk két alesetet.
2 a. eset: CSt ... Sk — I  [,<g (CS1.. $k)]. (63)
A CS1. . .S/c szorzatban szorzóként szereplő törzssorok száma k, 
ez feltevésünk szerint kisebb m-nól. Tehát indukciós feltevésünk 
értelmében alkalmazható e szorzatra a bizonyítandó tétel és így 
a (62)-nél többetmondó
k >  d (CSj.. .Sk) — d (C) (641
relációhoz jutunk. Másrészt alkalmazni fogjuk a 13. tételt a 
(47) szorzatra úgy, hogy a tételbeli C szerepét CS1.. .Sk játssza; 
ezt (47) és (63) következtében megtehetjük. A 13. tétel szerint 
tehat m _ k==d (CSi S j  _  d (c S t . . .Sk)
s ezt (64)-hez adva állításunkat kapjuk.
2b. eset: CSt . . .Sk 2'[íq(CS1. . .£*)]. (65)
Alkalmazni fogjuk a (47) szorzatra bizonyítandó tételünket 
úgy, hogy a tételbeli C szerepét CS^ .^-.S/c játssza, amely szorzat 
csak pozitív csoportalgebraelemeket tartalmaz tényezőként s így 
maga is pozitív. Az így felfogott (47) szorzat szorzóként (m —k 
törzssort tartalmaz, tehát m-nél kevesebbet s így indukciós fel­
tevésünk értelmében, valamint (47)-re és (65)-re való tekintettel 
a tétel csakugyan alkalmazható. Vagyis
m  — k >  d (CS1. . . Sm) — d (CSt .. .Sk)
s ezt (62)-höz adva állításunkat nyerjük.
Ezzel az m  >  1 esetre vonatkozó indukciós állításunkat min­
den esetben igazoltuk és a 14. tételt teljes indukcióval be­
bizonyítottuk.
6. 8. Minkowski sejtésének igazolása.
A 13. és 14. tételben szereplő C az 1 értéket mindkét tétel­
nél felveheti, pedig a két tétel állítása bizonyos szempontból
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ö sszefé rh e te tlen . Ez az e lle n tm o n d á s  ad  m ó d o t a rra , ho g y  
M inkowski s e j té s é t  igazo ljuk . E végből a z o n b a n  szükséges, h o g y  
a  se jté snek  a  3 . fo g a lm azá sá h o z  h aso n ló  ú ja b b  a lako t a d ju n k , 
am ely b en  m á r  c sak  tö rz sso ro k  szerep e ln ek .
15. Tétel. Bármely sor törzssorok szorzatára bontható. 
Tekintsük az
S =  1 +  A 4----- b Am~l
sort és legyen m  — ab, ahol a, h >  1. Ekkor nyilván
S =  [1+AH----- bA“- 1] [l+ (A a)-b----4-<M'l)b- 1]. (66)
Az S  sort tehát két sor szorzatára bontottuk. Ezt az eljárást 
ismételve végül is törzssorok szorzataként állítjuk elő az S  sort.
Egy sor ily törzsfelbontása általában többféleképen lehetséges. 
Erről könnyen meggyőződhetünk, ha (66)-ban a és b szerepét 
felcseréljük.
16. Tétel. Ha az S  sorra és Sk törzssorokra vonat-
kozólay
S  =  S 1..:Sk,
ha továbbá az S , , . S k törzssorok valamelyike ciklikus, akkor 
az S  sor is ciklikus.
Legyen
S =  1 -b A -f----- b A”1-1
és legyen  p é ld á u l az
>$!= 1 +  Aj-1-----b Aj
törzssor ciklikus. A következőkben két esetet különböztetünk meg. 
/. eset: A j=  l .12
Ez esetben S t —p és így S  minden koordinátája osztható 
jj-vel. Legyen A rendszáma, azaz r(A) =  h. Tegyük fel, hogy S  
nem-ciklikus, vagyis, hogy m  nem osztható h-xal. Találhatók 
tehát q és t egészszámok úgy, hogy
m — qh +  t, 0 <  t <  h.
12 Bár ez az eset a következőkben nem érdekel bennünket, a teljesség 
kedvéért erre is kiterjeszkedünk.
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.S-nek (</+l) tagja egyenlő 1-el; ezek ugyanis
1, Ah, ... ,  Aih.
Másrészt »S-nek q tagja egyenlő A*-el; ezek ugyanis 
A 1, Ah+t, . . . ,  A ^  l'>h+t= A m~h.
•S'-nek 1-hez, mint összetevőhöz tartozó koordinátája tehát (</+1), 
Am-hez tartozó koordinátája gedig q s így mindkettő az 1-nél 
nagyobb j!)-vel osztható nem lehet. Kell tehát, hogy »S ciklikus 
legyen.
2. eset: A,4= 1.
(5) szerint
S1(A1-1 ) = 0,
tehát
(Aj — 1) »S =  [SjjA,—1)] St . . .S k =  0. (67)
Tegyük fel, hogy S  nem-ciklikus. Alkalmazható tehát B —A 1— í 
választással (67)-re a 9. tétel, ugyanis feltevésünk miatt B  4 0. 
E tétel szerint
(Aj — 1) (A’n—1) =  0,
azaz
AjAm +  1 =  A ,+ Am.
A baloldalon 1 összetevőként szerepel, azonban feltevéseink 
miatt a jobboldal egyik tagja sem lehet egyenlő 1-el. Ellent­
mondásra jutottunk s így »S-nek ciklikusnak kell lennie. 
M inkowski sejtésének jelzett újabb alakja a következő :
4. Fogalmazás. Ha a véges, Abel-féle (4 csoportra és hozzá­
tartozó S v .... S m törzssorokra nézve
Sí . . . S m =  l'[® J, (68)
akkor az >S'1(. .., S m törzssorok valamelyike ciklikus.
Bebizonyítjuk, hogy a 3. és 4. fogalmazás állítása (röviden:
3. és 4.) egyértékű. Az közvetlenül adódik, hogy ha 3. helyes, 
akkor a 4. is helyes. Viszont fordítva 4. helyességéből követ­
kezik 3. helyessége is. Bontsuk fel ugyanis a 3.-ban szereplő 
sorokat törzssorok szorzatára; ez a 15. tétel értelmében lehet­
séges. Az így nyert törzssorok között 4. szerint van ciklikus.
Akkor azonban a 1G. tétel szerint ciklikus az a 3.-ban szereplő 
sor is, melynek törzsfelbontásában e ciklikus törzssor szerepel.
Említésreméltó, hogy a 4. fogalmazásban szereplő m  szám 
már nem felel meg az előző fogalmazásokban n-nel jelölt 
mennyiségnek (a méretszámnak). Ha tehát a sejtést az adott 
újabb alakjában tekintjük, annak bizonyítása m-től (a méret­
számtól) függetlenül minden esetben egyforma nehézséget okoz.
Mindamellett tételeink segítségével a sejtést ebben az újabb 
alakjában most már könnyűszerrel igazolhatjuk.
Főeredmény: M inkowski sejtése helyes.
A 4. tételt (68)-ra alkalmazva
® =  Sm),
tehát (68) szerint
Sí . . .S m =2[lQ(S1. . .S fny\. (69)
Tegyük fel, hogy a sejtés hamis, vagyis, hogy Sv . . . ,S m egyike 
sem ciklikus.
Minthogy 1 = 2 ’[íq(1)], alkalmazhatjuk C=  1 választással (69)-re 
a 13. tételt. Tehát d(l) =  0 miatt
m — d(S t ...Sm). (70)
Másrészt alkalmazhatjuk (69)-re ugyancsak C =  1 választással a
14. tételt is és így
m >  d (S1...Sm). (71)
(70) és (71) ellentmondanak s így a sejtés helyes.
Hajós György.
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EINFACHE BEDECKUNG MEHRDIMENSIONALER 
RÄUME MIT WÜRFELGITTER.
In einer früheren Arbeit [diese Zeitschr. 45 (1938), 171—190] habe 
ich bewiesen, dass die M iNKOW SKische Vermutung, nach welcher ein 
den l ln einfach bedeckendes Würfelgitter zwei an einer ganzen Seiten­
fläche aneinanderstützende Würfel besitzen muss, mit folgender Be­
hauptung Äquivalent is t: Ist in der aus einer endlichen, ahelschen 
Gruppe © gebildeten Gruppenalgebra das Produkt der Reihen
1 + • 1<+ -If + --A'l‘ 1 (7= 1 .2 ,...,« ) (1)
(wo Aj, Aa, ..., ,ln Elemente von © sind) gleich der Summe aller 
Elemente von ©, so ist für wenigstens ein i :
A f  =  1. (2)
In vorliegender Arbeit wird die Richtigkeit dieser Behauptung 
bewiesen und so die MiNKOWSKische Vermutung für jede Dimensions­
zahl n  rechtfertigt.
Es wird bewiesen, dass es genügt als Zahlen nur Primzahlen 
zuzulassen, d. h. nur «Primreihen» zu betrachten. (Dann entspricht 
aber n nicht mehr der Dimensionszahl.) Zur Rechtfertigung der in
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dieser Form betrachteten Vermutung ist eine Reihe gruppen­
algebraischer Hilfssätze nötig.
Jene Untergruppe von ©, die durch die in den Gruppenalgebra­
elementen /Í,. .. ..  I ’k vorkommenden Gruppeneieinenten erzeugt wird.
sei mit fe(B1...... Bk) bezeichnet. Die Anzahl der (voneinander nicht
unbedingt verschiedenen) Primfaktoren der Ordnung dieser Unter­
gruppe wird mit d (B v . . . ,  Bk) bezeichnet. Gilt (2) für die Reihe (1), 
so heisst sie zyklisch. Die wesentlichsten Hilfssätze sind nun die 
folgenden :
a) Sind Tv ___ Tm nichtzyklische Primreihen und Differenzen der
Art A — 1 (wo A ein Element der Gruppe © ist), ist C ein Gruppen­
algebraelement, ist weiter CT1. . .  Tm =  0, verschwindet aber dieses 
Produkt nicht mehr, wenn ein beliebiger der Faktoren Tt , . .., T,„ fort­
gelassen wird, so gilt
m  <  d{ C, 7j......  Tm) — d(C).
b) Ist (für das Gruppenalgebraelement C und die nichtzyklischen 
Primreihen S t , ..., Sm) C bzw. CS1 . . . S m die Summe aller Elemente 
der Untergruppe §(C) bzw. $ {C S i . . . S m), so gilt
m  =  d(C S1. . .  Bm) — d (C).
f)  Gelten die Voraussetzungen von b) mit der Abänderung, dass 
C eben nicht gleich der Summe aller Elemente von §  (Cj ist (und 
dass im Ausdruck, der C mit den Gruppenelementen ausgedriickt 
herstellt, kein Minuszeichen vorkommt), so ist
m <  d (CSt . . .  Sm) — d (C).
d) Die Behauptung c) ist auch in dem Falle richtig, wenn G=1 
ist. Aus der Tatsache, dass dies gewissermassen dem Hilfsatz b) wieder­
spricht, wird auf die Stichhaltigkeit der MiNKowsKischen Vermutung 
gefolgert.
G. Hajós.
A HILBERT-FÉLE BIZONYlTÁSELMÉLET 
CÉLKITŰZÉSEI, MÓDSZEREI ÉS EREDMÉNYEI.1
Közmondásos a matematika csalhatatlanságába vetett hit: 
«olyan biztos, mint hogy kétszer kettő négy», mondjuk valamiről 
annak kifejezésére, hogy nem fér hozzá kétség. Talán csak az 
orvostudományban bíznak még hasonló mértékben a laikusok. 
Az orvos, betege érdekében is, csalhatatlannak mondja módszereit; 
egymás között azonban az orvosok is élesebb kritika alá veszik 
tudományuk eredményeit. Nekünk matematikusoknak is tisztáz­
nunk kell, hogyan is áll a dolog a matematika, csalhatatlanságával.
A matematikának az ad tekintélyt a laikus előtt, hogy a való­
ságra alkalmazva mindig helyes eredményre vezet; bizonyítéka 
ennek többek között minden mérnöki számítás szerint épített 
ház, lift, híd, amely nem dől össze, nem szakad le. Ez a tény azon­
ban nem pusztán a matematikán múlik, hanem a környező világ­
nak egy éppenséggel nem magától értetődő tulajdonságán; 2 
e miatt ez a tény másképp nem igazolható, mint empirikusan.
1 A Ivir. M agyar Pázm ány P éte r Tudom ányegyetem  Elm életi F izikai 
Intézetének kollokvium án 1939. novem ber 3-án t a r t o t t  előadás m ásodik 
felének részletes kidolgozása. Az előadás első fele a halm azelm élet 
elemeiről a d o tt á t te k in té s t ; ezeket i t t  ism erteknek teszem  fel.
2 Valóban, a m atem atikának  a környező v ilág ra  való minden egyes 
alkalm azása végelemzésben az idő valamely /(<) függvényének valam ely 
helyen való m eghatározását k íván ja , a rendelkezésre álló ada tok  m ind 
az f ( t )  függvénynek a t < l a helyeken való v iselkedésére vonatkoznak, 
ahol t0 a  jelen p illanat. Ugyanis mindaz, am it a term észetrő l b iz tosan  
tudunk, a m últra  s a jelenre vonatkozik:' ezekből kell — megfelelő 
elmélet felállítása és esetleg az id ő t explicite nem  is tartalm azó  m a te ­
m atikai m űveletek ú tjá n  — egy, rendesen á  jövőre, esetleg a m ú ltra  
vonatkozó ism eretlen adato t m eghatároznunk. E g y  cseppet sem m ag á­
tó l értetődő, hogy a szóbanforgó f ( t )  függvények m inden egyes esetbén
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Ha a gyakorlati alkalmazásoktól eltekintünk, a matematika 
csalhatatlanságán azt kell értenünk, hogy matematikai módszerek 
nem vezethetnek egymásnak ellentmondó eredményekre. Ebben 
sokáig nem is volt okunk kételkedni. Eló'ször az infinitézimális 
számítás vezetett olyan módszerekre, amelyekkel, kelló' elővigyá- 
zat híján, egymásnak ellentmondó eredményekhez lehetett jutni. 
Maguk az infinitézimális analízis nagy megalkotói, N e w t o n  és 
L e ib n iz , az elméletnek rohamos, a quantumelméletéhez hasonló 
fejlődése folyamán nem értek rá a «kellő elővigyázat» szabályait 
pontosan megfogalmazni; ők maguk azonban, s az analízis nagy 
rendszerezője, E u l e r  is, intuíciójuktól vezetve, elkerültek minden 
ellentmondásra vezető okoskodást. Azonban az utánuk jövő 
másod- és harmadrangú matematikusok gyakran követtek el 
hibákat az analízis fogalmainak, elsősorban a határérték akkoriban 
rendesen végtelen sor alakjában jelentkező fogalmának pontatlan 
használatával. Ezek a pontatlanságok váltották ki a sorelmélet 
kritikáját, ami C a u c h y , majd W e ie r s t r a s s  kezében az egész 
analízis exakt megalapozásához vezetett, azáltal, hogy a végtelen 
kicsi és végtelen nagy pontatlan fogalmainak szerepét a végtelen sok 
(végtelen sorozat) fogalma vette át.
H aso n ló an  gyo rs fe jlő d ése n  m en t á t  a  m a te m a tik a  a  m ú lt 
század  végén , am ik o r Ca n t o r  az  analíz is m eg a lap o zásá ra  h a s z n á lt  
fogalm ak k ö v e tk ez e te s  v ég ig g o n d o lásáv a l és to v á b b é p íté sé v e l m eg­
a lk o tta  h a ta lm a s  m űvé t, a  «végtelen  sok» tu d o m á n y á t ,  a h a lm a z ­
e lm éle te t. E z  az  elm élet te tsz ő leg e s  elem ekbő l álló  összességekkel, 
h a lm azo k k a l foglalkozik . Je len tő ség e  a b b a n  v an , hogy  egységes 
rendszerbe  fo g la lja  a m a te m a tik a  v a la m e n n y i ág á t (h aso n ló an , 
m in t a MAXWELL-féle e lm é le t v ag y  a q u a n tu m m e c h a n ik a  a  fizika
o lyan  fü g g v énykategó riához  ta r to z n a k  (pl. o ly a n  d iffe renc iá legyen le t 
m egoldásai k ö zé ), am elyeknél ilyen  fe lad a t m ego ldása  leh e tség es . (Az 
egy ik  leg fon to sabb  ese t az , a m ik o r  az d erü l k i, hogy f(t) k o n s ta n s .)  
A kü lönbség e te k in te tb e n  a  k lassz ikus fiz ika  és a  q u a n tu m e lm é le t 
k ö z ö tt p u sz tá n  a n n y i, hogy az  /(<) függvénynek  a  k lassz ikus fiz ik áb an  
egy-egy rendszerre  vonatkozó  je len tése  van , m íg  a  q u an tu m e lm é le tb en  
csak o lyan  j ( t )  függvények  szerepelnek , am ely ek n ek  je len tése  s t a t i s z ­
t ik a i ,  te h á t  so k  rendszer e g y ü tte s  v iselkedésére vo n a tk o z ik .
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különböző ágait). Valóban, a halmazelmélet segítségével a matema­
tika többi ágainak alapfogalmai is felépíthetők. így pl. a termé­
szetes számokat véges halmazok számosságainak3 (elemeik számá­
nak) tekinthetjük; a számosságok összeadását és szorzását a meg­
felelő — közös elem nélküli — halmazok egyesítése, ill. a belőlük 
alkotott párok (két elemű rendezett halmazok) összessége segítsé­
gével definiálhatjuk. A negatív számokat a természetes számok­
ból, a törtszámokat pedig az egész számokból alkotott párok 
segítségével vezethetjük be; az irracionális számokat racionális 
számok bizonyos halmazaival (DEDEKiND-féle szeletekkel) értel­
mezhetjük ; a komplex számokat viszont valós számokból álló 
pároknak tekinthetjük. De az analízis egyéb fogalmai is halmaz- 
elméleti fogalmak speciális esetei; pl. a végtelen sorozatok speciális 
rendezett halmazok, a függvények speciális leképezések. Az algebra 
is bizonyos halmazokkal (testekkel, gyűrűkkel, csoportokkal) 
foglalkozik; a geometriai alakzatok viszont alapalakzatoknak, 
pl. pontoknak halmazai s maguk a tér pontjai az analitikus geo­
metria felfogása szerint valós számokból álló háromelemű rendezett 
halmazok. De nemcsak a matematika különböző fogalmai definiál­
hatók halmazelméleti fogalmakkal, hanem a rájuk vonatkozó 
tételek is bebizonyíthatok a halmazelmélet tételei segítségével, 
úgyhogy végelemzésben a matematika minden ága a halmazelmé­
let részének tekinthető. Viszont a halmazelmélet fogalmai (halmaz, 
rendezés, leképezés stb.) szerepelnek, szerepeltek már jóval Ca n t o r  
előtt, a matematika egyéb ágaiban is; sőt számos ág, mint pl. az 
analízis vagy a topológia, nem is nélkülözheti ezeket a fogalmakat 
és a velük kapcsolatos halmazelméleti módszereket.
így megérthetjük, hogy azok a logikai ellentmondások, amelyek­
hez a halmazelmélet eredeti heurisztikus felfogása, az ú. n. naiv 
halmazelmélet vezetett, nemcsak a halmazelmélet, hanem az 
egész matematika kritikáját megindították. Ezek közül az ellent­
3 A halm azelm élet m inden —  véges vagy végtelen  sok elemből álló — 
halmazhoz rendel «számosságot»; k é t halm azhoz akkor és csak akkor 
ugyanazt a  szám osságot, h a  elemeik közö tt kölcsönösen egyértelm ű 
vonatkozás létesíthető.
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mondások, ú. n. antinómiák közül legismertebb a következő 
RussELL-féle antinómia. Nevezzünk közönségesnek egy halmazt, 
ha nem fordul elő elemei között; a név arra utal, hogy a legtöbb 
halmaz ilyen; pl. a természetes számok halmaza, maga nem lévén 
természetes szám, nem fordul elő elemei között. Az antinómia 
létrejöttéhez nem szükséges tudnunk, hogy vannak-e más halma­
zok is, mint közönségesek; megemlíthetjük azonban, hogy a naív 
halmazelmélet szerint vannak, pl. az összes halmazok halmaza 
előfordul elemei között, mert definíciója szerint minden halmaz 
eleme neki s ő. maga is halmaz. Már most a RussELL-féle B halmaz 
az összes közönséges halmazok halmaza; s az antinómiához el­
jutunk, ha arra a kérdésre akarunk válaszolni, vájjon B közön­
séges halmaz-e, vagy nem. Ha ugyanis B  közönséges halmaz, 
akkor, a közönséges halmazok definíciója szerint, nem fordul elő 
elemei között, holott, B  definíciója szerint, minden közönséges 
halmaz eleme B-nek és feltevésünk szerint maga B  is közönséges 
halmaz. Ha viszont B nem közönséges halmaz, akkor, a közön­
séges halmazok definíciója szerint, előfordul elemei között, holott, 
B  definíciója szerint, csak közönséges halmaz lehet eleme B-nek 
és feltevésünk szerint B  nem közönséges halmaz.
A halmazelméletet, a halmaz fogalmának exaktabbá (s egyúttal 
szűkebbé) tételével,4 megszabadíthatjuk ugyan ettől s a többi 
eddig felmerült antinómiától; ez azonban nem biztosítja azt, hogy 
újabb ellentmondások nem merülhetnek fel. Sőt, a halmazelmélet 
antinómiái kétségessé tették, vájjon nem bukkanhatunk-e hasonló 
ellentmondásra a matematika más területein, pl. az analízisben is. 
Hiszen azok az ideák, amelyeken pl. az analízis felépül, alig mond­
hatók plauzibilisebbeknek azoknál, amelyek a halmazelmélet 
területén ellentmondásra vezettek. Sőt, mint említettük, az ana­
lízis éppen azáltal szabadult meg régebbi pontatlanságaitól, hogy 
alapfogalmait végelemzésben halmazelméleti eszközökkel építette 
fel újból s egyébként is lépten-nyomon dolgozik halmazelméleti 
módszerekkel. Azonkívül azok az eljárások, amelyeknek elkerülé­
4 E zt az ex a k ta b b á  té te lt az.ax iom atikus m ódszer teszi lehetővé; 
e rre  még m ajd v isszatérünk .
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sét a halmazelmélet antinómiáinak megszüntetésére filozófiai meg­
gondolások alapján ajánlották, mint pl. valamely dolognak egy 
olyan összesség segítségéve] való definiálása, amelynek maga is 
eleme, nemcsak az analízis számára nélkülözhetetlenek, hanem a 
matematika minden ágában, még a számelméletben is, lépten-nyo- 
mon használatosak.5 így a halmazelmélet antinómiái a matematika 
minden egyes ágának ellentmondásnélküliségét kétségessé teszik.
Ezzel a kétséggel szembeállíthatjuk azt a tényt», hogy sem a 
számelméletben, sem az exakt módon felépített analízisben, sem 
a geometriában nem találtak eddig ellentmondásokat. Xem volna 
azonban következetes dolog ennél a puszta empirikus érvnél meg- 
állnunk. Hiszen más területen, pl. a számelméletben, még oly ki­
terjedt tapasztalatok alapján sem fogadunk el egy állítást tétel­
nek, amíg deduktív módszerrel be nem bizonyítjuk. így pl. a 
nevezetes GoLDBACH-féle sejtést, amely szerint minden páros szám 
felbontható két primszám összegére (ha az 1-et is primszámnak 
tekintjük), nem ismerjük el számelméleti tételnek; pedig ameddig 
a primszámtáblázatok terjedelme megengedte, kipróbálták helyes­
ségét és így jóval több eseten igazolták, mint ahány matematikai 
bizonyításon tapasztalták eddig, hogy nem vezet ellentmondásra.
A matematika ellentmondásnélküliségének matematikai mód­
szerekkel való bebizonyítása a HiLBER/r-féle bizonyításelmélet fő­
tárgya. Pontosabban a matematika egyes ágainak ellentmondás­
nélküliségéről kell beszélnünk; hiszen a matematika fejlődő orga­
nizmus, mind újabb és újabb ágai keletkezhetnek. Minden egyes 
ilyen ágnak, pl. a természetes számok aritmetikájának (szám­
elméletnek), az analízisnek, az elemi geometriának stb. ellent­
mondásnélkülisége külön-külön bizonyításelméleti probléma.
A bizonyításelmélet első feladata, hogy az e problémákban sze­
replő fogalmakat pontosan megfogalmazza. Kétségtelen, hogy 
pontosabb megfogalmazás nélkül is érezzük, mely fogalmak, téte­
lek» problémák tartoznak pl. az aritmetika vagy az analízis körébe; 
továbbá minden matematikus érez magában képességet arra, hogy
5 íg y  pl. lépten-nyom on előfordul, a számelméletben, is, hogy v a la ­
mely szám ot m in t egy számhalmaz legkisebb elem ét definiáljuk.
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valamely matematikai meggondolásról eldöntse, helyes-e, vagy 
nem. Ez a képesség elegendő' arra, hogy a matematika egy-egy 
ágában kutatásokat végezzünk; azonban ahhoz, hogy egy-egy ág 
ellentmondásnélkülisége problémájához matematikai módszerekkel 
hozzáfoghassunk, elengedhetetlenül szükséges, hogy matematikai­
lag megfogalmazzuk, mit értünk a kérdéses ágon (pl. aritmetikán, 
elemi geometrián) és matematikailag definiáljunk olyan fogalma­
kat, mint pl. bizonyítás, ellentmondásnélküliség. Ezt a feladatot 
a bizonyításelmélet teljesen megoldotta, felhasználván az axioma­
tikus kutatások és a m atematikai logika eredményeit. A bizonyítás­
elméletnek ez a vívmánya, amelyet teljes egészében HiLBERTnek 
köszönhetünk, ismeretelméleti szempontból magában véve is nagy- 
jelentőségű dolog és — hasonlóan a matematika más területein 
szerepelt olyan feladatokhoz, amelyek addig pontos megfogalma­
zás nélkül is kézzelfoghatóknak tűnt fogalmak exakt megfogalma­
zását kívánják — cseppet sem volt olyan könnyű feladat, mint 
amilyennek utólag látszik. Meg sem lehetett volna oldani az axio­
matikus módszernek oly fejlett álláspontról való felfogása nélkül, 
amelyre H i l b e r t  a geometria alapjaira vonatkozó kutatásai kap­
csán ju to tt ; továbbá a matematikai logika eredményeinek a bizonyí­
táselméleti cél szempontjából megfelelő átalakítása és finomítása 
nélkül, amely munkában BERNAYSt említi H i l b e r t  segítőtársaként.
Csak e vívmány birtokában foghatott hozzá a bizonyításelmélet 
tulajdonképpeni feladatához: az egyes matematikai diszciplínák 
ellentmondásnélkülisége kérdésének megoldásához. E téren maga 
H il b e r t  az alapvető ideák, a számelmélet, az analízis, sőt a halmaz- 
elmélet ellentmondásnélküliség-bizonyítása alapgondolatának meg­
adására szorítkozott, a részletes kidolgozást tanítványaira bízva, 
akik — s minden bizonyításelméleti kutató H i l b e r t  tanítványá­
nak számítható — nagyon sok gondolatot merítettek eddig is és 
bizonyára meríteni fognak a jövőben is H il b e r t  alapvető bizo­
nyításelméleti munkáiból.0 A részletek kidolgozása közben kide- 6
6 L. elsősorban : D. H i l b e r t , N eubegründung der M athem atik , 
A b h a n d lu n g e n  a u s  d em  m a th e m a tis c h e n  S e m in a r  d er H a m b u r g  isch en  
U n iv e r s i tä t ,  1 (1922) 157— 177. oldal; D ie logischen G rundlagen der 
M athem atik , M a th . A n n a le n .  88 (1923), 151— 165. o ldal; Über das
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rült, hogy a cél (megmutatni, hogy, H i l b e r t  szavaival, a matema­
tika feltevésnélküli tudomány) korántsincs olyan közel, mint 
ahogy H il b e r t  látta. Előre nem látható, habár látszólag nem elvi, 
hanem csak technikai természetű, mégis lényeges nehézségek 
merültek fel. E nehézségek miatt a bizonyításelmélet az ellent­
mondásnélküliség terén még aránylag kevés eredményt ért el; 
egyik legnevezetesebb eredménye a természetes számok aritmeti­
kájának ellentmondásnélkülisége, amit nem egészen négy éve 
bizonyított be —  A c k e r m a n n , N e u m a n n  J án os és H e r b r a n d  
részleteredményei után — G e n t z e n . Nagyon fontos és meglepő 
eredményeket ért el azonban a bizonyításelmélet más idevágó 
kérdések terén, amennyiben felfedte az axiomatikus módszer egyes 
nem is sejtett hiányait; ezek az eredmények egyúttal feltárták a 
matematika további ágai ellentmondásnélküliségének bizonyítása 
elé tornyosuló nehézségek okát, is.
1. Az axiomatikus módszer.
Annak exakt, megfogalmazására, hogy mit értsünk aritmetikán, 
analízisen, geometrián stb., segítségére jött a bizonyításelméletnek 
e tudományágak axiomatikus felépítése. A geometria axiomatikus 
tárgyalását már a régi görögök megkezdték és meglepően magas 
fokig fejlesztették. Céljuk az volt vele, hogy a szemléletnek, ennek 
a geometriai kutatáshoz nélkülözhetetlen, de kétségtelenül szub­
jektív elemeket is tartalmazó eszköznek szerepét, szabályozzák. 
E  célból E u k l id e s , a görögök geometriájának nagy rendszerezője, 
néhány, véleménye szerint a szemlélet alapján mindenki által 
evidensnek tartott tételt tett rendszere kiindulópontjává; ezeket 
nevezte axiómáknak.7 A geometria többi tételeit ezekből pusztán
U nendliche, M a th . A n n a le n , 95 (1926), 161— 190. o ld a l; D ie G rundlagen 
der M athem atik . A b h a n d lu n g e n  a u s  d e m  m a th e m a tis c h e n  S e m in a r  d e r  
H a m b u rg is c h e n  U n iv e r s i tä t ,  6 (1928), 65— 85. o lda l; Probleme der 
Grundlegung der M athem atik , M a th . A n n a le n , 102 (1930), 1— 9. oldal.
7 H ogy E u k l i d e s  az axióm ákat valóban  m indenki á l ta l  elfogadott 
tényeknek tek in te tte , m u ta tja  a xoívcá tv v o ia i  (közös ideák) elnevezés 
is, am ellyel egy részüket illeti. Más részüket a k g tia x a  (követelm ények, 
posz tu lá tum ok) névvel lá tja  'el; hogy e szétválasztásban milyen szem­
pont vezette, nincs kellően tisztázva.
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logikai úton, a szemléletre való újabb hivatkozás nélkül igyekezett 
bebizonyítani. Hogy ezt a tervet — mai szemmel nézve —■ nem 
vitte egészen következetesen keresztül, hanem egy-két helyen 
öntudatlanul is újból felhasznált a szemléletből vett tényeket, nem 
róható fel hibájául; ezt a hiányt későbbi axiómarendszerek teljesen 
pótolták.8
De a matematika többi ágaira vonatkozóan is rávezette a kuta­
tókat hasonló eljárás szükségességére a következő meggondolás. 
Valamely fogalom definiálásánál, valamely tétel bebizonyításánál 
más fogalmakra, ill. tételekre hivatkozunk. E fogalmakat ismét 
újabb fogalmak segítségével definiálhatjuk s e tételeket újabb 
tételek segítségével bizonyíthatjuk b e ; azonban, ha sem a circulus 
vitiosus hibájába nem akarunk esni, sem a soha végre nem hajt­
ható végtelen regresszusba nem akarunk belefogni, meg kell vala­
hol állnunk a definiálásban is, a bizonyításban is ; azaz bizonyos 
fogalmakat, ú. n. alapfogalmakat, már ismerteknek, bizonyos téte­
leket, ú. n. axiómákat, már elfogadottaknak kell tekintenünk. 
Az alapfogalmak segítségével a kérdéses diszciplína minden más 
fogalmát definiálhatjuk, az axiómák segítségével minden más 
tételét bebizonyíthatjuk; azonban az alapfogalmakról semmi mást 
nem használhatunk fel, mint amit az axiómák kimondanak róluk, 
azokat mintegy az axiómák segítségével implicite definiáljuk — 
már amennyire ezek egyáltalában meghatározzák őket.
Az alapfogalmak és az axiómák választása bizonyos fokig ön­
kényes ; mindenesetre célszerű, de nem logikai szükségszerűség, 
hogy lehetőleg egyszerűeknek, kézzelfoghatóknak válasszuk őket. 
így pl. az elemi geometriában a pont, egyenes, sík fogalmát, az 
illeszkedés (rajtalevés, át menés), a közöttfekvés és az egybe­
vágóság relációját választhatjuk alapfogalmakul, axiómákul pedig
8 A geom etria első teljesen kielégítő a x i ó m a r e n d s z e r é t  H i l b e r t  állí­
to t ta  össze ; 1. G ru n d la g e n  d e r  G e o m etr ie  c. m űvét (7. k ia d á s : Leipzig és 
Berlin, 1930). A  m agyarnyelvű irodalom ban K e r é k j á r t ó  B é l a , A  geo­
m e tr ia  a la p ja ir ó l ,  I. k ö te t (Szeged, 1937) n y ú jtja  az euklidesi elemi 
geom etria ax iom atikus fe lép ítésé t; tá rg y a lá sa  több szem pontból egy­
szerűbb H l L B E R T é n é l .
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o ly an sze rű  té te le k e t, m in t p l.9, hogy  b á rm e ly  k é t kü lönböző  
po n th o z  v a n  egy és csak is  egy velük  illeszkedő (ra jtu k  á tm e n ő )  
eg y en es ; eg y  egyenessel illeszkedő (ra jta  levő) b á ro m  p o n t közül 
m ind ig  eg y  és csakis eg y  fekszik a m ásik  k e t tő  k ö z ö t t ; to v á b b á  a 
három szögek  v a lam e ly ik  egybevágóság i té te lé t :  a p á rh u zam o sság  
jó l ism e rt a x ió m á já t ; a  fo ly tonosság  DEDEKiN'D-féle a x ió m á já t, 
am ely  sz e rin t, ha egy  egyenes p o n tja it ú g y  o sz tju k  k é t h a lm azb a , 
a -b a  és /9-ba, hogy  m in d e g y ik b e  legalább  k é t p o n t ju sso n  és a  két 
p o n tja  k ö zö tt n e  fek ü d jé k  /9-nak p o n tja , a k k o r  v an  o ly  p o n t, 
am ely  a -n a k  b á rm e ly  tő le  kü lönböző  p o n tja  és /9-nak b á rm e ly  tő le 
kü lönböző  p o n tja  k ö z ö tt  fekszik. De v a n  o ly an  fe lép ítése  is a 
g eo m e triá n a k , am ely  a  p o n to n  k ívü l a m ozgást és egy  p o n tn a k  
egy  m ozgás á l ta l  úgy  m ásik  p o n tb a  való  á tv iv é sé t v á la sz tja  a la p ­
fo galom nak , az egyenes, s ík  és egybevágóság  fogalm ait p ed ig  ezek 
seg ítségével d e fin iá lja ; e felépítésnél egy ik  ax ióm a leh e t p l. az , 
hogy  h á ro m  kü lönböző  p o n th o z  vég te len  sok o lyan  m ozgás van, 
am elyek  az első k e t tő t  ö n m ag áb a  v iszik  á t ,  a  h a rm a d ik a t pedig  
csupa kü lönböző  p o n to k b a .10
A  természetes számok aritmetikájának első axiómarendszerét, 
Grassmann előmunkálatai után, P eano adta meg.11 Alapfogaimul 
a természetes szám s a 0 fogalmát és azt a műveletet választja, 
amely valamely a természetes számot a következő a' (= a + l)  
számba visz át. Axiómái: 1. a 0 természetes szám; 2. ha a termé­
szetes szám, a' is az; 8. ha a '= b ', akkor a — b; 4. ha a természetes 
szám, akkor a'=j=0; 5. ha a természetes számok valamely halmazá­
nak eleme 0 és valahányszor a eleme, mindannyiszor a' is, akkor e 
halmaznak minden természetes szám eleme (teljes indukció 
axiómája).
9 A g eom etria  —  s k éső b b  a  halm azelm éle t —  m eglehetősen  te r jed e l­
mes ax ióm arendszerébő l c sak  példaképpen  so ro lok  fel n é h á n y  je llegzetes 
a x ió m á t ; néhol —  eg y szerű ség  kedvéért —  m eg is v á lto z ta to m  az  ax ióm ák  
e re d e ti szövegét.
10 A s ík g e o m e tr ia  ily en  felépítésére  vo n a tk o zó lag  1. HiLBERTnek a  8. 
lá b je g y z e tb e n  id é z e tt m ű v éb en  «A nhang IV»-et.
11 G. P e a n o , Sul c o n c e tto  d i num ero, R i v i s t a  d i  m atem atica , 1 (1891), 
1— 10. o ldal.
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A halmazelméletet — egyrészt a halmaz fogalmának az antinó­
miák elkerüléséhez szükséges exaktabbá tétele, másrészt bizonyos, 
az általa bebizonyított jólrendezési tétellel kapcsolatban felmerült 
kérdések tisztázása céljából — Z e r m e l o  12 építette fel axiomatiku­
sán. Axiómarendszerét többek között F r a e n k e l  13 és N e u m a n n  
J á n o s  14 fejlesztették tovább. A Z e r m e l o —FÜAENKEL-féle axióma- 
rendszer alapfogalmai a halmaz fogalma és az elemként tartalmazás 
relációja. E rendszerben az egyik axióma, a végtelenség axiómája, 
egy speciális végtelen halmaznak, Z={0,  {0}, {{0}}, {{{0}}},... ]- 
nek létezését kívánja meg (ahol 0 az üres halmaz, amelynek az a 
definíciója, hogy nincs eleme; {a} azt a halmazt jelenti, amelynek a 
az egyetlen eleme; Z  elemei 0,{0},{{*)}},{{{0}}},.. .)• A többi axióma 
—- a meghatározottság axiómájától eltekintve, amely szerint, ha két 
halmaz elemei ugyanazok, akkor a halmazok is azonosak — azt 
mondja ki, hogy ha bizonyos halmazok léteznek, akkor beló'lük 
bizonyos ifjabb halmazok is képezhetők; pl. bármely két halmaz­
hoz, a-hoz és ó-hez, van oly {a, ój halmaz, amelynek a és b és csak 
ezek elemei (páraxióma); minden a halmazhoz és minden T tulaj­
donsághoz van olyan halmaz, amelynek elemei a-nak T tulajdon­
ságú elemei és csak ezek (részhalmazaxióma); minden a halmaz­
hoz van oly halmaz, amelynek elemei a részhalmazai (hatvány- 
halmaz-axióma); nem akarom említés nélkül hagyni a nevezetes 
kiválasztási axiómát sem.
A valós számok aritmetikájának axiómarendszerét is többféle­
képpen választhatjuk. Egyik mód, s ez az aritmetikának felépítése 
szempontjából kényelmes, alapfogalmakul a valós szám, összeadás, 
szorzás fogalmát és a «kisebb» relációt választani, axiómákul pedig 
azokat a tételeket, amelyek a valós számok halmazát rendezett 1234
12 E . Z e r m e l o , Untersuchungen, über die G rundlagen der Mengen­
lehre, I . M a th . A n n a le n ,  65 (1908), 261— 281. oldal.
13 A. F r a e n k e l , U ntersuchungen über d i e  G rundlagen der Mengen­
lehre, M a th . Z e i t s c h r i f t .  22 (1925), 250— 273. o ld a l; Z e h n  V o rle su n g en  
ü b e r  d ie  G ru n d leg u n g  d e r  M en g en leh re  (Leipzig és B erlin, 1927).
14 J . v o n  N e u m a n n , Eine A xiom atisierung der Mengenlehre, J o u r n a l  
f ü r  d i e  re in e  u n d  a n g e w a n d te  M a th . ,  154 (1925), 219— 240. o ld a l; Die 
A xiom atisierung der Mengenlehre, M a th . Z e its c h r if t , 27 (1928), 669— 
752. oldal.
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te s tk é n t je llem zik , s ezek en  kívü l a DEDEKiND-féle a la p tu la jd o n ­
ságot. A b izo n y ítá se lm éle t szem p o n tjáb ó l jo b b a n  kezelhető' ax ió m a- 
ren d szert k ap u n k , ha a  PnANO-féle a x ió m aren d sze rt b ő v ít jü k  ki a 
h a lm az e lm é le t olyan részéve l, am ely  le h e tő v é  teszi, h o g y  a  valós 
sz ám o k a t DEDEKixn-féle sze le tek  seg ítségével vezessük be. Könnyű 
lá tn i, h o g y  ehhez e legendő  a  p á ra x ió m á n a k  (am elyet a  rac io n á lis  
szám ok bevezetéséhez h aszn á lu n k ) és a  részh a lm azax ió m án ak  
m egfelelően specia lizált a l a k ja ;  pl. az u tó b b i így szó l: b á rm e ly  
T tu la jd o n sá g h o z  v an  o ly  h a lm az , am ely  a z o k a t és csak is az o k a t 
•a természetes számokból alkotott rendezett 'párokat15 ta r ta lm a z z a , 
am ely ek  T  tu la jd o n sá g ú a k . Az analízis szokásos fe lép ítéséhez ele­
gendő  a  fü g g v én y fo g a lm at m in t a la p fo g a lm a t és egy  b izonyos 
rá  v o n a tk o z ó , a részh alm azax ió m áh o z  an a ló g  ax ió m át ho zzá­
v en n ü n k  az  előbbi ax ió m aren d sze rh ez .15 6
Talán feltűnt az olvasónak, hogy ezekben az axiómákban az 
alapfogalmakon és néhány elkerülhetetlen, még tisztázandó, 
logikai fogalmon kívül a halmaz fogalma is szerepel. A lialmaz-
15 H a a  valós szám okat nem  racionális, hanem  term észetes számok 
halmazai segítségével v eze tjü k  be (erre m ódot ad  az a tény , hogy pl. 
minden 0 és I közötti irracionális számot egyértelm űen m eghatároz azon 
term észetes számok halm aza, ahányadik helyen a  kérdéses szám  diadikns 
kifejtésében az I szám jegy szerepel), akkor e helyett elegendő bárm ely 
T  tulajdonsághoz a T  tu lajdonságú te r m é s z e te s  szá m o k  halm azának 
létezését m egkívánnunk.
16 V. ö. J . v o n  N e u m a n n , Zur H ilbertschen Beweistheorie, M a th .  
Z e its c h r if t , 20 (1927), 1— 46. o ldal; 1. kü lönösen a  18. oldalon a  «Funk- 
tionsaxiom »-ot. Hogy ez az axióm a elegendő-e az analízis felépítéséhez, 
vagy az o tta n i ti. és 7. lábjegyzetben em líte tt tovább i függvényaxióm ák 
közül az első is szükséges, az a ttó l függ, hogy  milyen terjedelem ben 
akarjuk  az  analízist felépíteni. A folytonos függvények elm életéhez ele­
gendő az eredeti függvényaxióm a, a tetszőleges valós függvényekéhez 
kell a kérdéses további ax ióm a is. Ha nem  ragaszkodunk az analíz is 
szo k á so s  felépítéséhez, hanem  a folytonos függvényeket term észetes 
számok halm azaival vezetjük  be (hogy ez lehetséges, legfeljebb a  szo­
kásosnál kom plikáltabb tá rg y a lásra  vezet, m u ta tja  az a halm azelm életi 
tény, hogy a folytonos függvények kölcsönösen egyértelm űen hozzá­
rendelhetők a  term észetes számokból álló halm azokhoz), ak k o r a függ­
vényaxióm a helyett h aszná lha tjuk  a megelőző lábjegyzetben em líte tt 
speciális részhalm azaxióm át, ill. a  további függvényaxióm a h e ly e tt a hal­
mazelmélet részhalm azaxióniá jának megfelelő további speciális ese té t is.
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elmélet felépítésénél ez a fogalom alapfogalom. Ha a többi axióma- 
rendszer esetében a halmaz fogalmát a halmazelméletből ismert­
nek tesszük fel, akkor tulajdonképpen csak relatív axiomatizálást 
végeztünk a halmazelméletre vonatkozóan; ez a gyakran alkal­
mazott eljárás csak félmunka és a bizonyításelmélet szempontjából 
értéktelen, mert ha így járnánk el, akkor nem foghatnánk hozzá 
pl. az aritmetika ellentmondásnélkülisége kérdéséhez addig, amíg a 
halmazelméleté nincs tisztázva. Egy másik eljárás az volna, hogy 
a halmaz (és a tartalmazás) fogalmának a kérdéses diszciplínában 
szükséges speciális esetét (pl. a geometria folytonossági axiómájánál 
a ponthalmaz fogalmát, a teljes indukció axiómája esetén a termé­
szetes számokból álló halmazét) hozzávesszük az alapfogalmak­
hoz, az axiómákhoz pedig a halmazelmélet axiómáinak megfelelő 
speciális esetét. Tulajdonképpen ezt az eljárást követtük a valós 
számok aritmetikájának axiomatizálásánál. Egy harmadik mód 
abban áll, hogy a halmaz fogalmát a tulajdonság logikai fogalmával 
helyettesítjük. Pl. a teljes indukció axiómáját úgy fogalmazhatjuk, 
hogy ha a 0 rendelkezik valamely T  tulajdonsággal s ha, valahány­
szor megvan ez a T tulajdonsága valamely a természetes számnak, 
megvan a'-nek is, akkor minden természetes szám rendelkezik a 
T tulajdonsággal.17 A tulajdonság fogalmának a matematikai 
logika nyújtotta tisztázása után (amelyre a részhalmaz-axióma, 
ill. ennek más axiómarendszerekben szükséges speciális esetei miatt 
is szükség van) ez a harmadik mód bizonyul legegyszerűbbnek a 
bizonyításelmélet szempontjából.
11 H asonló m ódon  á tfo g a lm azh a tó  a  D e d e k i n n-félc fo ly tonosság i 
a x ió m a  is úgy , hogy  halm az h e ly e t t  tu la jd o n ság ró l legyen benne szó. 
A zonban  nem  m in d ig  sikerül ilyen  m ódon k ik ü szö b ö ln ü n k  az a x ió m á k ­
bó l a  halm az fo g a lm á t. Például n e m  sik e rü l a  h a lm az  fogalm át a t u l a j ­
donságéval p ó to ln i a  geom etria  fo ly to n o sság i a x ió m á já n a k  HiLBERT-féle 
a la k já b a n  (V o lls tän d ig k e itsax io m ), am e ly  szerin t a  po n to k , egyenesek 
és sík o k  ha lm aza  n em  b ő v íthe tő  ú g y  és az illeszkedés, közö ttfek v és és 
egybevágóság  re lác ió ja  nem  te r je s z th e tő  ki a  b ő v í te t t  ha lm azokra ú g y . 
ho g y  az  ax ió m aren d sze r összes tö b b i  ax ióm ája  é rv én y b en  m a rad jo n . 
H ason ló  m egjegyzés érvényes en n ek  a  teljességi a x ió m á n a k  specia lizá lt 
a la k já ra  is (A xiom  der linearen  V o lls tä n d ig k e it, a  3. láb jeg y ze tb en  
id é z e tt mű 30. o ld a lán ).
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Mármost valamely matematikai diszciplína axiomatikus fel­
építése pontos definícióját szolgáltatja annak, hogy mi tartozik a 
kérdéses diszciplínába; pl. a természetes számok aritmetikája azon 
tételek összessége, amelyek a PEANo-féle axiómáknak puszta logikai 
következményei (1. azonban még a 47. lábjegyzetet); s az aritme­
tika ellentmondásnélküliségét bebizonyítani annyit jelent, mint 
megmutatni, hogy ezeknek az axiómáknak nincs két olyan logikai 
következménye, amelyek egymás tagadásai. Hogy ennek bebizo­
nyításához hozzáfoghassunk, még a «tétel», «következmény», «taga­
dás» fogalmát kell exakt módon megfogalmaznunk. Ezt az exakt 
megfogalmazást a matematikai logika teszi lehetővé.
A matematikai logikának itt elsősorban két ága jön tekintetbe: 
az elemi logika (vagy logikai aritmetika, ítéletkalkulus), és a logikai 
függvénykalkulus (logikai függvénytan, predikátumkalkulus) egy 
része, az ú. n. szűkebb függvénykalkulus.
2. Elemi logika.
A matematikai logika — ha eltekintünk egyes arab filozófusok 
folytatás nélkül maradt fogalomalkotásaitól — L e i b n i z i  18 vezet­
hető vissza; csak azért nem mondhatjuk, hogy egyidős az infini- 
tózimális számítással, mert azt ARCHiMEDEsig szokás visszavezetni. 
L eib n iz  célja az volt, hogy a tudomány számára a köznyelv pon­
tatlanságaitól megtisztított nemzetközi nyelvet szerkesszen, amely 
e mellett szavak helyett olyan elemekből — a matematikaiakhoz 
hasonló formulákból — épül fel, amelyek a tudomány exakt mon­
danivalóihoz jobban simulnak, mint a szavak. L eib n iz  kezdemé­
nyezését, eleinte a közben felmerült algebrai analógiáktól vezet­
tetve, különösen B o o l e . P eirce és S chröder folytatták; majd 
F r e g e , P eano, R u ssell , H ilbert  és tanítványaik fejlesztették 
tovább a matematikai logikát, a matematika exakt megalapozásá­
nak szükségleteit tartva szem előtt.18 9
18 G . W. L e i b n i z , D issertatio  de a rte  com binatoria etc., O p e ra  p h ilo so -  
■phicá q u a e  e x sta n t o m n ia ,  edidit J . E .  E r d m a n n . 1 (Berlin. 1840), 6— 44. 
o ld a l: Non inelegans specimen dem onstrandi in ab s trac tis , u g y a n o tt.  
9 4 ^ 9 7 .  oldal.
19 A m atem atikai log iká t a bizonyításelm élethez szükséges formája-
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A matematika egyes körébe vágó ítéleteket igazaknak, másokat 
hamisaknak deklarál; más szóval, egyes ítéletekhez az «igaz», 
másokhoz a «hamis» logikai értékeket rendeli hozzá. A matematikai 
logika e két logikai értékkel, természetük mélyebb kutatását a 
filozófusoknak engedve át, hasonló módon számol, mint az arit­
metika a számokkal. Algebrai analógiák miatt e két értéket sokáig 
az «1» és «0» jelekkel jelölték; ha a matematikai logikát a matema­
tikára akarjuk alkalmazni, célszerű a logikai értékek számára a 
matematika jeleitől különböző jeleket bevezetni, pl. «t»-t az «igaz», 
« 4 »-t a «hamis» számára.
Az elemi logika oly műveletekkel (függvényekkel) foglalkozik,, 
amelyeknek független változói20 is, értékei is az t  és 4- értékeken 
futnak át. Ilyen műveletet úgy adhatunk meg, hogy valamennyi — 
véges számú — helyen megadjuk értékét; pl. az
Y
' t 4
t t 4
4 4 4
táblázat az ú. n. konjunkció műveletét definiálja, amelynek értéke, 
X  & Y  («X és Y»), tehát akkor és csak akkor t , ha X  =  Y  =  t  • 
Hasonlóan definiálhatjuk «egyszeregyükkel» a többi műveleteket; így
Y
L 4
t t t
4 t 4
ban tá rg y a lja  D. H i l b e r t — W. A c k e r m a n n , G ru n d zü g e  d e r  th eo re tisch en  
L o g ik  (2. k iadás: B erlin , 1938), v a lam in t, bizonyításelm életi alkalm a­
zásaival együ tt, D. H i l b e r t — P. B e r n a y s , G ru n d la g e n  d e r  M a th e m a tik ,  
I  (Berlin, 1934). M indkét mű aján lható  a  m atem atikai log ika e lsa já títá ­
sára. A m atem atikai logikának 1935-ig bezárólag te ljes irodalm át ad ja  
A l o n z o  C h u r c h , A B ibliography of Sym bolic Logic, T h e  J o u r n a l o f  
S y m b o lic  L o g ic , 1 (1936), 121—218. oldal és A dditions an d  Corrections 
to  A Bibliography of Symbolic Logic, u g y a n o tt, 3 (1938), 178—
212 oldal.
20 Az I  é s  I  értékeken  átfutó, ú . n . (elemi) logikai vá ltozókat latin, 
nagy betűkkel fogom jelölni.
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a diszjunkció, X  V Y («X vagy Y»),
Y
t 1
1 1 t
l 1 t t
pedig az implikáció, X —>Y («X-ből Y») definíciója. Lehet több­
változós műveletről is beszélni; pl. egy háromváltozós művelet 
definíciójához nyolc helyen kell megadni az értékét. Viszont az
XI t i
x|  1 t
táblázat egyváltozós műveletet definiál, a negáció X  («nem X») 
műveletét. Az elnevezések azokra a szócskákra utalnak, amelyek­
nek szerepét ezek a műveletek a matematikára való alkalmazásban 
(és egyéb alkalmazásokban is) átveszik. Pl. ha két ítéletet az «és» 
szócskával kötünk össze, a kapott ítélet logikai értéke X  & Y  lesz, 
ahol X  és Y rendre az eredeti ítéletek logikai értéke; hasonlóan 
X  annak az ítéletnek logikai értéke, amely valamely X  logikai 
értékű ítéletből a «nem» szócska alkalmazásával keletkezik. A «vagy» 
szócskát a köznyelvben többféle értelemben szokás használni; a 
diszjunkció definíciója ezt a többértelműséget a matematikában 
használatos értelemnek (amely szerint pl. «2 kisebb vagy egyenlő 
8-mal» igaz ítéletnek számít) előnyben részesítésével szünteti meg. 
Az implikáció esetében e mellett még egy egyszerűsítő kiterjesztést 
is végzünk azáltal, hogy azt, hogy egy ítéletből egy másik követ­
kezik, igaznak deklaráljuk minden esetben, amikor vagy az első 
hamis, vagy a második igaz, akár van «tartalmi összefüggés» a két 
ítélet között, akár nincs; ugyanis a bizonyításelmélet számára a 
következés fogalmából csak az az egy tény lesz fontos, hogy az, 
hogy egy igaz ítéletből következik egy hamis, sohasem lehet igaz.21
21 Más célokra szokás e m elle tt az ú. n. m a te r iá l i s  im p l ik á c ió  m elle tt 
egy, a  következm ény klasszikus logikai (és köznapi) fogalm ának jobban 
megfelelő ú. n. szo ro s  im p l ik á c ió t  (strict im plication) is figyelembe venni j. 
ez azonban m ár nem  a fen ti értelemben v e t t  elemi logikai m űvelet,, 
hiszen logikai értéke nem  pusz tán  elő- és u tó tag ján ak  logikai é rték é tő l 
függ. E  szoros implikáció bevezetése axiom atikusán tö r té n h e tik ; 1. C. I . 
L e w i s — C. H . L a n g f o r d , S y m b o lic  L o g ic  (New Y ork , 1932), A ppendix II.
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Amint egy műveletet azáltal definiálhatunk az elemi logikában, 
hogy értékét minden helyen megadjuk, ugyanúgy egy műveleti 
szabályt azáltal bizonyíthatunk be, hogy érvényességét minden 
egyes (véges számú) helyen igazoljuk. Ily módon könnyen verifi­
kálhatjuk pl. a következő törvényeket :
X  & Y  =  Y  & X, X \ /  Y  = Y  \ / X  (kommutativ törvények) ;
(X& Y )& Z  = X & (Y& Z), (X \J Y ) \ /Z  =  X \J (Y y Z )
(asszociatív törvények) ;
(X & Y )y Z = (X \ /Z )& (Y \ /Z ) ,  (.X V Y) & Z =  (X&Z)V(Y&Z)
(disztributiv törvények),
amelyeken a már említett algebrai analógia alapul (lényeges elté­
rés azonban az algebrától, hogy itt mindkét disztributiv törvény 
érvényes).
A felsorolt műveletek segítségével, a (többváltozós) interpolációs 
formula analogonjaként könnyen felírhatjuk az X lt X 2,. . . ,  X n vál­
tozók olyan kifejezését, amely adott helyeken adott logikai értéke­
ket vesz fel; minthogy az összes lehetséges helyek száma véges (2n) 
•és egy műveletet az ezeken a helyeken felvett értékei meghatároz­
zák; adódik, hogy a felsorolt négy művelet segítségével bármely, 
akárhány változós logikai műveletet kifejezhetünk. A könnyen 
verifikálható
X & Y X V Y - X -> Y. X V Y =  X & Y  =  (X ->Y) —>Y,
X ->Y  =  X & Y  =  XV Y
törvények mutatják, hogy e célra már a negáció és az 
X & Y. XV Y, X —>Y. műveletek egyike is megfelel.22
Megemlítem még az
(X & Y) ->■ Z — X -*  (Y-+Z) (1)
törvényt, amely mutatja, hogyan lehet olyan implikációt, amely­
nek előtagja konjunkció, pusztán implikációkkal kifejezni.
22 K ifejezhetjük  a  logikai m űveleteket egyetlenegy kétváltozós 
m űvelet segítségével is :  akár az F , a k á r  az Jl||K  =  X \/  Y
m űvelet segítségével; 1. H. M. S h e f f e r , A S et of F ive Independent 
Postulates for Boolean Algebras, w ith  Application to  Logical C onstants, 
T ra n s a c tio n s  o f th e  A m e r ic a n  M a th . S o c ie ty , 14 (1913), 481— 488. oldal.
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A felsorolt műveletek segítségével változókból felépített kifeje­
zések, i í . n. elemi logikai formulák között fontos szerepet játsza­
nak a bizonyításelméletben azok, amelyeknek értéke a változók 
minden értékrendszerénél t . Az ilyen formulákat identikusán 
igaz formuláknak, röviden identitásoknak nevezzük. Ilyenek pl.
X —*X ; X  V X ; X & X  ;
X->(Y->X); (X-yY)-*(Y->X); (X->(Y->Z))^((X^Y)->(Z->Z)); (2)
további ilyen identitásokat kapunk, ha a fentemlített törvények 
bal- és jobboldalát (vagy megfordítva) az implikáció jelével kötjük 
össze. Identitásból újabb identitást kapunk, ha változói helyébe 
tetszőleges formulákat helyettesítünk (természetesen ugyanazon 
változó helyébe, ha több helyen is előfordul, mindenütt ugyanazt 
a formulát). Az implikáció definíciójából közvetlenül adódik 
továbbá, hogy ha 21 és 2I->-23 identitások,23 akkor 33 is a z ; azt az 
operációt, amely 21-ból és 91—»-Sö-ből 93-t adja, leválasztásnak 
nevezzük. Érdekes eredmény, hogy meg lehet adni véges számú 
olyan identitást, amelyből minden identitást meg lehet kapni 
helyettesítések és leválasztások segítségével; 24 ezt a tényt — 
nyilvánvaló analógia folytán — az elemi logika axiomatizálható- 
ságának, a kérdéses véges számú identitást (amelyeket többféle­
képpen választhatunk) az elemi logika axiómáinak, a helyettesítést 
és leválasztást az elemi logika következtetési szabályainak nevez­
zük. Ha csak az implikáció és negáció segítségével felépülő iden­
titásokra szorítkozunk, a (2) formulák egy axiómarendszert adnak 
ezek számára.
Adott formuláról mindig el tudjuk dönteni, ident.itás-e, vagy 
nem; elég ehhez valamennyi (véges számú) helyen kiszámítani az 
értékét. Ha a változók száma nagy, akkor ez az eljárás hosszadal­
mas; vannak gyorsabban célhoz vezető módszerek is.
23 N ém et nagybetűk  nem logikai vá ltozókat jelölnek, hanem  te tsző­
leges form ulákat.
24 E . L .  P ost , In tro d u c t ion to  a General Theory of E lem entary  Propo­
sitions, A m e r ic a n  J o u r n a l  o f M a th .. 43 (1921). 163— 185. oldal ;egyszerűbb 
bizonyítás tek in te tében  1. L .  K a l m á r , Ü ber die A xiom atisierbarkeit des 
Aussagenkalküls, A c ta  S c ie n tia r u m  M a th .. 7 (1934— 35), 222— 243. oldal
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3. Logikai függvénykalkulus.
A matematikában lépten-nyomon előfordulnak olyan ítéletek,, 
amelyek egy vagy több betűt (változót) tartalmaznak s logikai 
értékük e változóktól függ; pl. «x osztója y-nak», «P a Q és R között 
fekszik» stb. Maguk a változók a legkülönbözőbb halmazokon 
futnak át, pl. a természetes számok halmazán, a sík pontjainak 
halmazán stb. Az ilyen ítéletek logikai értéke tehát olyan függvény,, 
amelynek változói egy adott H halmazon futnak át, értékei pedig 
logikai értékek. Az ilyen ú. n. logikai függvényekkel foglalkozik a 
logikai függvénykalkulus. A szűkebb függvénykalkulusban a 
H  halmazt fixnek tekintjük és individuum-tartománynak, elemeit 
pedig individuumoknak23 nevezzük. Az egyváltozós logikai függ­
vényeket tulajdonságoknak, predikátumoknak, a többváltozós 
logikai függvényeket relációknak is szokás nevezni; az elnevezés 
okát eléggé megvilágítják a következő példák, amelyekben H  a 
pozitív egész számok halmaza:
F(x) j t , ha x páros szám,I I , ha x páratlan szám;
G(x) =  
K(x, y) =
I T , ha x primszám,
I l , ha x összetett szám; 
j T , ha x <  y,
I f ,  ha x y ;
D(x, y) =  { 
S(x, y, z) =  | 
P(x, y, z) =  {
T , ha a: osztója y-nak,
J. , ha x nem osztója y-nak ; 
t , ha z=x-\-y,
I , ha s 4= x-\-y;
T , ha z=xy,
J. , ha z =}= xy.
Más példák : legyen H  a sík pontjainak halmaza, L(x, y, z) akkor 
és csak akkor T , ha x, y, z egy egyenesen vannak; M(x, y, z) 
akkor és csak akkor í  , ha y az x és z közé esik.
Logikai függvényekre az elemi logika műveleteit alkalmazva, 25
25 Az individuum okon átfu tó  változóka t la tin  k isbetűkkel fogjuk 
jelölni.
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újabb logikai függvényeket kapunk; pl. F(x) & G(x), ahol F és G 
a fent definiált függvények, akkor és csakis akkor T , ha x —2 ; 
K(x, y)\/K(y, x) akkor és csak akkor f , ha x 4= y.
A függvény kalkulus azonban foglalkozik két speciális, logikai 
függvényekre vonatkozó függvényoperációval, ú. n. quantorral is; 
ezek definíciója:
(x)F(x)
és
(E x)F(x)
T , ha F(x) az a függvény, amelynek értéke
minden helyen T,
i különben;
i , ha F(x) az a függvény, amelynek értéke
minden helyen I ,
T különben.
A (a:)-et általános, (Ex)-et exisztenciális quantornak nevezzük; 
kiejtésük: «minden x-re», ill. «van oly x, hogy»’. E quantorok több­
változós függvényre alkalmazva eggyel kevesebb változós függ­
vényt adnak; pl. (Ex)P(x, y, z) akkor és csak akkor I , ha y és z 
olyan természetes számok, hogy minden x helyen z =j= xy, azaz ha 
y nem osztója 2-nek ; tehát
(Ex)P(x, y, z) =  D(y, z);
hasonlóan (figyelembevéve, hogy H  a pozitív egész számok halmaza) 
(Ex)S(x, y, z) =  K(y, z)-,
(Ex)P(x, x, y) akkor és csak akkor f , ha y négyzetszám; (x)P(x, y, x) 
akkor és csak akkor t , ha y = 1. A (x), (Ex) quantorok alkalmazá­
sával keletkező kifejezések tehát x-tő\ nem függnek; x bennük
b
ú. n. kötött változó (éppúgy, mint az analízisJf(x) dx kifejezésében).
a
A függvénykalkulus formulái azok a kifejezések, amelyek elemi 
logikai változókból és logikai függvényekből az elemi logika műve­
letei és quantorok segítségével épülnek fel; pl.
(x)((Ey)F(x, y) —► (z)G(y, z, u )\jX ).
Egy ilyen formula értéke függ a) az individuumtartomány válasz­
tásától; b)  a benne szereplő logikai függvények és az elemi logikai 
változók helyére teendő logikai értékek választásától; c) a quan-
6*
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torral le nem kötött, ú. n. szabad változók 20 *6 helyére teendő indi­
viduumok választásától. Megint azok a formulák lesznek fontosak 
számunkra, amelyeknek értéke ezek minden választásánál T ; 
ezeket nevezzük a függvénykalkulus identitásainak. Ilyenek ma­
guk az elemi logika identitásai is; ezeken kívül pl.
a quantorok definíciója ugyanis azonnal adja, hogy ezek értéke az 
individuumtartomány, az F  egyváltozós logikai függvény és az 
a individuum minden választásánál T • További példák
nem identitás, mert értéke 1 lesz, ha pl. az individuumtartomány 
a természetes számok halmaza, továbbá F(x,y) a fenti K(y,x).
Itt már nem ismeretes olyan eljárás, amelynek segítségével adott 
formuláról mindig eldönthetjük véges számú lépésben, vájjon 
identitás-e; az ily eljárás meghatározására vonatkozó probléma 
az ú. n. eldöntés-probléma. Ez a probléma, noha számos speciális 
esete megoldásra talált (p l. olyan formulák esetére, amelyekben 
minden quantor a formula elején van és hatásköre a formula 
végéig terjed 27 s a quantorok közül csak kettő exisztenciális s
20 Jegyezzük meg, hogy ugyanaz a változó  lehet egy form ula egyik
helyén szabad, m ásik helyén k ö tö tt vá lto zó ; pl. az u to ljá ra  em lített
form ulában y  a  -> előtt k ö tö tt ,  utána szabad  változó. A form ula á t ­
tekinthetősége szem pontjából célszerű bizonyos betűket (pl. x , y .  z, u ,
v . w )  csak k ö tö tt ,  másokat (pl. a , b, c, <1. e) csak  szabad vá ltozók  jelölé­
sére használn i; ez t a 10. lábjegyzetben id é z e tt H i l b e r t — B e r n a vs-féle
könyv szigorúan keresztül viszi.
27 Az olyan form ulákat, am elyekben m inden  quantor elől van  és az 
egész u tána következő form ularészre vonatkozik , praenex form uláknak 
nevezik. M inden form ulához ta lá lh a tó  o lyan  praenex form ula, am ely­
nek m indig ugyanaz az értéke, m int az eredetinek, úgyhogy az eldöntés* 
probléma szem pontjából a praenexség nem lényeges m egszorítás.
(x)F(x) -* F(a), 
F(a) -> (E.r)F{x) ;
ellenben pl.
(Ex)(y)F(x,y) -> (y)(Ex)F(x,y) ; 
(x)F(x)&(x)G(x) -> (x)(F(x)&G(x));
(y)(Ex)F(x.y)^(Ex)(y)F(x,y)
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azok is szomszédosak28), általánosságban, mint Chuech nemrég 
bebizonyította,29 megoldhatatlan.
A bizonyításelmélet szempontjából célszerű a formula és az 
identitás fogalmának még két általánosítását figyelembevennünk. 
Minden individuumtartományban definiálható a következő' logikai 
függvény:
í t , ha x ugyanaz az individuum, mint y, 
J{x’ y ) = \ l  különben.
Mármost egy formulát, amelyben ez a speciális függvény is elő- 
fordul, akkor nevezünk identitásnak, ha az individuumtartomány, 
a formulában J-n kívül szereplő logikai függvények és az elemi 
logikai változók helyére teendő logikai értékek, végül a szabad 
változók helyébe teendő individuumok bármely választásánál, ha 
azonkívül A épp a fent definiált logikai függvényt jelenti, í  a 
formula értéke. Pl.
A (a, a), (5)
A (a, b)->(F(a)-+F(b)) (6)
(Ex){y) A (x, y) & (Ex)F(x) -> (x)F(x)
28 Az eldöntés-problém a e speciális esetének m egoldására vonatkozó­
lag 1. K .  G ö d e l . E in  Spezialfall des Entscheidungsproblem s der th e o re ­
tischen Logik. E rg e b n is s e  e in e s  m a th .  K o l l o q u i u m s .  2 (1932), 27— 28. 
o ldal; L. K a l m á r , Über die E rfü llbarkeit derjenigen Zählausdrücke, 
welche in der Normalforni zwei benachbarte Allzeichen en th a lten , 
M a t h .  A n n a l e n ,  108 (1933), 466— 484. oldal; K . S c h ü t t e , U ntersuchun­
gen zum Entscheidungsproblem  der m athem atischen Logik, M a t h .  
A n n a l e n ,  109 (1933— 34). 572— 603. oldal.
29 A. C h u r c h , A Note on th e  Entscheidungsproblem . J o u r n a l  o f  
S y m b o l i c  L o g ic ,  1 (1936), 40— 41. és 101— 102. oldal. — Az eld ö n tés­
probléma álta lános megoldása olyan eljárás m egadásában állna, am ely  
m inden form ulához hozzárendel egy, véges szám ú lépésben m eghatároz­
ható , logikai é rték e t, mégpedig az f  -at, ha a fo rm ula iden titás, a  |  -a t, 
ha nem. C h u r c h  az t. hogy ilyen hozzárendelés nem  lehetséges, nem  ú g y  
m u ta tja  meg, hogy olyan fo rm u lá t ad meg. am elyről nem lehet véges 
számú lépésben eldönteni, hogy identitás-e, v ag y  nem, hanem  úg y , 
hogy m inden olyan véges  s z á m ú  lépésben  v é g r e h a j th a tó  eljáráshoz, 
am ely m inden formulához egy-egy logikai é r té k e t rendel hozzá, m egad 
egy-egy form ulát, amelyről el tu d ja  dönteni, hogy identitás-e, vagy  n e m ­
de m egm uta tja , hogy ha id e n titá s , akkor éppen a  |  , ha meg nem iden ­
titá s , akkor az f értéket rendelte hozzá a szóbanforgó eljárás.
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ilyen identitások (a legutóbbi azért, mert az implikáció T , ha 
előtagja 1 , bármi is legyen utótagja; ha pedig eló'tagja í , azaz 
az előtagban szereplő konjunkció mindkét tagja í , akkor az 
individuumtartomány egyrészt egyetlenegy elemből áll, másrészt 
F(x), ha x ezt az elemet jelenti, nem I , tehát az individuum­
tartomány bármely (egyetlen) helyén T , úgyhogy az implikáció 
utótagja s vele az egész implikáció í .
Tovább általánosíthatjuk még a formula fogalmát úgy is, hogy 
megengedjük, hogy ú. n. matematikai függvények, azaz olyan függ­
vények is szerepeljenek benne, amelyeknek változói individuumo­
kon futnak át és értékei is individuumok.30 Ilyen matematikai 
függvény pl. a természetes számok individuumtartományán az 
x vagy az x .y  függvény, vagy a sík pontjainak halmazán az 
az f(x, y) függvény, amelynek értéke az x és y pontok felezőpontja. 
A formulákban a logikai függvények argumentumaiban individuum­
változókból és matematikai függvényekből összetett tetszőleges 
kifejezések állhatnak; pl.
(x)(Ey){F{x,f(x,g(x,y))) V G(f(x,y), g(f(x,y), f{y,x))) -* á (f(x,y), g{y,y)))
ilyen általános értelemben vett formula. Egy ilyen formulát akkor 
nevezünk identitásnak, ha az individuumtartomány, a benne 
szereplő logikai és matematikai függvények, az elemi logikai vál­
tozók helyébe teendő logikai értékek és a szabad változók helyébe 
teendő individuumok bármely választásánál (azonban, ha a J  függ­
vény is szerepel benne, ennek fent megadott definíciójánál) T az 
értéke. Pl.
(x)F(x,f(x)) -* (x)(Ey)F(x,y)
identitás. Az ilyen általánosított identitásokra vonatkozó eldöntés­
probléma visszavezethető az eredeti eldöntés-problémára, de vele 
együtt megoldhatatlan.
Az ú. n. bővített függvénykalkulus az individuumtartományok 
egy egész seregén definiált logikai függvényekkel, a reájuk vonat­
kozó quantorokkal és az ezekből felépíthető formulákkal foglal­
30 Az ilyen függvényeket la tin  kisbetűkkel, m íg a logikai függvé­
nyeket la tin  nagybetűkkel jelö ljük .
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kozik; ezek közül az individuumtartományok közül az első, H v 
tetszőleges, de fix; a következő, H2, a H1-en definiált logikai függ­
vények halmaza; H3 a H2-n definiált logikai függvények halmaza 
stb.31 Ezzel nem foglalkozunk itt részletesebben..
Mármost a matematikai logika segítségével pontosabban meg­
fogalmazhatjuk az axiomatizálásban szereplő fogalmak jelentését. 
Minden axiomatizálással egy összességet szándékozunk jellemezni, 
pl. a PEANO-féle axiómákkal a természetes számok halmazát, a 
geometria axiomatizálásával a tér pontjainak, egyeneseinek és sík­
jainak halmazát.32 Az alapfogalmak e halmazon mint individuum- 
tartományon definiált logikai vagy matematikai függvények. Az 
előbbiekre példák a geometria axiómarendszerében a «pont , 
«egyenes , «sík» predikátumai (ezek közül pl. az első az az egyvál­
tozós logikai függvény, amely akkor és csakis akkor T, ha argu­
mentuma pont), az «illeszkedés», a «közöttfekvés» és az «egybevágó­
ság» relációja (pl. a harmadik az a négyváltozós F (x, y, z, u) logikai 
függvény, amely akkor és csak akkor T, ha x, y, z és u  pontok s 
az xy  szakasz egybevágó a zu  szakasszal); a PEANO-féle axiómák­
ban a «természetes szám» predikátuma; a halmazelmélet axiómái­
ban a «halmaz» predikátuma és az «elemként tartalmazás» relációja. 
Az utóbbiakra példa a PEANO-féle axiómákban az a' függvény. 
Alapfogalomként speciális individuum is szerepelhet, mint pl. itt 
a 0; az ilyeneket beleérthetjük a matematikai függvények közé, 
mint 0-változós függvényeket.
Maguk az axiómák s általánosan az axiomatizált diszciplína 
tételei az alapfogalmakból elemi logikai műveletek és quantorok 
segítségével összetehető bizonyos formulák |  értékűségét fejezik ki. 
Az axiómák és tételek ily módon való felírásának, az ú. n. formali­
31 A bővített függvénykalkulusnak a m atem atika lí ussELLtői szár­
mazó ú. n. lo g ic is z t ik u s  felépítésénél ju t fontos szerep. E felépítés a 
matematika minden egyes té te lé t mint a bőv íte tt logikai függvény­
kalkulus identitását kapja meg.
32 A halmazelmélet axiómarendszere is egy összességet: a halmazok 
(és, az eredeti ZERMELo-féle axiómarendszer esetén, a nem halmazjellegű 
elemek) összességét jellemzi. Ezen a tényen semmit sem változtat az, 
hogy maga ez az összesség az axiomatikus halmazelméletben nem halmaz'
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zálásnak33 módját illusztrálják a következő példák. Ha N(x) a 
«természetes szám» predikátuma ( í , ha x természetes szám, külön­
ben 34 J), továbbá A (a, b) helyett, mint szokásos, a=b-1 és A (a, b) 
helyett a±b-t  írunk, akkor az első négy PEANo-féle axióma azt 
fejezi ki, hogy a következő formulák értéke mindig T :
N(0),
N(a)'~* N(a'); 
a'=b'->a=b;
N(á) —►«'=)= 0.
Ha P(x) a «pont», L(x) az «egyenes» predikátuma, C(x,y) az «illesz­
kedés» relációja, akkor az az axióma, hogy két ponton egy és 
csak egy egyenes megy át, úgy fejezhető ki, hogy a következő 
formula értéke bármely a és b mellett T :
P{a) & P(b) & a=)=6 —+ (Ex)(L(x) &C(a x) & C(b,x) &
& (y)(L(y) & C(a,y) & C(b,y) —> y=x))
az (Eíc) után következő konjunkció első három tagjának t értékű- 
sége azt fejezi ki, hogy x az a-val is, fr-vel is illeszkedő egyenes; a 
negyedik tagé pedig azt, hogy ha valamely y is ilyen egyenes, akkor 
azonos x-szel, azaz, hogy csak egy ilyen egyenes van).
A tetszőleges tulajdonságokról szóló axiómáknak olyan formu­
lák felelnek meg, amelyekben tetszőleges (egyváltozós) logikai függ­
33 A form alizálás a bizonyításelm élet szem pontjából csak segéd­
eszköz az ellentm ondásnélküliség exakt m egfogalmazásához és bebizo­
nyításához. Más felfogás, különösen a logicizm us felfogása szerint a 
formalizálás ö n c é l: a  logicisták szerint a m a tem atik a  csak a  form ali­
zálással éri el az exaktság  teljes fokát. Ez a  felfogás P eanóra vezethető 
v issza; 1. G. P e a n o , A r ith m e tic e s  p r in c ip ia ,  n o v a  m eth odo  e x p o s i ta  (To­
rino, 1889); I  p r i n c i p i i  d i  g e o m e tr ia ,  lo g ic a m en te  e x p o s t i  (Torino, 1889); 
F o rm u la ir e  d e  m a th é m á tiq u e s  (Torino, 1895— 1908).
34 Ha az axiómarendszerrel jellemzett individuum tartom ány a te r­
mészetes számok összessége, akkor N ( x )  mindig igaz; ekkor az első két 
PEANO-féle axióm ára nincs is szükség és a negyedik is az egyszerűbb 
a '  =j= 0 formulával formalizálható. Más a helyzet, ha pl. a valós számok 
összességét akarjuk  axiomatikusán jellemezni, s a PEANO-féle axiómák 
axiómarendszerünknek csak egy részét képezik; ez esetben vannak 
individuumtartományunknak más elemei is, m int természetes számok 
s az N ( x )  predikátum ra valóban szükség van.
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vény (ú. n. függvényváltozó) van; pl. a teljes indukció axiómája 
úgy fejezhető' ki, hogy az
F(0) & (x)(F(x) -> F(x')) -» (x)(N{x) -> F(x))
formula értéke, a folytonosság DEDEKiND-féle axiómája pedig azt, 
hogy ha M  a «közöttfekvés» relációja, az
(Ex)(Ey)(Ez)(Eu)(x^=y&z^u& F(x) & F(y) & F(z) & F(u)) &
& (%)(y)(z)(F(x) & F(y) & M(x,z,y) -> F{z)) -> (Eu)(x)(y) (F(x) &
& F(y) & ar=j=w & y=^u-+M(x,u,y))
formula értéke az F  függvényváltozó bármely választásánál |  .
Az axiómák erős megszorítást jelentenek az individuumtarto­
mányra és az alapfogalmakra nézve. Hiszen egy axiómarendszer 
éppen azt jelenti, hogy nem tetszőleges individuumtartományról 
van szó, s az alapfogalmakat reprezentáló logikai és matematikai 
függvények nem tetszőlegesek, hanem olyanok, hogy minden egyes 
axióma 35 értéke (a szabad változók és a függvényváltozók bármely 
választásánál) T legyen.
Mármost legyenek 2l1; ?(2, . . . ,  2In egy axiómarendszer axiómáit, 
S3 pedig az axiomatizált diszciplína egy tételét ilyen módon for­
malizáló formulák. Mit jelent az, hogy a kérdéses tétel pusztán 
logikai úton (a nélkül, hogy másra, mint az axiómákra hivatkoz­
nánk, a nélkül, hogy az alapfogalmakról mást felhasználnánk, 
mint amit az axiómák kifejeznek) következik az axiómákból? 
Azt, hogy minden olyan individuumtartományban és az alap­
fogalmaknak megfelelő logikai és matematikai függvények minden 
olyan választásánál, amelyeknél 2I1=3Í2= . . .  =  2l„= t , egyúttal 
33= T- Nevezzük az individuumtartomány és az alapfogalmaknak 
megfelelő logikai és matematikai függvények választását röviden 
modellnek és egyelőre tegyük fel, hogy sem 2lx, ?í2, . . . ,  21,,, sem 33 30
30 Egyszerűbb kifejezésmód kedvéért néha az axióm ákat formalizáló 
formulákat azonosítjuk az axióm ákkal; hasonlóan, az axiom atizált 
diszciplína tételeit formalizáló formulák és maguk e tételek között sem 
teszünk különbséget.
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nem tartalmaznak szabad változókat,36 sem pedig függvényvál­
tozókat, úgyhogy Stx, 3Í2, 2 l m 33 határozott értékeket vesznek 
fel, mihelyt a modellt megadjuk. Akkor a fenti tulajdonság úgy is 
kifejezhető', hogy az
3í1&3I2&...&21„->93 (7)
formula értéke bármely modellben í ,  más szóval: (7) identitás. 
Hiszen (7) értéke biztosan T, ha 2lx, 21,,..., 2ín közül csak egy 
is l ,  mert akkor az implikáció előtagja I ;  tehát (7) akkor és 
csak akkor identitás, ha értéke mindig T akkor is, ha 2lx =  2ía =  
=  . . .  =  2ln =  í , azaz ekkor 23= T.
Pl. a O'^O"' (közönséges jelöléssel: 14=3) tétel pusztán logikai 
úton következik az első négy PEANó-féle axiómából. Ez azt jelenti, 
hogy ha H bármilyen halmaz, N(x) bármilyen H-n értelmezett 
egyváltozós logikai és x' bármilyen H -n értelmezett egyvál­
tozós matematikai függvény, továbbá 0 a H halmaz bármely 
eleméi jelöli, ha továbbá N(0)= t ,  N(a) -* N(a’) =  T, A(a', b’)~* 
—* A (a, b) =  T és N(a)—> A (a', 0)= f a  H  halmaz bármely a, b 
elemére, akkor A (()', 0'") =  T-Ezt a tényt másképp úgy is kifejez­
hetjük, hogy az
N(c) & (x)(N(x)-*N(x'))&(x)(y)(A(x', y')-*A(x, y)) &
& (x)(N(x) —> A (x', c)) —> A (c', c'") 
formula értéke a H halmaz, ennek c eleme s az N(x) logikai és 
x' matematikai függvény bármely választásánál T, azaz a (8) for­
mula identitás. Itt ismét A (x, y)-t írtunk x =  y helyett (mert 
az =  jelet a logikai értékek egyenlőségének jelölésére használtuk); 
továbbá () helyett c-t írtunk annak kitüntetésére, hogy H  bármely 
elemét jelölheti; a PEAXo-féle axiómákat pedig az n, b szabad 
változók helyett az x, y kötött változókkal formalizáltuk (1. a 
36. lábjegyzetet).
36 Szabad változó jelenlétén könnyen seg íth e tü n k  úgy, hogy  helyébe 
általános quan to rral kö tö tt változó t teszünk ; pl. a második l ’EANO-féle 
axióm át (x ) (N (x ) -* -N (x ') )  a lakban  írh a tju k . Függvényváltozók jelen­
létén hasonló módon csak akkor seg íthetnénk , ha a  bőv íte tt függvény­
kalkulust vennők a la p u l; ez esetben pl. a  te ljes indukció axióm áját 
{F ) (F (0 )& (x )(F (x ) -* -F (x ') ) -> -(x ) (N (x )-* -F (x ) ) )  a lakban írhatnék .
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A (7) formula az (1) törvény (és a konjunkció asszociatív tör- 
vénye) ismételt alkalmazásával így is írható:
Stj. —► (91b —► - - - —*• (2l„ -+ 35)...); (9)
a 33 té tel37 tehát akkor és csak akkor következménye az Slj, 2I2,...,2I„ 
axiómáknak, ha (9) identitás. Jegyezzük meg, hogy 33 a (9) for­
mulából rendre Síj. 2l2, . . . ,  2ín leválasztásával adódik; azaz diszcip­
línánk minden tételét megkaphatjuk leválasztás segítségével az 
axiómákból és egy identitásból. Fordítva, az axiómákból és iden­
titásokból leválasztásokkal adódó bármely 33 formula következ­
ménye az axiómáknak, hiszen ha olyan modellt választunk, amely­
ben SIj= 2t2 = . . .  =2Ím— T, valamennyi identitás értéke is T lesz 
(mint minden modellben), tehát 33= T lesz, mert ha valamely 
modellben g =  T és g - > ® =  T, akkor @= T-
Ily módon a következmény fogalmát sikerült exakt módon meg­
fogalmaznunk ; ez a megfogalmazás azonban még mindig nem 
kielégítő'. Ugyanis szerepel benne az identitás fogalma, amit vég­
eredményben halmazelméleti eszközökkel definiáltunk. Azonkívül, 
minthogy nem áll rendelkezésünkre módszer annak eldöntésére, 
hogy egy adott formula identitás-e, a következmény e fogalma 
nem teljesíti azt a magától értetődő kívánságot, hogy ha valaki 
ilyen értelemben következtet, ellenőrizhessük, vájjon helyesen 
következtetett-e? Hiszen hivatkozhatott olyan formula identitás- 
voltára, amelyről nem tudjuk megállapítani, az-e; pl. közvetlenül 
nem evidens, hogy a (8) formula, ill. a belőle az (1) törvény ismételt 
alkalmazásával keletkező
N(c) {(x) (N (x) — K(x')) ((x)(y) (A (x \ y ') -* A (x, y)) —
-> ((x )(N (x )-> A (x ', c))-> A (c ', c"'))j)
formula identitás. Ezért döntő tény a bizonyításelmélet szempont­
jából, hogy az identitás fogalmát definiálhatjuk halmazelméleti 
fogalmakra való hivatkozás nélkül is és hogy ez a definíció egyúttal
37 Em lékeztetek arra , hogy «03 tétel» röviden a  h e ly e tt a té tel helye tt 
áll. am ely azt fejezi ki, hogy 03 érték e  m indig f  ; hasonlóan «Oh axióma» 
rövid  kifejezés ahe lye tt, hogy «az az axióm a, a  mely úgy fejezhető k i, 
hogy Oh értéke m indig j».
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módot ad az identitásoknak egy ellenőrizhető eljárással való szár­
maztatására. A függvénykalkulusnak a halmazelmélettől való ily 
függetlenítéséliez vezet az elemi logika axiomatizálhatóságának a 
függvénykalkulusra való, GöDELtől 38 származó kiterjesztése.
Nyilvánvaló, hogy identitásokból leválasztással is, helyettesí­
téssel is, megint identitások keletkeznek. A helyettesítés többféle 
lehet: elemi logikai változó vagy logikai függvény helyébe tetsző­
leges formulát,,39 szabad individuumváltozó vagy matematikai 
függvény helyébe tetszőleges, szabad változókból és matematikai 
függvényekből összetett kifejezést helyettesíthetünk; ha több *30
3 8  K. G ö d e l , Die V ollständigkeit der A xiom e des logischen Funk­
tionenkalküls, M o n a ts h e f te  f ü r  M a th ,  u n d  P h y s . ,  3 7  ( 1 9 3 0 ) ,  3 4 9 — 3 6 0 .  
oldal. A szóbanforgó tételt, GöDEL-féle te ljességi tételnek szokás nevezn i: 
ugyanis a  függvénykalkulus axióm arendszere m ár G ö d e l  dolgozata 
e lő tt ism eretes volt (abban a  form ában, ahogyan  i t t  szerepel. B e k x a y s - 
tó l származik : 1. a 19 . lábjegyzetben idézett H i l b e b t — A c k e r m a x N-féle 
m ű  1 . k ia d ásá t, Berlin, 1 9 2 8 ,  5 3 — 5 4 .  oldal); G ö d e l  eredm ényében az 
vo lt az új, hogy m in d e n  id e n titá s  m egkapható  a szövegben részletezett 
módon.
30 Egy 91 form ulában egy F ( x x, x2---- - x n) logikai függvény helyébe
egy $  form ulát helyettesíteni úgy kell, hogy 9l-nak m inden  egyes 
F ( a i ,  a2, . . . ,  a„) alakú része helyébe, aho l , a2, . . . ,  an tetszőleges, 
szabad változókból és m atem atikai függvényekből összetett kifejezések, 
az t a form ulát helyettesítjük , am ely 5-ből ú g y  keletkezik, hogy benne :r, 
helyébe ű r t ,  x„ helyébe as- t . . . ., xn helyébe n„-et helyettesítjük . 5 -ben 
nem kell, vogy valamennyi a,'f effektive szerepeljen (ha valam elyik nem 
szerepel, a k k o r a  megfelelő ctj helyettesítése term észetesen elm arad); 
szerepelhetnek benne egyéb változók is, de nem  szabad, hogy vala­
melyik tovább i szabad változója ugyanúgy legyen jelölve, m in t 91-ban 
egy olyan k ö tö t t  változó, am elyhez ta rtozó  qu an to r hatáskörében  elő­
fordul valam elyik  F ( a t , a2, . . . ,  a„). U gyanis, ha e m egszorítást 
nem tennők, identitásból nem  mindig ju tn á n k  iden titáshoz; például 
( x ) ( y ) (F (x ) \ J G ( x ,y ) )—> ( x ) ( F ( x ) y  (y ) G ( x , y )) id e n titá s , de a belőle F (x )  
helyébe G ( x , y )  helyettesítésével keletkező (x ) (y )  ( G ( x , y ) \ f  G ( x . y ) ) —> 
■—>(#) (G ( x , y ) \J  ( y )G (x ,y ) )  form ula nem az, m e rt az implikáció előtagja 
indentitás, u tó ta g ja  pedig nem  (pl. ham is lesz, ha indvid iuum tarto- 
m ánynak a  term észetes szám ok halm azát, G ( x , y ) - nak az x  y  logikai 
függvényt vá lasz tjuk , az y  s z a lu id  változó helyébe pedig (az im plikáció 
u tó tag jában  szerep lő G (x ,y ) -h a x i)  1-et teszünk . Hasonlóan értendő  és 
hasonló m egszorításnak van alávetve a m atem atika i függvények he­
lyébe való helyettesítés.
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helyen szerepel, akkor mindenütt ugyanazt. Kötött változó helyébe 
tetszőleges kötött változót helyettesíthetünk; itt nem fontos* 
hogy mindenütt ugyanazt, csak az, hogy egy-egy quantor alkal­
mazásával keletkező forjnularészben ugyanazt a kötött változót 
helyettesítsük helyébe.40
De könnyen átláthatjuk azt is, hogy identitásból identitást 
kapunk a következő operációkkal is. Legyen olyan formula, 
amelyben valamely a szabad változó nem szerepel, ©(a) olyan for­
mula, amelyben szerepelhet a, végül &(x) úgy keletkezzék ©(a)-ból. 
hogy a helyébe mindenütt a-et teszünk benne. Akkor, ha 
identitás, $ —* (x)®(%) is az, és ha ©(a) —* § identitás, (E.r) ©(a) —> §  
is az. Nevezzük e két operációt, amelyek a mondott feltételek 
mellett $->©(a)-t (a;)@(a;)-be, ill. ©(a) —>$-t (Ex)@(a;) -* £?-be
viszik át, quantórkövetkeztetésnek.
Mármost Gö d e l  említett axiomatizálhatósági tétele azt mondja 
ki, hogy minden identitás megkapható az elemi logika identitásai­
ból és véges számú további identitásból, mégpedig (3), (4), (5). 
(6)-ból,41 helyettesítések, leválasztások és quantorkövetkeztetések 
segítségével. Az elemi logikai identitásokat,42 továbbá (3), (4), 
(5), (6)-ot, a függvénykalkulus axiómáinak vagy logikai axiómák­
nak, a helyettesítést, leválasztást és quantorkövetkeztetést pedig 
következtetési szabályoknak nevezzük.
Eszerint nem szűkítjük (se nem bővítjük) az identitás fogalmát, 
ha halmazelméleti definíciója helyett így definiáljuk: olyan for­
40 Pl. a ( x )F (x )  V ( E . r ) b \x )  form ulából x  helyére J/-nak helyettesítésé­
vel a ( y )F (y ) \ J  ( E x ) F ( x ) ,  ( x ) F ( x ) \ J ( E y ) F ( y )  és ( y ) F ( y ) M  ( E y ) F ( y )  fo r­
m ulák bármelyike keletkezhetik : m ind  identitás, m ert az eredeti form ula 
az  volt. Ezzel szemben az F (a ) \J  F ( a )  identitásból a helyére 6-nek h e ly e t­
tesítésével csak az F (b ) \J  F (b )  form ula ke le tkez ik ; ez iden titás, m íg 
az F ( a ) \J  F (b ) .  F ( b ) \ J  F ( a )  form ulák nem azok.
41 H a az id en titá s  eredeti fogalm ánál m aradunk, azaz m a tem atik a i 
függvényeket s a z1(x , y )  függvényt nem ta rta lm azó  form ulákra sz o rít­
kozunk, akkor az (5) és (6) fo rm ulák  elm aradnak és a helyettesítés 
fogalm át is megfelelőképpen sz ű k íth e tjü k . Az á lta lános esetet könnyen 
visszavezethetjük erre az esetre.
4a V ehetjük helyettük  az elemi logika egy tetszőleges axióm arend­
szerét.
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mula,43 amely a függvénykalkulus axiómáiból a következtetési 
szabályok ismételt alkalmazásával adódik. S ha megkívánjuk, 
hogy valahányszor valaki egy axiómarendszerbó'l való következte­
tés alkalmával arra hivatkozik, hogy valamely formula identitás, 
le is hozza a függvénykalkulus axiómái és következtetési szabályai 
segítségével, akkor mindig ellenőrizhetjük, vájjon helyesen hozta-e 
le. Természetesen kiindulhattunk volna az identitások e definíció­
jából is, azonban ez önkényesnek látszott volna és semmiképpen 
sem lett volna indokolt az identitások így nyert fogalmát használni 
fel a következmény fogalmának definiálására. Miután azonban a 
függvénykalkulus halmazelméleti bevezetése és a GöDEL-féle 
axiomatizálhatósági tétel ugyancsak halmazelméleti bizonyítása 44 
motiválta ezt a definíciót, nincs többé szükségünk halmazelméletre 
a bizonyításelmélet szempontjából, hanem a bizonyításelmélet 
kiindulópontjául választhatjuk a következő definíciót: a 33 tétel 
következménye az 2IX, 3l2, . . . ,  axiómáknak, ha leválasztások­
kal megkapható 3tx, 9I2, . . . ,  2ín-ből és olyan formulákból, amelyek 
a logikai axiómákból a következtetési szabályok segítségével elő­
állíthatok. Könnyen látható, hogy ehhez szükséges és elegendő, 
hogy 33 előállítható legyen 9IX, 3l2, . . . ,  2íre-bóT és a logikai axiómák­
ból a következtetési szabályok ismételt alkalmazásával, úgy azon­
ban, hogy az 2lx, 9í2, . . . ,  3fn-ben szereplő logikai és matematikai 
függvények helyébe (amelyek az alapfogalmakat reprezentálták) 
nem végzünk helyettesítést. Ez a megszorítás abból származott, 
hogy feltettük, hogy 2lx, 3í2, . . . ,  3In nem tartalmaznak tetszőleges 
individuumokat jelentő szabad változókat, sem tetszőleges tulaj­
donságot jelentő függvényváltozókat; ha ettől a megszorítástól 
elállunk, a definíciót úgy kell módosítanunk, hogy ezek helyébe is
43 F orm ulán i t t  elegendő az (indexszel e l lá to tt  vagy a nélkü li) a , b, 
c , . . . x ,  y ,  z , . . . ; /, g, h , . . . ; F ,  G, H , . . . betűkből, zár jelekből, vesz- 
szőkből és a  , &, \ J , —>, E jelekből bizonyos könnyen m egadható 
szabályok szerin t fe lép íte tt véges jelsorozatot érteni, te k in te t nélkül 
arra, m it jelentenek e jelek s a  formulák.
44 M agától értetődik , hogy egy halm azelm életi fogalom nak egy másik 
fogalommal való egyenértékűségét nem is lehet halm azelm életi mód­
szerek nélkül bebizonyítani.
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szabad helyettesítenünk, csak az alapfogalmakat reprezentáló 
függvények helyébe nem.
Nevezzünk az (Slj, 2Í2, . . . ,  2In) axiómarendszerből való leveze­
tésnek olyan véges formulasorozatot, amelynek minden tagja vagy 
Stj, 3í2, . . . ,  9l„, vagy a logikai axiómák egyike, vagy pedig a sorozat 
előző tagjaiból a következtetési szabályok egyikével keletkezik ; 
akkor még úgy is kimondhatjuk az előbbi definíciót, hogy a 33 for­
mula következménye az 2t1; 3l2, . . . ,  2ln axióm áknak, ha van  a belőlük 
álló axiómarendszerben olyan levezetés, am elynek 23 a végformulája. 
A levezetés formuláit lineáris elrendezés helyett sokszor célszerűbb 
egy (faalakú, véges) gráf szögpontjaihoz írni, úgyhogy ennek élei 
mutassák, hogy a kérdéses formula mely formulákból keletkezett 
a következtetési szabályok valamelyikével.45 Pl. a ()'" 0' formula
(egyik) levezetése az első négy PEANo-féle axiómából álló axióma- 
rendszerben a következő:
a ' =  6'—*a — b IV(0) N ( a ) —+ N (ä ) N ( a ) —>a' 0 A  —>((/?—>A))—>/>)
íY(0)-L.Y(0')
\
0 '"=  0 '->0" =  0
N  (O') Ar(0')—>0"=t= 0
/
V /
0 ” =1= 0 0" +  0 -»-((0 '" =  0 ’-> 0 " =  0)—>0"'=|= 0 ')
\  /
(0" '=  0 ’—>0" =  0)— 0 '
\  X
0 " '  4 = 0 ’
Feltűnő, hogy a (3), (4), (5), (6) formulákra itt nem volt szükség, 
csak az A  —»((B—> A ) —» B ) elemi logikai identitásra. Ez annak 
felel meg, hogy 0'''=t=0' (azaz 3=f= 1) nagyon egyszerű követ­
kezménye a PEANo-féle axiómáknak. A már említett 0'4=0"' 
formula levezetéséhez már a (6) formula is szükséges (ebből 
ugyanis mindenekelőtt az a =  b-*b =  a formulát kell levezetnünk);
45 A gráf-term inológia nagyon alkalm as a  b izonyításelm élet sokszor 
bonyolult m eggondolásainak szemléltetésére s ezzel é rthe tőbbé  tételére. 
Maga H i l b e r t  is alkalm az hasonló geom etriai term inológiát, am ennyi­
ben levezetés-ábráról, levezetés-fonalakról s tb . beszél.
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komplikáltabb aritmetikai tételek levezetéséhez a (3), (4), (5) 
formulákra, valamint quantorkövetkeztetésre is (és természetesen 
a teljes indukció axiómájára, továbbá a 47. lábjegyzetben szereplő 
axiómákra is) szükség van.
Mármost egy axiómarendszert akkor mondunk ellentmondásos­
nak, ha van olyan 33 formula, hogy 33 is, 33 is levezethető a mon­
dott értelemben a kérdéses axiómarendszerben. Ekkor bármely 
g  formula levezethető; ugyanis 33 és 33 levezetéséből és a B  -* (B —>F) 
elemi logikai identitásból az oldalt látható 
vázlat szerint (egy helyettesítéssel és két 
leválasztással) levezetéséhez juthatunk.
Eszerint valamely axiómarendszer ellent­
mondásnélküliségének bebizonyításához 
elegendő egy olyan 33 formulát találnunk, 
amelyről meg tudjuk mutatni, hogy nem 
lehet levezetés végformulája/*6 Pl. a 
természetes számok aritmetikájának axiómarendszere 46 7 esetén a 
0 =(= 0 formulát választhatjuk 33 gyanánt.
46 Ez a körülmény lényeges egyszerűsítést jelent az ellentmondás­
nélküliség vizsgálatában; végeredményben annak köszönhetjük, hogy 
az implikációt úgy definiáltuk, hogy j —>j =  (.
47 V természetes számok aritm etikájának felépítéséhez alkalmas 
axiómarendszernek a fentebb felsorolt PEANo-féle axiómákon kívül 
még tartalmaznia kell az összeadás és szorzás, esetleg más rekurzív 
függvények definíciójául szolgáló rekurziós form ulákat is. Ezek az 
összeadásra és a szorzásra nézve a következők:
a + 0  =  «. 
a + 6 ' =  (a + b ) '  ;
«•0 = 0. 
a -b '  -  a - b  +  «.
I’ e a n o  ezeket a fo rm ulákat használta  az a ritm etika  felépítéséhez, de 
nem tek in te tte  őket axióm áknak, hanem  evidensnek v e tte , hogy van  
olyan x - \ - y .  ill. x - y  függvény, amely te lje s íti őket. Ezt a  té n y t — a bőví­
te tt  függvénykalkulus alkalmazása mellett — valóban be is lehet bizo­
ny ítan i a PEANo-féle axióm ák alapján (1. K. D e d e k i n d , W a s  s i n d  a n d  
w a s  so l len  d i e  Z a h le n  (Braunschweig, 1888; G e s a m m e l t e  M a th .  W e r k e • 
3. kö te t. Braunschweig, 1932, 335— 391. oldal, különösen 3(51—372. o l­
dal); E. L a n d a u , G r u n d la g e n  d e r  A n a l y s i s  (Leipzig. 1930), 4—5. és
: : B-+ (B-+ F)
É  33 »-► (»-*•§)
\  /
8 — 3
/
/
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A bizonyításelmélet H i l b e r t  által megfogalmazott célkitűzése: 
mindenekelőtt az eddig létrejött matematikai diszciplinák (aritme­
tika, analízis, geometria, halmazelmélet stb.) axiómarendszerének 
ellentmondásnélküliségét bebizonyítani; majd valahányszor a 
matematikának újabb ága keletkezik, azt is axiomatizálni és ellent- 
mondásnólküliségét bebizonyítani. Foglalkozik a bizonyításelmélet 
emellett még a kérdéses axiómarendszerekkel kapcsolatos egyéb, a 
levezetés fent megadott fogalma segítségével ugyancsak megfogal­
mazható kérdésekkel, mint pl. az axiómarendszer függetlenségének 
és teljességének kérdésével is.
4. Az ellentmondásnélküliség bizonyítására 
szolgáló módszerek.
A legrégebbi módszer, amellyel ellentmondásnélküliséget bizo­
nyítottak, a modell-módszer vagy szótár-módszer. Ez abban áll, 
hogy mindenekelőtt megadunk egy megfelelkezést, «szótárt», amely 
a vizsgált. A axiómarendszernek minden alapfogalmához hozzá­
rendeli egy másik B axiómarendszer egy-egy (alap- vagy definiált48) 
fogalmát; természetesen ugyanolyan természetűt, azaz logikai 
függvényhez ugyanannyi szabad változót tartalmazó formulát, 
matematikai függvényhez ugyanannyi változót tartalmazó kifeje­
zést. E megfelelkezés segítségével az A axiómarendszer minden 
formulájához hozzárendelhetjük a B rendszer egy formuláját; 
olyan formulák, amelyekben az alapfogalmak nem szerepelnek, 
pl. a logikai axiómák, önmagukba mennek át. Legyenek az A rend­
szer 3Í1, . . .  , 3Í„ axiómáinak megfelelő formulák 33]. 332, • • •.
14—15. oldal); hasonlóan be lehet bizonyítani a rekurzív definíció lehető­
ségét. a szűkebb függ vény kalkulus alapulvétele mellett is, a PEANO-féle 
axiómarendszer olyan bővítésében, amelyben az aritm etikai függvények 
is az alapulvett individuumtartományhoz tartoznak és megfelelő axiómák 
állnak rendelkezésre ezek képezéséről. Magában a  fent megfogalmazott 
PEANO-féle axiómarendszerben ki sem tudunk fejezni olyan té te lt, hogy 
van. olyan függvény, amelynek egy bizonyos tulajdonsága van.
48 Az alapfogalmaknak matematikai vagy logikai függvények felelnek 
meg a formalizálásnál; a definiált fogalmaknak pedig ezekből összetett 
kifejezések vagy formulák.
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Tegyük fel, hogy a 33]- íü2, . . 33„ formulák mind következményei 
B axiómáinak. Akkor bármely, A axiómáiból kiinduló levezetésből 
kaphatunk egy B-beli levezetést a következő eljárással. Mindenek­
előtt az adott levezetés minden egyes formuláját pótoljuk a B rend­
szer megfelelő formulájával; azután az Slj, üí2, . . . ,  3ín-ből keletke­
zett 33x. Í02.......©n «fölé» írjuk ezek levezetését. Ily módon valóban
levezetést kapunk, mert, mint megjegyeztük, a logikai axiómák 
önmagukba mennek át s, mint könnyen belátható, ha bizonyos 
formulákból egy újabb formula a következtetési szabályok egyiké­
vel adódik, ugyanez áll megfelelőikre is. A kapott levezetés vég­
formulája az eredeti levezetésének megfelelője.
Ha mármost feltesszük, hogy B ellentmondásnélküli, akkor 
adódik, hogy A is az. Mert ha volna két A-beli levezetés, amely­
nek végformulája g, ill. akkor belőlük a mondott eljárással oly 
két B-beli levezetés keletkeznék, amelyeknek végformulája ©, 
ill. ©, ahol 0  az ^  megfelelője.
A leírt módszerről azt is szokás mondani, hogy a B rendszerben 
modellt konstruáltunk az A rendszer számára. Ilyen eljárást már 
B olyai János alkalmazott, amikor az euklidesi párhuzamosság 
axiómája tagadásával keletkező geometriai rendszerében modellt 
konstruált az euklidesi geometria részére, pontnak pontot, egye­
nesnek paraciklust, síknak paraszférát feleltetvén meg. Célja ezzel 
nem ellentmondásnélküliség bizonyítása, hanem a BoLYAi-geo- 
metriának az euklidesi geometria tételei segítségével való gyorsabb 
felépítése volt; nem is volna nagyon érdekes az az eredmény, amit 
e módszer az ellentmondásnélküliség kérdésében adna, t. i. az, 
hogy ha a BoLYAi-féle geometria ellentmondásnélküli, akkor az 
euklidesi is az. Sokkal fontosabb tény ennek megfordítása, t. i. 
ha az euklidesi geometria ellentmondásnélküli, akkor a B oly Al­
félé is az. Erről a tényről B olyai is meg volt győződve és ezt 
Appendixe címében is kifejezte; bebizonyítása a BoLYAi-geometriá- 
nak az euklidesi geometriában konstruált Cayley—KLEiN-féle 
modelljével adható.40 Ez a modell, ha egyszerűség kedvéért a sík-
A. C a y l e y , A S ix th  Memoir upon  Quantics, P h i lo s o p h i c a l  T r a n s ­
a c t i o n s  o f  the R o y a l  S o c i e t y  of  L o n d o n .  149 (1859), til— 90. oldal (C ol lec ted
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geometriára szorítkozunk, pontnak egy kör belsejében fekvő 
pontot, egyenesnek e kör húrját felelteti meg; a közöttfekvés 
fogalma önmagába megy át, az AB és CD szakaszok egybevágó­
sága pedig az U ABU' és VCDV pontnégyesek projektív vonat­
kozásába, ahol U, V  és V, V  a megfelelő húrok végpontjai. E meg- 
felelkezés az euklidesi geometria axiómáit, a párhuzamosság 
axiómájának kivételével, az euklidesi geometria tételeibe viszi át. 
E szerint a párhuzamosság axiómája nem bizonyítható be az eukli­
desi geometria többi axiómája alapján, feltéve, hogy azok ellent­
mondásnélküli axiómarendszert alkotnak.
A modell-módszerrel sikerült HiLBERTnek az euklidesi geometria 
ellentmondásnélküliségét a valós számok aritmetikájáéra vissza­
vezetni ; az alkalmazott inegfelelkezés az, amellyel az analitikus 
geometria feleltet meg geometriai fogalmaknak aritmetikaiakat. 
Ha a folytonosság axiómáját elhagyjuk és bizonyos, körök és 
egyenesek metszéspontjának létezésére vonatkozó axiómákkal 
pótoljuk,50 akkor ugyané módszerrel visszavezethetjük a geometria 
ellentmondásnélküliségét az algebrai számok aritmetikájának egy 
bizonyos axiómarendszerére. Viszont ugyancsak e módszerrel sike­
rül a racionális s az algebrai számok aritmetikájának ellentmondás­
nélküliségét a természetes számok aritmetikájáéra visszavezetni; 
az ehhez szükséges inegfelelkezés arra emlékeztet, amelynek 
segítségével a racionális s az algebrai számok halmazának meg­
számlálhat óságát szokás bebizonyítani.51 Hasonló, a halmazelmélet -
M a th .  P a p e r n .  2 .  C am bridge, 1 8 8 9 .  5 Ö 1 — 5 9 2 .  oldal és K á r m á n  F e r e n c  
m agyar fordításában: A z algebrai alakokról, hatodik értekezés, M a th ,  
és P h y s .  L a p o k .  6 ( 1 8 9 7 ) .  1 9 5 — 2 4 2 .  o ld a l); F .  K l e i n , Über die sogenannte 
N icht-Euklidische G eom etrie, M a th .  A  n n a l e n .  4 ( 1 8 7 1 ) ,  5 7 3 — (1 2 5 . oldal. 
L. m ég HiLBERTnek a  8. lábjegyzetben idéze tt műve 38. oldalát.
•',0  L .  K e r é k j á r t ó , 8 .  l á b j e g y z e t b e n  i d é z e t t  m ű .  1 4 5 .  o l d a l .  E d k l i d e s  
s o h a s e m  h a s z n á l t a  a  f o l y t o n o s s á g  a x i ó m á j á t  , h a n e m  a  k é r d é s e s  m e t s z é s ­
p o n t o k  l é t e z é s é t  e v i d e n s n e k  v e t t e .  A s z ó  s z o r o s  é r t e l m é b e n  v e t t  e le m i  
g e o m e t r i a i  t é t e l e k  b i z o n y í t á s á h o z  n i n c s  s z ü k s é g  a  f o l y t o n o s s á g  a x i ó m á ­
j á r a ,  m i n d e n ü t t  l e h e t  p ó t o l n i  h a s o n l ó  j e l l e g ű  e g y s z e r ű b b  a x i ó m á v a l .
51 I t t  azonban sokkal egyszerűbb megfelelkezésről v a n  szó, m in t a  
kérdéses halm azelm életi té te ln é l; m ert i t t  csak a véges szám ú alap­
fogalom nak kell egy-egy fogalm at m egfeleltetnünk. Pl. az összeadásnak,
7*
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bői ismert megfelelkezés segítségével, visszavezethetjük az analízis 
axiómarendszere egy töredékének ellentmondásnélküliségét a valós 
számok aritmetikájáéra; ez a töredék elegendő' az ú. n. klasszikus 
analízisnek felépítéséhez, amely magában foglalja a komplex változós 
függvénytant s a folytonos függvények elméletét, csupán a valós 
függvénytannak patologikus függvényekkel foglalkozó ágát nem.
A modell-módszer egyik legutóbbi és talán legmélyebb alkalma­
zását Gödel  adta, megmutatván, hogy ha a halmazelmélet axióma- 
rendszere ellentmondásnélküli, akkor nem lehet benne megcáfolni 
a CANTOR-féle 2” ° =  X, kontinuum-hipotézist.52 E célból a Z e r - 
m elo —b'RAENKEL-íéJe axiómarendszeren belül adott olyan modellt, 
amelyben a halmazelmélet axiómáin kívül a CANTOR-féle hipotézis, 
sőt ennek 2X“=X„ + 1 általánosítása is, bebizonyítható tételek. 
E modell abban áll, hogy a «halmaz» fogalmának a «logikailag 
jellemezhető halmaz» fogalmát felelteti meg; a tartalmazás relá­
ciója önmagába megy át. A logikailag jellemezhető halmaz fogal­
mához a következőképpen jutunk. Egy M  halmaz valamely N rész­
halmazát akkor nevezzük «közvetlenül jellemezhetőnek», ha van 
olyan, szabad és kötött változókból, az azonosság a=b és a tartalma­
zás a £  b relációjából az elemi logika műveleteivel és quantorokkal 
felírható 3 l ( u ; a 1, a 2>. . a j  formula és M-nek olyan m v  m2,. . . ,mn 
elemei, hogy M  valamely u eleme akkor és csak akkor eleme 91-ne»k, 
ha 9í(w; m v  m2, . . . ,  m j  =  T- Pb minden véges |m 1( m2,. . .  , m j f 
részhalmaz közvetlenül jellemezhető : 91-et elegendő u =  a1 \J 
V »=«a V • • • V tt=o„-nek választani; de maga M  is közvetlenül 
jellemezhető részhalmaza- magának: 91 legyen u —u (w=0). Már­
most legyen M0 a -[o] halmaz, s ha M ß  a ß< ,a  rendszámokra már 
értelmezve van, M a az Mu i  közvetlenül jellemezhető részhal-
am ely az algebrai szám ok axiómarendszerében, alapfogalom , egy pusztán 
szám elm életi eszközökkel definiált <j (x , y )  függvény felel meg, am ely 
egyébként az +  aj — aa(y ( tulajdonsággal bír, aho l un az algebrai 
szám ok egy bizonyos m egszám lálásánál az n-edik a lgeb rai szám.
52 K. G ö d e l , The Consistency of th e  Axiom of Choice and of the  
Generalized Continuum -Hypothesis, P r o c e e d in g s  of the  N a t i o n a l  A c a d e m y  
W a s h in g to n ,  24 (1938), 55(1—557 ; Consistency-Proof for th e  Generalized 
C ontinuum -H ypothesis, u g y a n o t t .  25 (1939), 220—2 2 4 .  oldal.
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mazainak halmaza, ill. az összes M p -k (/?<«) egyesítési halmaza 
a szerint, hogy a  elsőfajú szám-e, vagy limesszám. Logikailag jelle­
mezhető egy halmaz, ha valamelyik M„-nak eleme. Ez a fogalom 
felírható a halmazelmélet alapfogalmai segítségével; hiszen a 
logikai műveletek és a quantorok is definiálhatók ezekkel. Gödel 
a Zermelo—PRAENKEL-féle axiómák segítségével (a kiválasztási 
axiómát fel sem használva) megmutatja, hogy ha «halmaz» helyébe 
«logikailag jellemezhető halmaz»-t teszünk, valamennyi Zermelo— 
FRAENKEL-féle axióma, a kiválasztási axiómát is beleértve, be­
bizonyítható tételbe megy át, de ráadásul még az általánosított 
CAN.TOR-féle sejtés is (pl. a ZERMELO-féle Z={0, {()}, {{0 }},...}  
megszámlálható halmaz azon részhalmazait, amelyek logikailag 
Jellemezhetők, sikerül effektive, Q  típusban jólrendeznie). A hely­
zet itt az, hogy a Zermelo—FRAENKEL-féle axiómarendszer nem 
határozza meg eléggé a halmaz fogalmát, egy bizonyos tágasságot 
hagy számára; Gödel azt mutatta meg, hogy ha e fogalmon az 
axiómák által megengedett legszűkebb fogalmat, logikailag jelle­
mezhető halmazt, értünk, akkor igaz a jólrendezési tétel is (a logi­
kailag jellemezhető halmazokat sikerül valóban jólrendezni) és az 
általánosított CANTOR-féle sejtés is.
A modell-módszer mindig csak relatív ellentmondásnélküliség- 
bizonyításra használható; azaz mindig csak olyan eredményre 
vezet, hogy egy A axiómarendszer ellentmondásnélküli, ha egy 
bizonyos másik B axiómarendszer az. Abszolút ellentmondásnél- 
küliség-bizonyításhoz más módszerekre van szükség.
A legegyszerűbb ilyen módszerre rávezet bennünket a következő 
heurisztikus meggondolás, amelyet gyakran hoznak fel egy-egy 
diszciplína ellentmondásnélküliségének igazolására. Az axiómák 
igazak; igaz tételekből csak igaz következhetik; tehát minden 
bebizonyítható tétel igaz; márpedig két egymásnak ellentmondó 
állítás közül az egyik hamis. A hiba ebben a meggondolásban ott 
van, hogy valamely matematikai diszciplína ítéleteinek igaz vagy 
hamis voltát épp a kérdéses diszciplína axiómarendszere segítségé­
vel definiáljuk; igaz egy ítélet, ha levezethető, hamis, ha meg­
cáfolható, azaz, ha tagadása vezethető le. A fenti meggondolásban
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felhasználtuk, hogy egy ítélet nem lehet igaz is, hamis is; ez 
pedig épp az axiómarendszer ellentmondásnélkülisége.
Megeshetik azonban, hogy sikerül valahogyan (a levezethetőség 
fogalmától függetlenül) hozzárendelni egy axiomatizált diszciplína 
formuláihoz az T és l  logikai értékeket úgy, hogy 1. ha egy 
$  formulához az T-at rendeltük, akkor a i-at nem rendeltük 
hozzá; 2. ha j -^hez az t-at rendeltük, akkor az g-hoz a i-at 
rendeltük; 3. az axiómákhoz az t-at rendeltük; 4. ha bizonyos 
formulákhoz az t-at rendeltük s egy további formula a követ­
keztetési szabályok egyikével keletkezik belőlük, akkor ehhez is 
az t-at rendeltük. Ez esetben a fenti meggondolás alkalmas az 
axiómarendszer ellentmondásnélküliségének bebizonyítására. Ez az 
ú. n. é r ték e lé s i m ó d s z e r  König GYULÁtól származik.53 54Bár az az 
axiómarendszer, amelyre alkalmazta, csak az aritmetika egy 
töredékének felépítésére alkalmas (quantorok nem állnak benne 
rendelkezésre), mégis nagyjelentőségű, hogy ezzel, HiLBERTet meg­
előzve, az első abszolút ellentmondásnélküliség-bizonyításhoz jutott .
Olyan axiómarendszerre, amelyben általános és exisztenciális 
ítéletek szabadon kombinálva, kifejezhet ők quantorok segítségé­
ve], H e r b r a n d  és P r e s b u r g e r  54 adaptálták az értékelési mód­
szert. Ilyen axiómarendszerek esetén a logikai értékeknek formu­
lákhoz való hozzárendelése két lépésben történik;. először minden 
quantort tartalmazó formulához hozzárendelünk egy quantor- 
nélkülit, mintegy «kiintegrálva» a benne szereplő quantorokat; 
azután a quantornélküli formulákhoz rendelünk logikai értékeket. 
Ezt a k iin te g r á lá s i m ó d s z e r t P r e s b u r g e r  arra az axiómarendszerre 
alkalmazta, amely a PEAxo-féle axiómákból úgy keletkezik, hogy
53 J . K önig , N e u e  G r u n d la g e n  d e r  L o g ik ,  A r i t h m e t i k  u n d  M e n g e n ­
ehre  (Leipzig. 1914), 1 1 0 -1 2 2 . és 1X1— 184. oldal.
54 J .  H e r b r a n d , Hecherches su r la théorie de la  dem onstration , 
T r a v a u x  de  la  S o c ié té  d e s  S c ie n c e s  e t  d e s  L e t t re »  d e  V a r s o v i e ,  Classe I I I ,  
No. 33 (1930), különösen Chapitre IV : M .  P r e s b u r g e r . Ü ber die Voll­
s tän d ig k e it eines gewissen System s der A rithm etik  ganzer Zahlen, in 
welchem die A ddition  als einzige O peration  h erv o rtritt, C o m p t e s  r e n d u s  
d u  I .  C o n g rés  d e s  M a t h e  m a t  iciena d e s  P a y s  S la v e s .  1929 (1930), 92— 101. 
oldal.
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«z összeadás rekurzív definícióját hozzájuk csatoljuk, de a szor­
zásét vagy komplikáltabb függvényekét nem; a kiintegrálást az 
teszi lehetővé, hogy e rendszer minden exisztencia-problémája 
úgy fejezhető ki, hogy van-e egy numerikusán adott együtthatókkal 
bíró, lineáris egyenletekből, egyenlőtlenségekből és numerikusán 
adott modulusú lineáris kongruenciákból álló rendszernek meg­
oldása ; ennek szükséges és elegendő feltétele pedig «zárt alakban , 
azaz quantorok nélkül is felírható. Ha a szorzás rekurzív definíció­
já t  is hozzávesszük, akkor nem várható, hogy ilyen kiintegrálás 
lehetséges, mert akkor, olyan formulákhoz is jutunk, amelyek 
mindmáig megoldatlan problémát fejeznek ki; pl. a Goldbach- 
féle sejtés a
(x) (Ei/) (Ez) (x +  x =  y  +  z & (u) (v) (y — u v -* (y =  uM y =  »)) &
& (u) (v) (z =  uv—> (z = u  V z =  »)))
iormula t értékűségét mondja ki. Sőt, mint Gödel megmutatta,55 
minden, akármilyen komplikált rekurzív függvények segítségével fo­
galmazható probléma kifejezhető pusztán összeadással és szorzással.
A quantorokat mindig pótolhatjuk a HiLBERT-féle e-szimbolum- 
mal. Ezt H il b e r t  az egyetlen
F{a) -  F (ea, F(x)) (9)
axiómával jellemzi, amiből látszik, hogy eMF(x) csak annyiban 
van meghatározva, hogy ha van egyáltalában olyan a elem, amelyre 
F(a) =  t,  sxF(x) az ilyen elemek egyikét jelenti, egyébként hatá­
rozatlan ; ha nincs ilyen a elem, akkor exF(x) teljesen határozatlan. 
Világos az e-szimbolumnak a kiválasztási axiómával való kapcso­
lata: ha azon x-ek halmaza, amelyekre F(x)— T, nem üres, exF(x) 
e halmaznak, ha pedig üres, az egész individuumtartománynak 
-«kitüntetett elemét» jelenti. Az e-szimbolum segítségével a quan­
torok definiálhatók: (Ex)F(x) definíciója. F(ex F(x)), (x)F(x)-é 
pedig F(sxF(x)). E definíciót alkalmazva a (4) axióma a (9) axiómá­
val azonos, a (3) pedig belőle elemi logikai identitás segítségével,
55 K .  G ö d e l , Ü ber formal unentscheidbare Sätze der Principia Mat.be- 
m atica  und verw andter Systeme I , M o n a ts h e f te  f ü r  M a th ,  u n d  P h y s . ,  
38 ( 1 9 3 1 ) ,  1 7 3 — 1 9 8 .  oldal, különösen S atz V II, 1 9 1 — 1 9 3 .  oldal.
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helyettesítéssel és leválasztással adódik; azonkívül a quantor- 
következtetések is visszavezethetők a (9) axióma segítségével 
helyettesítésekre és leválasztásokra. így az e-szimbolum lényegesen 
egyszerűsíti az axiomatikus apparátust; azonban magát a nehéz­
séget nem szünteti meg; az e-t tartalmazó formulák értékelésére 
előbb az e-okat kell eliminálnunk belőlük, ami szintén csak nagyon 
egyszerű axiómarendszerek esetén sikerül.
Az értékelési módszer fontos módosítását fogalmazta meg 
Neumann János, felhasználva bizonyos, HiLBERTtől származó 
gondolatokat.5** Neumann megjegyzése szerint nem szükséges egy 
fix értékelést (logikai értékek hozzárendelését) meghatároznunk 
az összes formulák számára; elegendő egy olyan utasítást meg­
adnunk, amely, valahányszor adva van egy levezetés, az abban 
szereplő formulákhoz rendeli hozzá egyértelműen a logikai értékek 
egyikét; hogy melyiket, az függhet a foimulán kívül a kérdéses 
levezetéstől is. Ha a hozzárendelés olyan, hogy a fenti 1., 3. és
4. feltételek egy-egy levezetésen belül teljesülnek, továbbá egy 
% & % alakú formulához mindég a 1 értéket rendeljük (ha ugyan 
egyáltalában szerepel levezetés formulájaként; épp azt akarjuk 
megmutatni, hogy nem szerepelhet), akkor adódik, hogy az ilyen 
alakú formulák nem vezethetők le, tehát a rendszer ellentmondás­
nélküli. Ha az értékelést kiintegráláson, ill. az e-szimbolum elimi­
nálásán át adjuk meg (HiLBERTnél ez utóbbi formában szerepel a 
módszer), akkor a kiintegrálás, ill. eliminálás módja függhet attól 
a levezetéstől, amelyben a kiintegrálandó, ill. e-t tartalmazó for­
mula szerepel.
Az így módosított értékelési módszerrel N eum ann  56 és A c k er ­
m a n n ,57 majd annak továbbfejlesztésével H e r b r a n d .58 olyan 
axiómarendszerek ellentmondásnélküliségét mutatták meg, ame-
r>,! L. a 16. lábjegyzetben idéze tt m unkát.
W. A ckermann, B egründung des « tertium  non datur» m itte ls  der 
H i i.bERTschen Theorie der W iderspruchsfreiheit, M a th .  A n n a l e n .  9 3  
( 1 9 2 5 ) ,  1— 3 6 .  oldal.
58 L. a z  5 4 .  l á b j e g y z e t b e n  i d é z e t t  m u n k á t ;  t o v á b b á :  J . H e r b r a n d , 
Sur l a  n o n - c o n t r a d i c t i o n  d e  l ’a r i t h m é t i q u e ,  J o u r n a l  f ü r  d i e  r e i n e  un d  
a n g e w a n d te  M a t h . .  166 ( 1 9 3 2 ) ,  1— 8 .  o l d a l .
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lyek a PEANO-féle axiómarendszerből rekurzív definíciók hozzá­
vételével, de a teljes indukció axiómájának megszűkítésével kelet­
keznek ; pl. HERBRANDná] akármilyen komplikált rekurzív definíciók 
meg vannak engedve, de a teljes indukció axiómájának F  függvény­
változója helyébe csak olyan formulát szabad helyettesíteni, amely 
nem tartalmaz quantort. Ez az axiómarendszer praktice elegendő 
a számelmélet felépítéséhez; hiszen az általános quantort szabad 
változók használatával pótolhatjuk, az exisztenciális quant őrt 
pedig többnyire sikerül azáltal elkerülnünk, hogy azt a számot, 
amelynek létezését állítjuk, effektive megadjuk rekurzive definiált 
függvények segítségével; pl. azt a tételt, hogy végtelen sok prim- 
szám van, a helyett, hogy úgy fejeznők ki, hogy tetszőleges w-hez 
van TC-nél nagyobb primszám, úgy fogalmazzuk, hogy w!-f-1 leg­
kisebb 1-nél nagyobb osztója 59 w-nél nagyobb primszám. Kétség­
telen, hogy ez az eljárás lényegesen komplikálja a számelmélet 
felépítését és az sem eleve evidens, hogy minden tételt át lehet így 
fogalmazni. Ezért kívánatos volt, H e r b r a n d  eredménye után is, 
minden megszorítás nélkül megmutatni a természetes számok 
aritmetikájának ellentmondásnélküliségét.
Ezt a feladatot Ge n t z e n  oldotta meg.60 Ge n t z e n  a levezetés 
egy másik, a köznapi nyelven kifejezett következtetésmódokhoz 
jobban simuló definíciójából indul ki, azonban át lehet alakítani 
meggondolását úgy, hogy a régi definíciót vesszük alapul;61
59 Valamely a  szám legkisebb 1-nél nagyobb o sz tó ja  a-nak rekurzióval 
definiálható függvénye.
60 G.  G e n t z e n , Die W iderspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, 
M a th .  A n n a l e n ,  112 (1.936), 493— 565. oldal; Neue Passung des W id er­
spruchsfreiheitsbeweises für die reine Zahlentheorie, F o r s c h u n g e n  z u r  
L o g ik  u n d  z u r  G r u n d le g u n g  d e r  ex a k te n  W i s s e n s c h a f t e n ,  Neue Folge, 
4 (1938), 19—-44. oldal.
61 A  G E N T Z E N -fé le  b i z o n y í t á s n a k  e g y  i l y e n  á t a l a k í t á s a  s z e r e p e l  e g y  
r ö v i d e s e n  k ö z l e n d ő  d o l g o z a t o m b a n .  L e g u t ó b b ,  a  G E N T Z E N -fé le  b i z o n y í t á s  
e g y i k  l é n y e g e s  g o n d o l a t á t  á t v é v e ,  A c k e r m a n n  a  r é g i  ( a  m i n d e n k o r i  
l e v e z e t é s t ő l  f ü g g ő )  é r t é k e l é s i  m ó d s z e r r e l  i s  b e b i z o n y í t o t t a  a  t e r m é s z e t e s  
s z á m o k  a r i t m e t i k á j á n a k  e l l e n t m o n d á s n é l k ü l i s é g é t ;  1. W .  A c k e r m a n n , 
Zur W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t  d e r  Z a h l e n t h e o r i e ,  M a t h .  A n n a l e n ,  117 (1940), 
1 6 2 — 1 9 4 .  o l d a l .
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e z á lta l  eg y sz e rű b b  is lesz és a  régebbi e l le n t m o ndásnélkü liség - 
b iz o n y ítá so k h o z  való  v isz o n y a  is v ilá g o sa b b a n  k itű n ik . A to v á b ­
b ia k b an , a m ik o r  Ge n t z e n  e l le n tm o n d ásn é lk ü liség -b iz o n y ítá sá ró l 
re ferá lo k , e g y  ily e n  á ta la k í tá s á r a  gondo lok .
Ge n t z e n  módszere egy speciális levezetés-transzformáción ala­
pul. Levezetésnek más levezetéssé való átalakítása szerepel az 
ellentmondásnélküliség bizonyításának régebbi módszereinél is. 
A modell-módszer is ilyen transzformáción alapul; de míg ott egy 
A axiómarendszerhez tartozó levezetést egy másik B axióma- 
rendszerhez tartozó levezetésbe transzformáltunk, itt a transz­
formáit levezetés is ugyanahhoz az axiómarendszerhez tartozik, 
mint az eredeti. Előkészítő lépésként szerepelnek ilyen értelemben 
vett transzformációk az értékelési módszernél is ; ott célszerű a 
levezetést, az értékelés megadása előtt, úgy átalakítani, hogy 
valamennyi szükséges helyettesítést mindjárt az axiómákon el­
végezzük és az így keletkezett formulákból pusztán a többi követ­
keztetési szabály segítségével jutunk el a végformulához.
Mármost közelfekvő az a gondolat, hogy axiómarendszerünk 
ellentmondásnélküliségét egy olyan levezetés-transzformáció meg­
adásával mutassuk meg, amely minden levezetéshez, hacsak az 
nem nagyon egyszerű, egy ugyanazon végformulával bíró, de bizo­
nyos szempontból egyszerűbb levezetést rendel. Az egyszerűsítés 
például abban állhatna, hogy a levezetésben szereplő quantorok 
számát vagy az alkalmazott teljes indukciók számát csökkentjük. 
Hiszen abban az esetben, ha egy quantor sem szerepel a levezetés­
ben, vagy ha egy teljes indukciót sem alkalmazunk benne, K ö n ig  
G y u la , ill. A c k er m a n n  és N e u m a n n  J ános már említett módszerei 
elintézik az ellentmondásnélküliség kérdését.
Nem várhatjuk, hogy bármely formula levezetését sikerül 
ilyen értelemben egyszerűsítenünk; azonban az ellentmondás- 
nélküliség szempontjából elegendő olyan levezetésekre szorítkoz­
nunk, amelyek végformulája numerikus, azaz sem kötött, sem 
szabad változót nem tartalm az; hiszen elegendő azt megmutat­
nunk, hogy egy speciális numerikus formula, pl. 0=4=0, nem lehet 
levezetés végformulája. Ilyen numerikus végformulájú leveze-
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tések esetében a következő két egyszerűsítési lehetőségre gondol­
hatunk.
Ha az utolsó, a levezetésben alkalmazott «lényeges» következ­
tetés egy teljes indukció alkalmazása62 volt, akkor a teljes indukció­
val bebizonyított 5(n) tételnek tulajdonképpen csak egy numerikus 
speciális esetére, pl. g(8)-ra van szükségünk. Egy ilyen speciális 
eset azonban teljes indukció nélkül is adódik a teljes indukció 
premisszáiként szereplő §(0) és %(n)—^ (n ')  formulákból, pl. 5(3) 
a következő séma szerint:
5 ( 0 )  3 K 0 ) - * $ ( 1 )
\  /
5(1) 5 (D — S(2)
\  /
5(2) 5(2)->5(3)
\  /
?(3)
(ez az a mód, amivel a teljes indukció jogosultságát heurisztikusán 
szoktuk igazolni).
Ha az utolsó «lényeges» következtetés egy quantorkövetkeztetés 
volt, pl. 5->©(a)-ról következtettünk ^-*(x)&(x)-re, s ugyanez a 
(x)&(x) szerepel a levezetésben, a végformulától «lényeges» követ­
keztetéssel el nem választva, a (x)@(a:)-> ©(a) logikai axióma 
(pontosabban: logikai axiómából helyettesítéssel keletkező for­
mula) kapcsán, akkor az eredeti levezetés helyett két egyszerűbb 
részlevezetóst végezhetünk, két esetet különböztetvén meg a szerint, 
hogy ©(a) igaz-e, vagy hamis; az első esetben a (x)&(x) -> ©(a) 
logikai axiómát lehet megtakarítani, a második esetben pedig a 
quantor következtetést.63
A  G E N T Z E N -fé le  b i z o n y í t á s  s z e m p o n t j á b ó l  c é l s z e r ű  a  t e l j e s  i n d u k c i ó t  
n e m  ( f ü g g v é n y v á l t o z ó t  t a r t a l m a z ó )  a x i ó m á n a k ,  h a n e m  a  l o g i k a i a k t ó l  
k ü l ö n b ö z ő  « a r i t m e t i k a i »  k ö v e t k e z t e t é s i  s z a b á l y n a k  t e k i n t e n i ,  a m e l y  a z  
" 5 ( 0 ) 0 8  5 ( n ) ~ * 5 © ’ ) f o r m u l á k b ó l  a z  5 ( M) f o r m u l á h o z  v e z e t  (n s z a b a d  
v á l t o z ó ) .  E z  a  t e l j e s  i n d u k c i ó s  k ö v e t k e z t e t é s i  s z a b á l y  e g y e n é r t é k ű  a  
t e l j e s  i n d u k c i ó  a x i ó m á j á v a l ;  1. p l .  H i l b e r t — B e r n a y s , a  l í ) .  l á b j e g y ­
z e t b e n  i d é z e t t  m ű .  2 6 5 — 2 6 7 .  o l d a l .
6 3  F o r m á l i s a n  ú g y  t ö r t é n i k  a  k é t  e s e t  m e g k ü l ö n b ö z t e t é s e ,  h o g y  a z  
e g y i k  r é s z l e v e z e t é s b e n  © ( a ) - t ,  a  m á s i k b a n  © ( f l ) - t  í r j u k  a  l e v e z e t é s  f o r -
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Mindkét egyszerűsítő' transzformáció szerepelt már H il b e r t  
göttingai előadásaiban (az utóbbi kissé más formában, quantor 
helyett az e-szimbolumra vonatkozólag); azonban csak eléggé egy­
szerű levezetések esetén látszik azonnal, hogy célravezetnek, azaz 
a levezetést még tovább egyszerűsítik. Hiszen ha például az első 
transzformációnál %(n) —> eredetileg teljes indukciók soro­
zatával vezettük le, akkor a teljes indukciók száma meghárom­
szorozódik.64 mert a transzformáció után g(0)—>$(l)-et, g(l)-*g(2)-t 
és ^(2) —> g(3)-at külön-külön le kell vezetnünk; hasonlóan meg­
háromszorozódik az levezetésében szereplő quantorok
száma is. A másik transzformációnál pedig egy komplikáltabb 
levezetésből két egyszerűbb levezetést hoztunk létre, tehát a 
szemügyre vett quantorkövetkeztetést «megelőző» lényeges követ­
keztetések számát megkétszereztük. Igaz ugyan, hogy a transz- 
formáció után ugyanazt a lényeges következtetést kell végeznünk 
többször, ez azonban nem változtat azon, hogy az «egyszerűsödés» 
nem mérhető a levezetésben szereplő lényeges következtetések 
számának csökkenésével.
Gentzen lényegesen új ideája, hogy a levezetések komplikált- 
ságát nem a bennük szereplő teljes indukciók és quantorkövetkez- 
tetések számával méri, egyáltalában nem véges természetes szám­
mal, hanem egy transzfin it rendszámmal, amely a levezetésben 
szereplő következtetések összekapcsolódásának módjától is függ.
mulái elé implikációs elő tagkén t. Könnyű helyreállítani e változ ta tás 
u tá n  a  levezetés-jelleget. A  levezetés valam ely  alkalm as későbbi helyén 
egyesítjük  a  k é t részlevezetést, am ennyiben a ©(a)—»Ä és © la —>& 
alakú  form ulákból és a  (G—* H )—*((G—r H )—* H )  elemi logikai identitásból 
helyettesítés és két. leválasztás segítségével e lju th a tu n k  az eredeti 
levezetésben szereplő 5b form ulához. A ©(a)  implikációs elő tag  alkalm a­
zásával keletkező részlevezetésben az erede ti («:)©(»)—>©(a) logikai 
axióm a szerepét a © (a)—>((a;)©(.r)—>©(a)) formula veszi á t ;  ez az 
F —> (G—*F )  identitásból keletkezik helyettesítéssel. A m ásik  részleveze­
tésben a  quan to rkövetkez te tést azáltal ta k a r íth a tju k  meg. hogy
>©(a)-ból helyettesítéssel <jf—>©(a)-t k ap ju k , ebből s az  ( F —>G)—> 
—*(G—* (F —* H ))  iden titásból helyettesítéssel és leválasztással m egkaphat­
juk  ©(a)— >(a;)©(a;))-e t .
04 H a 15(3) helyett 15(100)-ra volna szükségünk, megszázszorozódnék.
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Ez a transzfinit szám effektive felírható, mihelyt a levezetés fel 
van írva; mindig kisebb, mint az első' e0= . . - íu epszilon-szám. 
Gentzen megmutatja, hogy minden numerikus végformulájú 
levezetés vagy egyszerűsíthető a helyettesítéseknek a levezetés 
elejére való áthelyezése, majd az előbb említett két transzformáció 
egyikének alkalmazásával, abban az értelemben, hogy a kérdéses 
transzformáció csökkenti a komplikáltságát kifejező rendszámot; 
vagy pedig, ha e transzformációk nem alkalmazhatók a levezetés 
egyszerűsítésére (pl. ha a levezetés komplikáltsági foka már 0), 
akkor az értékelési módszerrel direkt meg lehet mutatni, hogy 
végformulája nem lehet 0=j=0 (vagy más hamis numerikus formula). 
Minthogy rendszámok csökkenő sorozata csak véges számú tagból 
állhat, e transzformációk iterált alkalmazása után előbb-utóbb 
bekövetkezik az értékelési módszer alkalmazási lehetősége.
A GENTZEN-féle eredmény, figyelembevéve a modell-módszer 
nyújtotta eredményeket is, a természetes számok aritmetikája 
ellentmondásnélküliségén kívül szolgáltatja a racionális s az algebrai 
számok elméletének, továbbá a folytonossági axióma nélküli elemi 
geometriának ellentmondásnélküliségét is. Remélhető, hogy a mód­
szert ki lehet terjeszteni az analízisre is; ez esetben az egyszerű­
södés megmutatása feltétlenül sokkal bonyolultabb lesz (a máso­
dik számosztály lényegesen magasabb rendszámáig kell elmenni) 
és nincs kizárva, hogy olyan bonyolult, hogy emberileg lehetetlen 
áttekinteni.
5. Az ellentmondásnélküliség bizonyításának jelentősége.
Sokszor kérdezik, hogy mi okunk van egy ilyen ellentmondás- 
nélküliség-bizonyítás elfogadására. A legegyszerűbb válasz erre 
az, hogy ugyanaz az okunk, mint akármilyen más matematikai 
bizonyítás, mint például az algebra alaptétele, vagy a zárt gör­
békre vonatkozó JoRDAN-féle tétel bizonyításának elfogadására. 
Ha a matematika más ágaiban nem vagyunk szkeptikusak, nincs 
okunk az aritmetika ellentmondásnélküliségében sem kételked­
nünk Gentzen bizonyítása után.
A halmazelmélet antinómiái létrehoztak olyan kritikai irányokat
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is, amelyek elsősorban az antinómiák elkerülésére, ezenfelül azon­
ban az e közben felvetődött szempontok konzekvens keresztülvite­
lére is, azt kívánják, hogy bizonyos következtetési módokat kerül­
jünk el, még annak árán is, hogy ezáltal megcsonkítjuk a klasszikus 
matematikát. E kritikai irányokra való tekintettel fontos meg­
jegyezni, hogy a bizonyításelmélet nyújtotta ellentmondásnélküli- 
ség-bizonyítások még a legradikálisabb ilyen kritikai iránynak, 
az in n. intuicionizmusnak tilalmait sem hágják át (míg pl. a 
JoRDAN-tétel bizonyításai áthágják azokat).
A legtöbb matematikus azonban úgy gondolkodik ebben a kér­
désben, hogy a matematika többi ágaiban nem tart ugyan helyén­
valónak semmiféle kételkedést, azonban a bizonyításelméletet 
sokkal szkeptikusakban kezeli, mert ha már egyszer bebizonyítják 
neki valamely axiómarendszer ellentmondásnélküliségét, látni 
akarja, mennyiben jelent ez haladást, mennyiben ad olyasmit, 
amit eddig nem tudott. E tekintetben arra hivatkozhatunk, hogy 
az említett ellentmondásnólküliség-bizonyításokat úgy lehet meg­
fogalmazni, hogy azok egy-egy módszert adnak nekünk, egy-egy 
képességet közölnek velünk, egy-egy eljárásra tanítanak bennün­
ket, amelynek segítségével minden olyan állítólagos levezetéspár­
ban, amelynek végformulái egymás negációi, meg tudunk jelölni 
egy hibát,65 azaz egy olyan formulát, amely nem a megengedett 
következtetési szabályok egyikével adódott azokból a formulákból, 
amelyekből a levezetés-gráf szerint adódnia kellett volna, ill. amely 
nem azonos az axiómák egyikével sem. Ha valaki elolvasta és 
megértette pl. a GENTZEN-féle bizonyítást, akkor nemcsak azzal 
gazdagodott, hogy reprodukálni tudja, hanem azzal a biztonság- 
érzettel is, hogy elsajátított egy ilyen hibamegtaláló eljárást az arit­
metikára nézve. Tulajdonképpen minden ellentmondásnélküliség- 
bizonyítást ilyen eljárás megadásának alakjába kellene önteni; 
hogy ezt nem mindig teszik, annak pusztán az az oka, hogy ilyen 
alakban sokkal több helyet venne igénybe.
65 Ha a nagy FERMAT-tétel állítólagos bizonyítását, ellenőrizzük, az 
e l s ő  hibát szoktuk megkeresni. I t t  a dolog természetéből folyik, hogy 
az eljárás az u to l s ó  hibát szolgáltatja; hiszen a z t kell kihasználni, hogy 
a  levezetések v é g é n  egymásnak ellentmondó form ulák állnak.
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Gyakran abban a formában is felvetik a kérdést, hogy egy-egy 
ellentmondásnélküliség-bizonyítás mit használ fel, mire hivatkozik. 
A válasz erre: csupa olyan képességet, amelyről mindenki érzi, 
hogy rendelkezik vele s amelyek egyébként mindenféle matema­
tikai tevékenységhez szükségesek; mint például hogy egy adott, 
véges számú jelből álló sorozatban (pl. formulában) vagy meg 
tudom keresni az első olyan jelet, amely egy adott jellel megegye­
zik (pl. az első kezdőzárójelet), vagy konstatálni tudom, hogy 
egyáltalában nem fordul benne elő ilyen jel; hogy két ilyen jel­
sorozatról meg tudom állapítani, része-e egyik a másiknak; hogy 
egy adott ilyen jelsorozatban tudok valamely jel helyébe, min­
denütt, ahol előfordul, egy másik adott jelet vagy jelsorozatot 
helyettesíteni stb. Ilyen egyszerű képességekre visszavezethetők 
komplikáltabb tevékenységek is, mint például adott rekurziós 
egyenletekkel definiált függvénynek numerikusán megadott hely­
hez tartozó értékének kiszámítása (pl. numerikusán megadott 
természetes számok összeadása, szorzása); azonban a visszavezetés 
megint csak meghosszabbítaná az ellentmondásnélkülisóg bizonyí­
tását ; helyette elegendő közvetlenül konstatálnunk, hogy a kér- 
désés komplikáltabb képességgel is rendelkezünk. Ezenkívül a 
modell-módszerrel végzett ellentmondásnélküliség-bizonyítások azt 
is felhasználják, hogy egy bizonyos másik B axiómarendszer már 
ellentmondásnélküli, pontosabban azt, hogy e másik axióma- 
rendszerre nézve már rendelkezünk hibamegtaláló képességgel. 
A többi módszer nem használ fel ilyenszerű hipotézist; ezeknél 
tehát nincs értelme annak a kérdésnek, hogy ezek milyen axióma- 
rendszer ellentmondásnélküliségét használják fel. Viszont nem 
szabad szem elől tévesztenünk azt, hogy a modell-módszer is fel­
használ mást is, mint a kérdéses másik B axiómarendszer ellent­
mondásnélküliségét; t. i. azt, hogy rendelkezünk a szótár segítsé­
gével való «lefordítás» képességével. A többi módszernél elmarad 
valamely másik axiómarendszer ellentmondásnélküliségére való 
hivatkozás, viszont e helyett nagyobb mértékben kell felhasznál­
nunk egyéb képességeink megléteiét.
A felemlített ellentmondásnélküliség-bizonyítások közül a Gén-
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TZEN-féle h iv a tk o z ik  a  le g k o m p lik á lta b b  képességre , t .  i. a r ra , hogy  
h a  m e g é r te t tü n k  eg y  e ljá rá s t, a m e ly  m in d en  a d o t t  s 0 a la t t i  a > 0  
ren d sz ám h o z  egy k ise b b  ß  re n d sz á m o t ren d e l és k o n s ta tá l tu k ,  ho g y  
ren d e lk ez ü n k  azza l a  képességgel, h o g y  ez t az e l já rá s t a d o t t  « ese­
té n  m in d ig  végre tu d ju k  h a j ta n i ,  ak k o r a d o t t  a -bó l k iin d u lv a  
tu d ju k  ad d ig  i te r á ln i  ezt az e l já rá s t ,  am íg  0-hoz n em  ju tu n k  
(A ren d sz ám o k a t, v a la m e ly  n o rm á le lő á llítá su k a t v év e  a lap u l, épp 
ú g y  véges je lso ro z a to k n a k  te k in th e t jü k ,  m in t a  f o rm u lá k a t ; egyéb ­
k é n t p ó to lh a tn é k  ő k e t te rm észe te s  szám okkal, csak  a «kisebb» 
re lác ió  helyébe ke llen e  egy  m ásik , t is z tá n  szám elm életileg  defin iál­
h a tó  re lác ió t te n n ü n k , am ely  a te rm észe te s  sz ám o k a t e0 típ u s 
sz e r in t rendezi.) E z t  a  képességet is sikerü l, h a b á r  k o m p lik á lt 
m ó d o n , sokkal eg y sze rű b b  képességekre  v isszav eze tn i, am elyek rő l 
é rezzü k , hogy  ren d e lk e z ü n k  ve lü k .
Más kérdés m e g in t az , hogy  m ily en  ax ió m aren d sze rb en  m ond­
h a tó  el egy-egy e llen tm o n d ásn é lk ü liség -b izo n y ítás . Ha a  b iz o n y ítá s ­
e lm é le te t a x io m a tiz á lju k , elvész az e red m én y e it m eggyőzővé te v ő  
k é p e ssé g -fo g a lm az ás; a  fe lh a szn á lt «alap-képességek» h elyébe o b ­
je k t ív  fo rm áb a  ö n tö t t  té te lek  jö n n e k , m in t p l. h a  v a lam e ly  véges 
je lso ro z a tb a n  e lő fo rd u l egy je l, a k k o r  v a n  egy  első h e ly , aho l elő­
fo rd u l ; v ag y  ho g y  e0-n á l k isebb  ren d szám o k  csökkenő  so roza ta  
m in d ig  véges. Mégis fon tos m ó d szer a b iz o n y ítá se lm é le t ax iom a- 
tiz á lá s a  o lyan  k é rd é sek  v iz sg á la tá n á l, hogy  be leh e t-e  egy  a d o tt  
ax ió m aren d sze r  e llen tm o n d ásn é lk ü liség é t b iz o n y íta n i a d o t t  m ó d ­
szerek k e l. E té re n  G ö d e l  n ag y je len tő ség ű  e redm énye  06 az t m ond ja , 
h o g y  egy  elég k ife jezőképes és elég szabályos A ax ió m aren d sze r 
e llen tm o n d ásn é lk ü liség e  b izo n y ítá sáh o z  nem  elegendők  o ly an  m ó d ­
szerek . am elyek  m a g á n  az A ax ió m aren d sze ren  belü l k ife jezhe tők . 
Ez az  eredm ény , a  GENTZEN-féle b iz o n y ítá s ra  a lk a lm az v a , tö b b ek  
k ö z ö tt  a z t a d ja , h o g y  az o tt szerep lő  ren d szám -h o zzáren d e lés  nem  
p ó to lh a tó  véges sz ám o k n a k  (v ag y  eg y  e0-nál k iseb b  ren d szám  
a l a t t i  tran sz fin it szám o k n ak ) a lev ezetésekhez való  hozzárendelésé* 
vei. A GENTZEN-féle b iz o n y ítá s  e lő tt  úgy  lá ts z o tt ,  h o g y  Gödel  
té te le  e g y á lta lá b a n  le h e te tle n n é  te sz i az a r i tm e tik a  e llen t m ondás-
00 L. az 55. lábjegyzetben idézett m unkát.
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nélküliségének bizonyítását. Ma is sokan kételkednek a Gentzen- 
féle módszernek az analízisre való kiterjeszthetőségében arra 
hivatkozva, hogy a második számosztály elmélete felépíthető' az 
analízis axiómarendszere segítségével. A helyzet azonban az, hogy 
nem várható, hogy az analízis, vagy akár a halmazelmélet axióma- 
rendszere segítségével a természetes számok minden egyes speciális 
(esetleg komplikált számelméleti utasításokkal megadott) jólren- 
dezéséről meg lehessen mutatni, hogy valóban jólrendezés; az 
természetesen kérdéses, hogy egy olyan jólrendezésre vonatkozó­
lag, amelyről ezt nem lehet megmutatni, sikerül-e bennünket 
valami módon meggyőzni, hogy rendelkezünk a megfelelő «végig- 
iterálási» képességgel. A GöDEL-féle tétellel kapcsolatos gondolat­
körrel azonban nem foglalkozhatom részletesebben.67
Ha a GENTZEN-féle ellentmondásnélküliség-bizonvítást axioma- 
tizáljuk, az az axióma, amely túllép az aritmetika axiómarend­
szerén, az e0-típusú transzfinit indukció axiómája lesz. Viszont az 
aritmetika axiómáit és következtetésmódjait nem használjuk ki 
teljesen. Ez különösen a logikai axiómákra és következtetési sza­
bályokra vonatkozik. Ugyanis az ellentmondásnélküliség-bizonyítás 
minden egyes lépése egy-egy képességünket tárja fel; már pedig 
nem minden logikai tételnek (identitásnak) felel meg képesség s 
nem minden következtetésmódnak az, hogy bizonyos képességek 
másokat involválnak. Például a harmadik kizárása elvének az a 
képesség felelne meg, hogy bármely feladatot vagy meg tudunk 
oldani, vagy meg tudjuk mutatni, hogy képtelenség, hogy valaki 
megoldotta; már pedig ezzel a képességgel nyilván nem rendel­
kezünk általánosan.
Eelvethető viszont a fordított kérdés is : ha a bizonyításelmélet 
eredményei azért meggyőzőek, mert közvetlenül konstatált meg­
levő képességeinkre hivatkozó meggondolások eredményezték azo­
kat, nem lehet-e a matematika más ágainak is hasonló meggyőző
67 E  kérdésekrő l dr. P éter  R ózsa t a r to t t  1940. m árcius 8-án  e lő ­
a d á s t  az  E lm éle ti F iz ikai In té z e t  k o llo k v iu m á n ; e lőadása a  M a t .  és  
F i z .  L a p o k  u g y an é  füzetében  je len ik  meg, k ö zv e tlen ü l e do lgozat u tá n  
<120— 143. oldal).
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erőt kölcsönözni azáltal, hogy tételeit olyan formába öntjük, hogy 
mindegyik egy-egy képességünk megléteiét fejezze ki. Ez a P ro­
gramm a már említett, KRONECKERre visszavezethető, Brouwer 
által kiépített intuicionizm us programmja. Természetes, hogy ha 
ez a képesség-fogalmazás már a logikában sem sikerült minden 
tételnél, még kevésbbé sikerülhet a matematikában. A numerikus 
számtan terén még maradék nélkül sikerül ez az átfogalmazás; 
például annak intuicionista bizonyítása, hogy 2.2=4, egy olyan 
képesség közlésében áll. amellyel, valahányszor valaki megad 
nekünk két kételemű és egy négyelemű halmazt, az előbbiek 
elemeiből alkotott rendezett párokat az utóbbinak elemeihez 
kölcsönösen egyértelműen hozzá tudjuk rendelni. De az egész 
számok általános aritmetikájában sem lépnek fel lényeges nehéz­
ségek ; mindössze néhány bizonyításmódot kell elkerülnünk, pél­
dául két szám, a és b, legnagyobb közös osztója létezésének azt a 
bizonyítását, amely ezt a legnagyobb közös osztót mint a leg­
kisebb a x + b j  alakú pozitív számot adja meg, mert az a képessé­
günk nincs meg általában, hogy végtelen sok természetes szám 
közül megkeressük a legkisebbet (ezzel szemben az euklidesi 
algoritmussal való bizonyítás csupa olyan képességre hivatkozik,, 
amellyel valóban rendelkezünk). Már a valós számok aritmetiká­
jában, méginkább az analízisben és a halmazelméletben, több 
nehézséget okoz az intuicionista átfogalmazás; így pl. nincs meg 
az a képességünk, amivel két tetszőleges (pl. racionális intervallu­
mok szűkülő sorozatával megadott) valós számról eldöntsük, hogy 
melyik a nagyobb; ennélfogva az intuicionisták nem fogadják el 
azt, a tételt, hogy két különböző valós szám közül az egyik nagyobb 
a másiknál. Hasonlóan elvetik többek között a korlátos számhal­
mazok felső határának létezéséről, folytonos függvény maximumá­
nak eléréséről szóló tételeket. Az intuicionista analízis és halmaz­
elmélet e szerint szegényebb, mint a klasszikus;*8 egyben lényege-
‘i* Ezt nem úgy kell értenünk, hogy az intuicionista analízis minden 
tétele a klasszikus analízisben is előfordul, viszont azonban nem ; csak 
úgy, hogy a klasszikus analízis tételeinek nagy része nem fordul elő az 
intuicionista analízis tételei között. Ugyanis vannak olyan intuicionista
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sen komplikáltabb annál, pl. a megszámlálható halmaz fogalma 
helyébe nyolc különböző' fogalmat tesz annak megfelelően, hogy a 
természetes számok halmazára való kölcsönösen egyértelmű leké­
pezés képessége helyett ennek mely, ezt a klasszikus halmazelmélet 
szempontjából pótoló részképességével rendelkezünk (pl. a termé­
szetes számok halmazának egy végtelen részére való kölcsönösen 
egyértelmű leképezés képességével). A logikának — a mellett, 
hogy egyes tételeit, mint pl. a harmadik kizárása elvét, elvetik az 
intuicionisták — érdekes módon alárendelt szerepe van az in- 
tuicionista matematikában. Ugyanis minden egyes képesség esetén 
közvetlenül be kell, hogy láthassuk azt, hogy rendelkezünk vele, a 
nélkül, hogy egyszerűbb képességekre visszavezet nők ; már pedig a 
logika az intuicionisták szemében pusztán ezt a visszavezetést 
szolgálja s így a képesség bírásáról való meggyőződést megkönnyítő, 
azonban elvileg nélkülözhető segédeszköz.
Az intuicionizmus ismertetése azonban nem feladatom; 
ennyire is csak a bizonyításelmélettel való kapcsolatai miatt men­
tem bele. Az intuicionizmus és a bizonyításelmélet még egy év­
tizede két, egymással élesen szembenálló filozófiai felfogás terrné-
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tételek, am elyek a klasszikus analízisben nem ig azak  ; pl. bogy egy v a la­
mely zárt intervallum  m inden helyén értelm ezett függvény egyenletesen 
folytonos az intervallum ban. Hogy ilyen té te lek  adódhatnak  az  in- 
tu ic ion ista  m atem atikában, an n ak  az az oka. hogy a  té tel feltéte lei itt 
sokkal többet kívánnak, m in t a  klasszikus an a líz isb en : pl. az in tu icion ista  
felfogás szerint csak akkor m ondjuk , hogy egy függvény értelm ezve van 
egy intervallum  minden helyén, ha rendelkezünk egy eljárással, am ely­
nek b irtokában , ha valaki szukcesszíve m ind pontosabban és pon tosab ­
ban m egadja a  független változó értékét, m i szukcesszíve m ind  pon to ­
sabban meg tu d ju k  adni a függvényértéket,a  nélkü l, hogy ehhez végig 
kellene v árn u n k  a független változó m egadásának egész végtelen pro­
cesszusát, am i lehetetlenséget kívánna tő lü n k ; m ár pedig ilyen eljárás 
nyilván csak  folytonos függvények esetén lehetséges.
09 K itűnő  összefoglalása az  intuicionizm usnak (s egyben a b izonyítás- 
elmélet, alapgondolatainak is):  A.  H eyting. M athem atische G rundlagen­
forschung, E r g e b n i s s e  d e r  M a t h . .  3 (1934), 3 7 5— 4 4 9 .  oldal. A b izonyítás- 
elmélet részletesebb tanulm ányozására a 19. lábjegyzetben id éze tt 
H ilbert— B ernays-féle mű (II.  kötetével : Berlin, 1939, eg y ü tt)  
ajánlható .
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kének látszott; megalkotóik. B r o u w e r  és H il b e r A, heves vitákat 
vívtak. Azonban e viták a gondolatok tisztázásához vezettek; 
kiderült, hogy okuk nagyrészt az volt, hogy ugyanazokon a szava­
kon mást-mást értettek, kiki a maga programmjába illő dolgot; 
kiderült, hogy a bizonyításelmélet és az intuicionizmus két külön­
böző', egymást kiegészítő feladatkört tölt be. Ma már a köztük 
levő nézeteltérés egv-két prioritási kérdéstől eltekintve arra szo­
rítkozik, hogy az intuicionizmus által elvetett, de a bizonyítás­
elmélet által ellentmondásnélkülinek talált (vagy találandó) 
diszciplínák B r o u w e r  szerint jelentésnélküli formulákkal való 
játékok, míg H il b Br t  kezdettől fogva meg volt győződve arról, 
hogy minden matematikai fogalomnak és tételnek van jelentés- 
tartalma, ha nem is képességünkre vonatkozik.
Kalmár László.
ZIELSETZUNGEN, METHODEN UND ERGEBNISSE 
DER HILBERTSCHEN BEWEISTHEORIE.*
Die sprichwörtliche Unfehlbarkeit der Mathematik wurde zuerst 
durch jene Fehlschlüsse erschüttert, zu denen die Infinitesimalmethoden 
Anlaß gaben. Durch die exakte Begründung der Analysis durch Cauchy 
und W e ie r s t b a s z  wurde die Möglichkeit solcher Fehlschlüsse eliminiert; 
doch ergab sich durch die Entdeckung der Antinomien der Mengenlehre 
wiederum eine ähnliche Lage. Da die Methoden der Mengenlehre auch 
für die übrige Mathematik unentbehrlich sind, ergibt sich die Notwendig­
keit einer Neubegründung der Mathematik nebst exaktem Beweis der 
Widerspruchsfreiheit ihrer verschiedenen Zweige, wie Arithmetik, 
Analysis, Mengenlehre, Geometrie usw. Dies ist der Hauptzweck der 
HiLBERTSchen Beweistheorie. Dazu sind zunächst Begriffe, wie Wider­
spruchsfreiheit, Arithmetik usw. exakt zu fassen. Zu diesem Zwecke 
stützt sich die Beweistheorie auf die Ergebnisse der Axiomatik und der 
mathematischen Logik.
* A usarbeitung des zweiten Teiles eines V ortrags gehalten  am  3. 
N ovem ber 1939. im  Kolloquium des In stitu ts  fü r  Theoretische P hysik  
d e r U niversität zu B udapest. D er erste Teil —  eine Ü bersich t über 
die E lem ente d er M engenlehre —  w urde liier weggelassen.
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Die axiomatische Methode besteht in einer bewußten Grenzsetzung 
des Definierens und Beweisens, indem gewisse Sätze einer Theorie als 
Axiome, die darin vorkommenden Begriffe als Grundbegriffe erklärt 
werden und sämtliche weitere Begriffe der Theorie durch jene definiert( 
sämtliche weitere Sätze durch die Axiome bewiesen werden. Durch 
Angabe eines Axiomensystems kann ein Zweig der Mathematik exakt 
abgegrenzt werden.
Die Zweige der mathematischen Logik, die für die Beweistheorie in 
erster Linie in Betracht kommen, sind der Aussagenkalkül und der engere 
Punktionenkalkül. Ersterer behandelt Punktionen, deren Argumente 
und Werte die beiden logischen Werte «wahr» und «falsch» durchlaufen; 
letzterer aber Funktionen über einer beliebigen Menge (Individuen­
bereich), die logische Werte als Funktionswerte annehmen. Die «Quan­
toren» alle und es gibt sind spezielle Funktionaloperationen über solche 
Funktionen; sie spielen eine ähnliche Bolle, wie die Integration in der 
Analysis.
Mit Hilfe dieser Methoden ist es möglich, eine exakte Definition des 
für die Axiomatik grundlegenden Begriffes «aus gewissen Prämissen 
folgt ein gewisser Satz» zu geben, die zugleich den herkömmlichen Inhalt 
dieses Begriffes deckt. Der Mengenbegriff, der zunächst durch den 
Funktionenkalkül in diese Definition einspielt und scheinbar unent­
behrlich ist, läßt sich mit Hilfe des sogenannten GöDELschen Vollstän­
digkeitssatzes eliminieren.
Mittels des Begriffs der Folgerung lassen sich Begriffe, wie Wider­
spruchsfreiheit, Vollständigkeit usw. ohne weiteres scharf fassen; damit 
ist der erste, grundlegende, Schritt gegen dem gesetzten Ziel der Beweis­
theorie getan.
Zum Beweise der Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems ver. 
fügt die Beweistheorie über verschiedene Methoden. Die älteste Methode 
ist die des Konstruierens eines Modells für das betrachtete Axiomen- 
system innerhalb eines anderen; diese Methode kann nur relative Wider­
spruchsfreiheit (d. h. unter Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit 
eines anderen Axiomensystems) liefern. Außer den klassischen Anwen­
dungen dieser Methode (Zurückführung der Widerspruchsfreiheit der 
BoLYAischen Geometrie auf die der E uki.mischen; Zurückführung der 
Widerspruchsfreiheit der Geometrie auf die der Analysis) kann man die 
GöDELsche Entdeckung aufführen: Widerspruchsfreiheit der durch Aus­
wahlaxiom und verallgemeinertem Kontinuumsatz erweiterten Mengen, 
lehre unter Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre 
ohne diese.
Die einfachste Methode, die einen absoluten Widerspruchsfreiheits-
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satz liefern kann, die Wertungsmethode geht auf J. König zurück. Sie 
besteht in einer Zuordnung von logischen Werten den Aussagen (Formeln) 
des Axioinensvstems, die den Axiomen den Wert «wahr» zuordnet, des­
gleichen den Folgerungen aus Sätzen, denen bereits «wahr» zugeordnet 
wurde, während einander widersprechenden Aussagen nie gleichzeitig 
den Wert «wahr» zuordnet. Diese Methode wurde von J. König auf ein 
Bruchstück der Arithmetik angewendet : weitere Bruchstücke der Arith­
metik wurden durch dieselbe Methode,- kombiniert mit einer Elimina­
tion der Quantoren mittels ((Ausintegrieren», von Herbrand und Pres- 
burgeu behandelt. Ein anderes Hilfsmittel zur Elimination der Quan­
toren wird durch den H n . B E R T S c h e n  e-Symbol geliefert; um aber eine 
Wertung angeben zu können, bedarf man einer Methode zur Elimination 
des s-Symbols, was ebenfalls nur bei sehr einfachen Axiomensystemen, 
in erster Linie bei Bruchstücken der Arithmetik, ausgeführt werden kann.
Eine Erweiterung der Wertungsmethode wurde — nachdem diese 
Erweiterung von Hilbert und Ackermann in einer anderen Form 
bereits angewandt wurde — von J. v. Neumann formuliert. Die erwei­
terte, sogenannte Teilwertungsmethode erfordert statt einer festen Zu­
ordnung von logischen Werten den Aussagen eine Anweisung, die nach 
Angabe eines Beweises (von dem es zu zeigen ist, daß er nicht zu einem 
Widerspruch führt) eine solche, vom betrachteten Beweis abhängige, 
Zuordnung für die im Beweise vorkommenden Formeln definiert. Durch 
diese Methode wurde die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik unter 
gewissen Einschränkungen betreffend der Verwendung der vollständigen 
Induktion von Neumann, Ackermann und Herbrand bewiesen.
Die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik ohne irgendwelche Ein­
schränkungen wurde zuerst von G e n t z e n  (dann aber auch von A c k e r ­
m a n n  mittels älteren H n . B E R T S c h e n  Ansätzen, die auf die Teilwertungs­
methode hinauskommen) bewiesen. G e n t z e n s  Methode beruht auf einer 
speziellen Beueistramformation, die einem jeden Beweis der Arithmetik 
mit einer numerischen Gleichung als Resultat, falls er nicht genügend 
einfach ist um eine direkte Anwendung der Wertungsmethode zuzu­
lassen, einen in gewisser Hinsicht einfacheren Beweis derselben nume­
rischen Gleichung zuordnet. Die Vereinfachung besteht entweder in 
einer «Auflösung» einer vollständigen Induktion, oder in einer Fallunter­
scheidung. die eine Vereinfachung in Schlüssen im Zusammenhang mit 
Quantoren bewirkt. Daß wirklich eine Vereinfachung vorliegt, zeigt sich 
durch eine geeignete Zuordnung von transfiniten Ordnungszahlen 
(unterhalb der ersten e-Zahl), als «Kompliziertheitsgraden» zu den 
Beweisen, indem nämlich bei der fraglichen Beweistransformation der 
Kompliziertheitsgrad abnimmt. Durch einen transfiniten Induktions-
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Schluß ergibt sich die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik. Die Aus­
dehnung der ÖENTZENSchen Methode auf die Analysis scheint nicht un­
möglich, aber mit fast unüberwindbaren technischen Schwierigkeiten 
behaftet zu sein.
Die Frage, was man durch einen Widerspruchsfreiheitsbeweis gewinnt, 
läßt sich dahin beantworten, daß man dadurch eine Fähigkeit erwirbt, 
in einem beliebig vorgelegteii Scheinbeweis, der sich angeblich im betrach­
teten Axiomensystem abspielt und zu einem Widerspruch führt, einen 
Fehler aufzudecken. Dabei werden einfachere Fähigkeiten voraus­
gesetzt, deren Bestehen man unmittelbar fühlt. Es ist zwar möglich, 
den Widerspruchsfreiheitsbeweis so umzugestalten, daß man sich statt 
Fähigkeiten auf Axiomen von «objektiverem» Inhalt beruft; doch 
bedarf man dann, nach einem GöDELschen Satz, eines gegenüber dem 
betrachteten weiteren Axiomensysteins. Andererseits kann man ver­
suchen, die ganze Mathematik in Behauptungen über das Bestehen 
von Fähigkeiten umzugestalten; dies ist die Tendenz des Intuitionismus 
und führt notwendig zu einer Verstümmelung der klassischen Mathema­
tik, da nicht allen Sätzen derselben Fähigkeiten entsprechen, die wir 
wirklich besitzen.
László Kalmár.
AZ AXIOMATIKUS MÓDSZER KORLÁTÁI.1
1 . A x ió m aren d sze rek  fe lá llí tá sá ra  a következő  m eggondo lás  
v e z e t :  A m a te m a tik á b a n  m in d e n  b iz o n y ítá s  ú g y  tö rté n ik , ho g y  
az  á l lí tá s t  m ás té te le k re  v ez e tjü k  v issza és m in d e n  defin ició  
m á s  fo g alm ak ra  v ez e ti v issza  a defin iá lan d ó  fo g a lm at. E  v issza ­
veze tések  so rán  v a la h o l m eg k e ll á l ln u n k : b iz o n y o s  fo g a lm ak a t 
to v á b b  nem  e lem e ze n d ő  a lap fo g a lm ak u l, b izonyos té te le k e t tovább  
n e m  b iz o n y íta n d ó  a lap té te lek ü l, ax ió m ák u l k e ll e lfo g ad n u n k . Az 
a lap fo g a lm ak ró l n e m  h a s z n á lh a tu n k  fel sem m i m ást, m in t a m it 
az  ax ióm ák k im o n d a n a k  ró lu k , m in teg y  im p lic i te  d efin iá lju k  
ez ek e t az ax ióm ákka l.
1 A Kir. Magyar Pázmány Péter Tudományegyetem Elméleti Fizikai 
Intézetének kollokviumán 1940. márc. 8-án tarto tt előadás. Ism ertnek 
teszem fel a  halmazelmélet elemeit és K almár  L á s z ló  «A HiLBERT-féle 
bizonyításelmélet célkitűzései, módszerei és eredményei» című ugyanitt 
1939. november 3-án tarto tt előadását (részletes kidolgozását 1. a Matematikai 
és Fizikai Lapok jelen füzetében, 65—119 old.) Erre a cikkre (K ) jelzéssel 
fogok hivatkozni, jelöléseit további magyarázat nélkül használom. Az egyet­
len eltérés a negáció jele : A  helyett "1 A -1 fogok írni. Összefoglalom a fel­
használt logikai jeleket jelentésük sz e rin t:
|  «igaz»
A  & B  «és»
A —* B  «következik»
1 A  «nem»
(x ) F ( x )  «minden x - i e  igaz F(x)'»
(E x )F (x )  «van olyan x ,  melyre igaz F (x )»
(aj ( E y ) F ( x ,  y )  «minden x-hez van olyan y, melyre igaz F ( x , y ) » .  
Konkrét formulákat gót betűkkel szokás jelölni.
Az axiomatikus módszer, az elemi logika és logikai függvénykalkulus 
alapfogalmai (Zv)-ban megtalálhatók, ezért előadásomnak ezekre vonatkozó 
bevezető részét elhagyom. Viszont C h u r c h  abszolút eldönthetetlen prob­
lémáját, melyre az előadáson csak kevés idő jutott, kissé részletesebben 
tárgyalom.
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Arra emlékeztet ez, ahogyan egy egyenletrendszer implicit 
definíciót ad a benne szereplő ismeretlenekre. Például arról az 
x , y, z-ről akarunk beszélni, melyekre
ilyenek : 80, 20, 0, de 79, 20, 1 is, 78, 20, 2 is ,... tehát az egyenlet­
rendszer ezeket a számhármasokat definiálja implicite. Szán­
dékosan választottam határozatlan egyenletrendszert, mert egy 
axiómarendszertől, melyhez hasonlítani akarom, semmiképpen 
sem várható, hogy az illető tudományág alapfogalmait egy­
értelműen adja meg, hiszen ezek az alapfogalmak általában nem 
is foghatók meg precízen (például a geometria szemléletből 
nyert határozatlan fogalmakra épít, a naív halmazfogalom pedig 
még ellentmondásosnak is bizonyult). Egy-egy axiómarendszernek 
tehát több modell is eleget tesz. Például P e a n o  axiómái2, melye­
ket a természetes számok megalapozására vezetett be, kitűnően 
teljesülnek bármely számtani haladványra is, ha a 0-nak neve­
zett definiálatlan alapfogalom helyébe az illető számtani halad- 
vány első tagját, az «eggyel továbbszámlálás» helyébe a differen­
cia hozzáadását képzeljük.
Ennek ellenére megkívánjuk egy axiómarendszertől, hogy 
lehetőleg teljesen képviselje azt és csakis azt a tudományágat, 
melynek felépítésére bevezettük. A teljességnek ezt a követelését 
több különböző módon szokás precizírozni. Én a két legfonto­
sabb módot tárgyalom, és meg fogom mutatni, hogy axiomatikus 
módszereink mindkettővel szemben csődöt mondanak.
2. Az eddigi gondolatmenethez természetesen csatlakozó köve­
telés a következő volna: ha nem is várható, hogy egy axióma- 
rendszernek egyetlen modell tesz eleget, de legalább egyenlő 
strukturájúak legyenek a neki eleget tevő modellek, mint ahogy 
az 1, 2, 3 ,... természetes számok sorozatát és a 2, 4, 6,... szám­
tani haladványt egyenlő struktúrájúnak érezzük. Precízebben:
2 (K)  73. old.
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ha adva van két modell, amely az axiómarendszernek eleget 
tesz, lehessen ezeknek elemeit és a köztük fennálló relációkat 
úgy rendelni kölcsönösen és egyértelműen egymáshoz, hogy ha 
az egyik modell bizonyos a ,b ,c ,.. .  elemeinek a másikban 
a', b', c ',... a párja és az egyik modellben definiált R  relá­
ciónak a másik modellben R ' a párja, továbbá az R  reláció 
fennáll az a, b, c,... elemek között, akkor az R ’ reláció is fenn­
álljon az a’, b’, .. elemek között. Ezt fejezik ki úgy, hogy a
két modell izomorf legyen, és az olyan axiómarendszert, mely­
nek eleget tevő bármely két modell izomorf, monomorfn&k 
nevezzük. Ehhez mindenesetre szükséges — korántsem elegendő —, 
hogy egyáltalán lehessen egymáshoz rendelni kölcsönösen és 
egyértelműen bármely két modell elemeit, azaz, hogy a modellek 
egyenlő számosságúak legyenek.
Hosszú ideig hitték a matematikusok, hogy a matematika 
különböző ágai számára felállított axiómarendszerek monomorfok. 
A geometriára H ilper t  3 ezt be is bizonyította úgy, hogy a 
geometria axiomatizált fogalmai segítségével definiált egy távol­
ságok közötti összeadás- és szorzás-fogalmat és megmutatta, hogy 
ezekre érvényesek a valós számok műveleti szabályai (egyértelmű 
megfordíthatóság, kommutatív, asszociatív, disztributív törvények 
s. i. t.), igy nyert egy halmazt, mely izomorf a valós számok 
halmazával. Két nem izomorf geometriai modell ilymódon két 
nem izomorf modellt adna a valós számok rendszerében is; 
márpedig az aritmetika rendszereinek monomorfizmusában ren­
dületlenül hittek.
Ezt a hitet két irányi>an is megdöntötte S kolem. Eőeredmé- 
nyeit úgy lehet összefoglalni, hogy az axiomatikus módszer 
sokat markol és keveset fog. E kettő közt nincs okozati össze­
függés: külön-külön igazak. Előbb bizonyította be Sk o l e m 3 4 a 
megszámlálhatón túlmenő fogalmakat axiomatizáló rendszerekről
3 D. H i l h e k t  : Grundlagen der Geometrie. (7. kiadás: Leipzig és 
Berlin, 1930).
4 T h . S k o l e m  : Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begründung der 
Mengenlehre, Math.-kongressen in Helsingfors 1922, 217—232. old.
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(tehát például a valós számokéról), hogy keveset fognak, és 
jóval később5 a természetes számok lehetséges axiómarendszerei­
ről, hogy sokat markolnak.
3. Hogy például a halmazelmélet axiómarendszerei keveset 
fognak, azon ezt értem : bármi módon adnak meg egy axióma- 
rendszert a halmazelmélet számára, melynek tehát a inegszám- 
lálhatón túlmenő bármily nagy számosságok implicit definícióját 
is tartalmaznia kellene, hacsak nem ellentmondásos az axióma- 
rendszer, mindig található hozzá egy megszámlálható modell is, 
amely kielégíti. Mivel pedig a halmazelmélet fogalmai önmaguk­
ban nem voltak precízek és éppen az axiómák által akartuk 
őket precízen bevezetni, úgy, hogy nem szabad rajtuk mást 
érteni, mint amit az axiómák róluk kimondanak: semmi sem 
jogosít fel arra, hogy mást értsünk rajtuk, mint. azt a meg­
számlálható modellt, mely kielégíti az axiómarendszert, tehát, 
arra sem, hogy egyáltalán beszéljünk megszámlálhatón túlmenő 
számosságokról.
Ugyanez érvényes a valós számokat bevezető axiómarend­
szerekre is : ott kontinuum számosságot akarunk markolni és az 
axiómarendszer megint megszámlálható modellt fog. Persze, ha 
az axiómarendszertől függetlenül hiszünk a valós számokban, 
ezeknek a kontinuum számosságú halmaza szintén jó modell a 
kérdéses axiómarendszer számára, tehát az mindenesetre fenn­
áll, hogy ez az axiómarendszer nem monomorf.
Skolem bizonyítása Löwenheim következő tételén alapul: ha a 
logikai függvénykalkulus egy zárt (azaz szabad változót nem tar­
talmazó) formulája kielégíthető egy individuumtartományban, 
akkor e halmaznak van oly megszámlálható része, hogy ezen belül 
is kielégíthető. Alapgondolata ez : legyen például a kérdéses zárt 
formula: . , . ,. .... , .
(ahol 21 (.t , i/)-ban inár nincsenek kötött változók, például ilyen
5 Th. S kolem  : Über die Unmöglichkeit einer vollständigen Charakteri­
sierung der Zahlenreihe mittels eines endlichen Axiomensystems, Norsk 
matematisk forenings skrifter, Series II. No. 10. (1933), 73—74. old.
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alakú: F  (x, y) —>G (y, x f j ; hogy ez kielégíthető 3 -ben, az azt 
jelenti, hogy az 21 (.r, y)-ban szereplő függvényváltozók (például 
F  és G) választhatók úgy, hogy ha x  az 3 halmaz teszésszerinti 
eleme, van olyan y  elem 3-ben, hogy 21 (x, y) =  í  . Ez a «min­
den íc-hez tartozik ily y» tulajdonképpen y-1 mint x  függvényét 
adja meg6, tehát van egy olyan 3 _ben definiált y =  f(x) függ­
vény 3 -beli értékekkel, hogy a fenti formula ezzel egyértelmű:
(X)%{x, f(x)),
szavakban: minden 3'beli x-re 2l(x , f(x)) — \ . Legyen most a 
az 3 "neb egy tetszésszerint választott eleme, akkor erre is
21 {a, fia)) =  t  •
f(á) maga is 3 -beli érték, tehát őrá is
2 i( /W ( A « ) ) ) =  t .
Ugyanezt megismételhetjük f{f(a))-\al s. i. t. ad inf. Világos, 
hogy a (x) (Ey) 21 (x, y) formula már az
a, f(a), f  (/'(«>),...
3 -beli megszámlálható sorozaton kielégíthető: ha e sorozat bár­
mely x  tagjához a következő tagot választjuk y-nak, akkor teljesül 
21 (.u, y) =  T • Ezzel Löwenheim tétele e példán igazolva van; 
az általános esetben ehhez lényegében hasonló, csak megfele­
lően komplikáltabb gondolatmenettel bizonyítható.
Mármost Siíolem vette észre e tétel nagy jelentőségét. Minden 
axiómarendszer véges, vagy megszámlálható sok zárt formulából
6 Az intuicionista felfogás szerint (x) (Ey)  31 (x ,  y) azt jelenti, hogy isme­
retes egy eljárás, mellyel az individuumtartomány minden x  eleméhez meg­
konstruálható egy olyan y ,  hogy 31 (x ,  y )  —  \  legyen. Ez az eljárás y - t  mint 
x  függvényét adja meg. A klasszikus felfogás szerint (x) (Ey)  31 (x,  y) csak 
annyit jelent, hogy az individuumtartom ány minden x  eleméhez vannak 
olyan y - ok, melyekre 31 (x,  y )  —  f ; ha a kiválasztási axiómát alkalmazzuk, 
az ily y - ok halmazának kiválasztott eleme ismét cc-nek jól definiált függ­
vénye lesz. Skolem ad olyan bizonyitást is, mely nem használja fel a 
kiválasztási axiómát, 1. Th . Skoi-em : Über einige Grundlagenfragen der 
Mathematik, Skrifter u tg itt av det Norske Vi d e n skaps- Akad e m i i Oslo 
I. Mat.-naturv. klasse, No 4 (1929), 1—49. old.
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áll; Skolem egyetlen zárt formuláról ilyen rendszerekre általá­
nosította a LöwENHEiM-tételt és így adódik, hogy minden axióma- 
rendszer, ha egyáltalán kielégíthető, már megszámlálható in­
dividuumtartományban is kielégíthető. Persze nem volna értelme 
azt kívánni, hogy akkor vegyünk több mint megszámlálható 
sok axiómát alapul, hiszen éppen az axiómák segítségével 
akarjuk magalapozni a «több mint megszámlálható» fogalmát.
Speciálisan a geometria axiómarendszerére ez a következőt 
jelenti: már Hilbert3 taglalta, hogy az ő II. folytonossági 
axiómája nélküli geometriai rendszer kielégíthető egy meg­
számlálható individumtartományban is. A kérdéses axióma vezeti 
be a folytonosságot: a kontinuum számosságú valós koordinátájú 
pontokat. Mármost Skolem tétele szerint akkor is van oly meg­
számlálható modell, mely eleget tesz a rendszernek, ha a II. 
folytonossági axiómát hozzávesszük; ebben a modellben nem 
lehet bevezetni tetszésszerinti valós koordinátákat, csak bizonyos 
speciális eljárással képzetteket, — mint ahogy példánkban nem 
írhatjuk x  helyébe az !y halmaz tetszőleges elemét, csak azokat, 
melyek egy a-ból /'szukcesszív alkalmazásával: f(á), f(f(a )),... 
állnak elő — ilyen pedig csak megszámlálható sok van. S már 
ezek is elegendők ahhoz, hogy az axiómarendszert kielégítsék; 
csak azon az alapfogalmon, amin eddig tetszésszerinti valós 
számot értettünk, most egy bizonyos eljárással konstruálható 
valós számok közül egy tetszőlegest kell érteni.
Éppen így a halmazelméletben a megszámlálható modell tar­
talmi interpretációja más lesz, mint amit eredetileg értettünk 
a halmazelmélet alapfogalmain; ami ott például kontinuum- 
számosságú halmaz volt, az e lefordítás után valami egészen 
más lesz, s így nincs ellentmondásban azzal, hogy elemei meg­
számlálhatok.
4. Skolem másik nagy eredményén, hogy az axiomatikus 
módszer sokat markol, precízen a következőt értem: bármeny­
nyire is szeretnénk a legszűkebben a nagyság szerint rendezett 
természetes számok testére szabni egy axiómarendszert, feltét­
lenül lesznek oi-nál magasabb rendszámú halmazok is, melyek
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azt, kielégítik. (A PEANO-axiómák- ugyan tökéletesen jellemzik 
az cu rendszámot, de az 5. PEANO-axióinában egy axiomatizálat- 
lan «halmaz» fogalom is szerepel. Ha — kellően megszorítva 
ezt is axiomatizáljuk, Skolem eredménye az így nyert axióma- 
rendszerre is kiterjeszthető lesz.) Tehát még a természetes 
számok rendszere sem monomorf és tiszta axiomatikus módon 
nem tudjuk az o> rendszámú halmazt elválasztani a magasabb 
rendszámú halmazoktól.
A bizonyítás rendkívül szellemes; itt csak egy példán mutatom 
meg, hogy körülbelül miről van szó.
Válasszunk ki néhány tételt, melyek a nagyság szerint ren­
dezett természetes számokra vonatkoznak, például a következőket: 
minden számnak van közvetlen rákövetkezője ; definiálható rájuk 
egy összeadásnak és egy szorzásnak nevezett művelet, melyek 
természetes számokra alkalmazva ismét természetes számot adnak, 
teljesítik a kommutatív, asszociatív, disztributív törvényeket és 
olyanok, hogy van két 0-nak és 1-nek nevezett természetes 
szám, melyekre tetszésszerinti n  esetén n -j- 0  =  n és n • 1 =  n. 
Válasszuk ezeket a tételeket axiómáknak. Akkor meg lehet 
adni — a nagyság szerint rendezett természetes számoktól rend­
számban is különböző -— más halmazokat, amelyek ugyancsak 
kielégítik ezeket. Ilyen például a nemnegatív egész együtthatós 
polinoinok halmaza a következő rendezésben: Egy a„xnJr
+  an—iX,n—1H---- +  axx  +  a0 polinom később következik egy
bm.xm-\- bm^ i ---- -f-íhíc +  ó,, polinomnál, ha magasabb-
fokú nála, vagy, ha egyenlőfokúak és balról jobbra haladva 
az első eltérő együttható az első polinomban nagyobb, mint a 
másodikban.
Ily polinomok összege, szorzata ismét ily polinom; az össze­
adás és szorzás törvényei itt is teljesülnek; 0 -nak és 1-nek itt 
a konstans 0 illetve konstans 1 vehető (ahol tehát a0 kivételé­
vel minden együttható 0, 0-adfokú polinom). Minden ily polinom- 
nak van közvetlen rákövetkezője, például 2.r3-\~ 3.r‘ rákövetke­
zője 2.n8+  3.ra-p l, ennek rákövetkezője 2.*;8+  3ícs+  2. He, hogy 
a polinomok megadott rendezése jóval bonyolultabb az cu rend-
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számúnál, az világos: például mindjárt az ./• polinomot végtelen 
sok polinom előzi meg: .mindazok, melyek alacsonyabb fokuak, 
tehát az összes konstansok: a konstans 0, 1, 2,... (Az igy ren­
dezett polinomhalmaz rendszáma egyébként a/’). Ha a termé­
szetes számsor más tulajdonságait is axiómákul vesszük, akkor 
ez a modell esetleg nem lesz jó, de más még bonyolultabb 
modell lesz jó helyette. Például a következő tulajdonsághoz: 
0-on kívül minden számnak van közvetlen megelőzője, nem jó 
a modell, mert .c-nek például nincs közvetlen megelőzője. De 
ha a legmagasabb tag együtthatóján kívül negatív együtthatókat 
is megengedünk, jó modellt kapunk; ekkor például x  megelő­
zője x  — 1. (Az így kibővített polinomhalmaz még csak nem is 
jólrendezett).
Skolem megmutatja, hogy akárhány (véges, vagy megszámlál­
ható sok) tulajdonságot veszünk hozzá a természetes számok 
felsorolt tulajdonságaihoz, mindig lesz oly még bonyolultabban 
rendezett függvényhalmaz, amely azoknak is eleget tesz.
5. A monomorfizmus követelésével szemben tehát siralmasan 
áll az axiomatikus módszer. Van azonban a teljességnek más 
fogalmazása is: ilyen a kategoricitás. E szerint akkor mondunk 
egy axiómarendszert teljesnek, ha bármilyen 21 állítást fogal­
mazunk meg az általa definiált alapfogalmak segítségével, vagy 
21 vagy 1 2 Í  bizonyítható benne. Tényleg jogosnak látszik akkor 
mondani teljesnek egy rendszert, ha elég erős ahhoz, hogy a 
körébe vágó felvethető problémákat eldöntse. De ez igen erős 
követelés.
Igen egyszerű rendszerekre teljesülhet. Például P resburgkk7 
bebizonyította arra a rendszerre, mely a logika axiómáiból, a 
PEANO-féle axiómákból és az összeg rekurzív definíciójából áll.N 
Mit lehet ebben a rendszerben felírni? Változók közti össze-
” M. P resb u r g k k  : Über die Vollständigkeit eines gewissen Systems der 
Arithmetik ganzer Zahlen, in  welchem die Addition als einzige Operation 
hervortritt, Comptes-rendus du I. Congres des Mathémaíiciens des Pays 
Slaves 1929 (1930), 92—101. old.
s  (K)  93. old., 73. old. és 47. lábjegyzet, 96. old.
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adások ilyesmit adnak például: x  -\-x +  x  -f- y +  y, ezt szokás 
így is írni 3.c +  ; tehát pozitív egész együtthatójú elsőfokú
polinomok írhatók fel, ilyenek közti egyenlőségeket, egyenlőt­
lenségeket és ezek közti logikai relációkat lehet felírni a rend­
szerben. Az elsőfokú határozott vagy határozatlan egyenletek és 
egyenlőtlenségek körében mozgó problémák pedig tudvalévőén 
eldönthetők.
Mindez egycsapásra megváltozik, ha a szorzást is bevezetjük, 
hiszen a szorzás a számelmélet minden bonyodalm át behozza 
a rendszerbe; például a GoLDBACH-sejtést és a nagy Fermat- 
problémát is.9
Pedig úgy érezzük, hogy az még mindig elég egyszerű rend­
szer, melyben csak összeadás és szorzás szerepel. Már ebben 
ilyen mindmáig eldöntetlen problémák vannak, tehát már itt 
sem várható, hogy meg lehet adni egy általános eldöntési el­
járást, ami a rendszer kategoricitásának precíz bizonyításához 
szükséges lenne; hát még bonyolultabb rendszerekben. De a 
hit azért megvolt a matematikusokban, hogy el lehet dönteni 
a GoLDBACH-sejtést, a nagy FERMAT-problémát is, bízhattak benne, 
hogy valaki máj d csak eldönti ezeket is egyszer; hinni lehetett 
axiómarendszereink kategoricitásában. Egyik legfrappánsabb ese­
ménye volt a bizonyításelméletnek, mikor Gödel1" 1931-ben 
megadott — ténylegesen, konstruktive megadott —  egy szám- 
elméleti problémát, melyről kifogástalan módon bebizonyította, 
hogy egy, a számelméletet kifogástalanul megalapozó, axióma- 
rendszerben eldönthetetlen. Szeretném Gödel gondolatmenetét 
legalább vázolni. Egy módosítással mondom el, ami már későbbi 
és RossERtől11 származik.
6 . A kérdéses axiómarendszerben néhány alapjel szerepel:
9 (ín 102— 103. old.
10 K . G ö d el  : Über formai unentscheiűbare Sätze der Principia Mathe- 
matica und verwandter Systeme I, Monatshefte für Math, und Phys. 38 
(1931), 173-198. old.
11 J. B . R o s s e r : Extensions o f some theorems of Gödel a n d  Church. 
J . Symbol. Logic, 1 (1936), 87—91. old.
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a zárójelek, a logikai jelek, 0 , a «rákövetkezés» jele, ezenkívül 
előre megmondja Gödel, hogy hogyan fogja jelölni a változó­
kat: egy megszámlálható x v x v  x B,. .. sorozatból fogja venni 
a jeleket számukra. 12 13 Ezt megteheti, hiszen minden konkrét 
formulában csak véges sok változó szerepelhet. E megszámlál­
ható sok jelből csak megszámlálható sok formulát lehet képezni. 
Yégre egy bizonyítás úgy fogható fel, mint véges sok formula 
sorozata, melyek közül néhány formula axióma, a többi ezekből 
a megengedett következtetési szabályok szukcesszív alkalmazásá­
val következik; az utolsó közülük a bebizonyított formula.
Mármost Gödel gondolatmenetét követve, lefordítjuk ezt a 
rendszert a számelméletre: egy szótárt szerkesztünk, melyben 
az axiómarendszer jeleinek, formuláinak, bizonyításainak termé­
szetes számokat feleltetünk meg. A konstans jeleknek, amilyen 
például a — jel, az első néhány törzsszámot, a változóknak a 
többi törzsszámot. így egy adott formula jeleihez egy véges 
számsorozat tartozik: magának a formulának azt a számot felel­
tetjük meg, melynek törzstényezős felbontásában a kitevők rendre 
az illető véges számsorozat tagjai.12 Megmutatom egy példán, 
hogy ezt hogyan kell érteni. Vegyük például ezt a formulát: 
{oc1)(x1= x j). Ha a kétféle zárójel megfelelői 2, illetve 3, az 
= - é 14 5 és a változóknak megfelelő törzsszámok például 19- 
nél kezdődnek, akkor e formula a következő jelsorozatot adja: 
2, 19, 3, 2, 19, 5, 19, 3 és az a szám, melynek felbontásában 
ezek a kitevők:
n =  2a.3 19.5 3.72. I I 19. 135. 1719. 193,
12 Valójában G ö d é i, különböző típusú változókat is megkülönböztet.
13 A számelmélet alaptételét, hogy minden természetes szám egyértel­
műen írható fel törzsszámok szorzataként, ebben az alakban használom 
fe l: H a n  legnagyobb törzsszámosztója p,  akkor n  felírható, egy és csakis 
egy módon mint a  törzsszámok
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,. . .
sorozatának p-ig terjedő valamennyi tagja bizonyos nemnegatív egész ki- 
tevős hatványainak szorzata. Például: 28 =  22. 3°. 5°. 7.
14 Az =  je le t  G ö d e l  a  lo g ik a i je le k k e l  fe je z i k i.
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amit — bár kissé soká tartana — ki is lehetne számítani és 
így a fenti formulának egyetlen szám felel meg. Fordítva, a 
törzstényezős felbontás egyértelműsége miatt, ha egy szám egy­
általán szerepelt e hozzárendelések közt, rá lehet ismerni, hogy 
melyik formulához rendeltük; például ha egy szám törzstényezős 
felbontása 2 19.3 5.5 as, akkor ennek a következő formula felelt 
meg: x  — r
Formulák közti kapcsolatoknak így számelméleti függvények 
fognak megfelelni. Például, hogy az n-hez rendelt A formula 
negációjának milyen szám felel meg, az csak n-től függ, és így 
kapható meg: n törzstényezős felbontásából konstatáljuk, hogy 
milyen formulát rendeltünk hozzá, ha A-t, akkor felírjuk a lA  
formulát és megkonstruáljuk a hozzátartozó számot, n-nek ezt 
a függvényét zr(^ )"nel fogom jelölni; tehát, ha A-hoz n, akkor 
“I A-hoz r(n) tartozik. Hasonlóan, az ahhoz a formulához rendelt 
szám, mely a k-hoz tartozó egyváltozós F (xJ  formulából kelet­
kezik, ha íCj helyébe egy l természetes számhoz rendelt szám­
jelet. 15 16 helyettesítünk, Zc-nak és 1-nek könnyen megkonstruálható 
függvénye. Ezt cr(k, Z)-lel fogom jelölni. A k-hoz rendelt F(.>.\) 
formulát jelölhetjük így: F^xf), tehát a{k, l) az Fk(ii)-hez rendelt 
számot jelenti. Ha speciálisan Z-et helyettesítünk k helyébe is, a(l, l) 
az Ffyi) formulához15 rendelt szám lesz.10 (Ha eltekintünk attól, 
hogy nem minden számhoz rendeltünk egyváltozós formulát, az 
egyváltozós formulák így volnának egysorba rendezhetők: Ft(xj), 
F±(xj),... és akkor a (1, l), hol 1 =  1 , 2 , .. .,  a következő formulához 
rendelt számokat adná: Ffa), jF2($2),—  Látható, hogy e mögött
15 Például ha az a  természetes szám rákövetkezőjének jele a formaliz­
musban fa ,  akkor 3 számjele : f f f  0 és a szótár ennek is megfeleltet egy 
természetes számot [am i 3-tól különböző, t. i., ha /'-nek 11 és 0-nak 7 felel 
meg, (2 .3 .5 )11.77]. Az f f f O  jel helyett rövidítésül j 3-at fogok írni.
16 A könnyebb áttekinthetőség kedvéért összefoglalom a felhasznált 
megfeleltetéseket:
S zótár:
(. )i —=j Ó, /,..., x.y, a*2,. . ., Fiii)
2, 3, 5, 7, 1 1 , .. . ,  19, 2 3 , . . . ,  k , a{k,  l),  a( l , l )
és ha A-nak n  felel meg, akkor 1 '11-nak x(n).
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a halmazelmélet átlós módszerének gondolata van). Gödel be­
bizonyította, hogy z ( n )  is, a ( m ,  n)-is rekurzív függvények.17
Végre egy bizonyításhoz — mely nem egyéb, mint egy véges 
formulasorozat —  ismét véges számsorozat tartozik; rendeljük 
a bizonyításhoz azt a számot, melynek törzstényezős felbontá­
sában e számsorozat tagjai a kitevők. Fel lehet ismerni, hogy 
egy számhoz milyen bizonyítást rendeltünk (ha egyáltalán szere­
pelt e szám a hozzárendelésben), például ha 0-nak 7 felel meg, 
2 2 4 3 0  000 000 000 000 000 000 32430  000 000 _  2 2 “ .3 ä. 5 » - 3 2 L 3 5.5»
17 Rekurzív függvények azok, amelyek felépíthetők úgy, hogy kiindu­
lunk a legegyszerűbb konstansból, 0-ból és a legegyszerűbb egyváltozós 
számelméleti függvényből, mely a továbbszámlálásnak felel meg (w-hez a 
rákövetkező számot rendeli), «-(-1-ből, azután szukcesszív helyettesítések­
kel és rekurziókkal képezünk új függvényeket a már definiáltakból. Helyet­
tesítés például: ha m ár definiáltuk f ( r i )  =  n \ - t  és f / ( « ) = « 2-et, akkor 
f ( g ( n ) ) =  (n1) ! A rekurzió olyan definíció, mely megadja a függvény 
értékét a 0 helyen és azt, hogy ha m ár ismerjük az értékét egy tetszés­
szerinti n  helyen, hogyau lehet ebből az n  -f- 1 helyen felvett értékét ki­
számítani. Kiszámítás közben már előzőleg definiált függvényeket szabad 
felhasználni. Ha például már az 1 konstans és a szorzat, m int tényezőinek 
függvénye definiálva van, akkor egy g i n )  függvény definiálható íg y :
0(0) =  1, (a)
gr(M-t-l) =  (« + l).gr(n). (6)
E  definíció módot ad arra, hogy g(n)  értékét bármely adott n  helyen ki­
szám ítsuk: szukcesszíve mehetünk vissza, például (b) szerint
0(8) = 3 .0 (2 ),
0(2) =  2.0(1), tehát 0(3) =  3.2.0(1),
0(1) =  1.0(0), tehát 0(3) = 3 .2 .1 .0 (0 ) , 
de (o) szerint c/(0) =  1, tehát 0(3) =  3 .2 .1  =  3 !
Éppen ez a döntő tulajdonság; hogy bármely rekurzív függvény értéke 
bármely adott helyen véges számú lépésben kiszámítható.
Rekurzív reláción oly összefüggést értünk számelméleti változók között, 
m ely akkor és csak akkor áll fenn, h a  egy rekurzív függvény 0 értéket 
vesz fel. Például bebizonyítható, hogy \m  —  n \  rekurzív függvény, tehát két 
tetszésszerinti rekurzív függvény közti egyenlőség rekurzív reláció, m ert 
például <p(n) =  ip(m) akkor és csak akkor igaz, ha \<f>{n) — rp(m) | =  0. Az 
előbbiek szerint bárm ely rekurzív relációról bármely adott helyen véges 
számú lépésben eldönthető, hogy teljesül-e vagy sem.
Az elemi számelméletben szerepet játszó valamennyi függvényről és 
relációról be lehet bizonyítani, hogy rekurzívok.
9*
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tehát e szám annak a bizonyításnak (és nem formulának, mert 
a kitevők összetett számok) felel meg, mely két formulából áll, 
az egyik a 19, 5, 19-hez, a másik a 7, 5, 7-hez rendelt jelekből 
áll; azaz e bizonyítás:
0 =  0*
(x,1=£C1 axióma, ebből 0 =  0 helyettesítéssel adódik). Látjuk, 
hogy már e — triviálisan egyszerű — bizonyításhoz is milyen 
nagy szám tartozik; már egy valamire való bizonyításnak át­
tekinthetetlen nagy szám felelne meg. Egy bizonyítást bonyo­
lultabbnak vagy egyszerűbbnek fogok mondani egy másiknál, 
a szerint, hogy nagyobb vagy kisebb számot rendeltünk-e hozzá.
E fordításban az axiómarendszer formuláira, bizonyításaira 
vonatkozó állítások természetes számokra vonatkozó számelmé­
leti állításoknak felelnek meg. Például ennek az állításnak az 
igazsága: «az l-hez rendelt formula a k-hoz rendelt bizonyí­
tásnak végformulája» csak k-tói és Z-től függ és ezek kitevőit 
megnézve, könnyen meggyőződhetünk arról, hogy teljesül-e; 
jelöljük az idézőjelek közti állítást ß(l, Aj-val. Gödel bebizonyí­
totta, hogy ß(l, /;j rekurzív reláció.
Gödel bizonyításának egyik legfontosabb lépése, hogy meg­
mutatja, hogy minden rekurzív relációhoz konstruálható a rend­
szerben egy formula, mely — változóinak helyére jTO, 5„,...-et 
helyettesítve — bizonyítható, ha a kérdéses reláció az w, n ...  
helyen teljesül, és megcáfolható, azaz tagadása bizonyítható, ha 
a reláció nem teljesül e helyen. Nevezzük ezt a formulát a 
szóbanforgó reláció képének. A formulákat eddig egyszerűen 
jelsorozatoknak tekintettük; ez a tétel mintegy jelentést rendel 
némelyikükhöz. Például ha egy kétváltozós formula a $m, 
helyen bizonyítható, ha m  és n oly számok, hogy az m < n  
rekurzív reláció teljesül, és cáfolható ha m  <  n nem teljesül, 
akkor azt mondhatjuk, hogy az illető formula azt jelenti, azt 
mondja ki, hogy m  <  n.
Mármost legyen a /?(<x(Z, Z), /.) rekurzív reláció képe egy 
^(.Tj, xfj formula. Mit mond ki a reláció? Azt, hogy a <t(Z, /)-
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hez rendelt formula, azaz Fi(fy) a k-hoz rendelt bizonyításnak 
végformulája. Ha itt a(l, 1) helyett r[a(l, l))-t írunk, akkor Fi fa) 
helyébe lép, tehát ß(r(ot}, /)), A:) azt jelenti, hogy lFi($i)
a k-hoz rendelt bizonyítás végformulája; legyen ennek képe egy 
(Ö.2(xv ícs) formula. Ezek segítségével könnyen felírható a rend­
szerben annak az állításnak a képe, hogy az Ft (lí) formula nem 
bizonyítható egyszerűbben, mint a saját tagadása:
0ks) ( Í 3 m * )  —> (Exs) |.k3 <  a?8)]} ;
ezt a formulát 33 (.rj-gyel fogom rövidíteni. (Csak egy szabad 
változój a van: x t).
(Az itt formalizált állítás nem abszurdum: ha Fßftj) nem 
bizonyítható, akkor semminél sem bizonyítható egyszerűbben, 
még a saját tagadásánál sem). Feleljen meg a 33 (a^) formulá­
nak az r  szám, azaz legyen 33 (.x,) az Fr(xt) formula. Mi az 
értelme 33(jr)-nek? Ez egyrészt Fr(%r)-rel azonos, másrészt 3) 
jelentése következtében azt mondja ki‘, hogy Fr ($,.) nem .bizo­
nyítható egyszerűbben, mint 1 Fr(%r)- Tehát P'r(ír) maga mondja 
ki ezt: «Én nem vagyok egyszerűbben bizonyítható, mint a saját 
tagadásom».
Ha előre akartunk volna egy ilyen furcsa értelmű formulát 
felírni, mindenki azt mondta volna, hogy lehetetlen. Itt azon­
ban kifogástalan, konstruktív úton, rekurziókkal definiáltuk a r, 
a függvényeket cs a ß relációt, ezután egy rekurzív reláció 
képét, mint egyváltozós formulát, ugyanígy megkonstruáltunk 
egy ír helyet, amit a változó helyébe írva, olyan formulához 
jutottunk, amelynek meglepetésünkre a fenti furcsa értelme van. 
Mi tehát nem állítottuk egy ilyen formula létezését, hanem 
megkonstruáltunk egy ilyet. Pontosan megmondhatjuk, hogy 
melyik ez a formula: ami a jól megkonstruált r számhoz tar­
tozó Fr(x1) formulából lesz, ha változója helyébe jr-et helyette­
sítünk.
Ezekután könnyen bebizonyítható, hogy ez az Fr (jr) formula 
eldönthetetlen. Mert ha valaki megadna rá egy konkrét bizo­
nyítást, akkor konstatálhatnék, hogy milyen bonyolult ez a
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bizonyítás, vagyis milyen számot rendeltünk hozzá; csak véges 
számú kisebb szám van, tehát az összes egyszerűbb bizonyítások 
száma véges, nézzük végig ezeket. Ha köztük van lF r($r) bizo­
nyítása is, ellentmondásra jutottunk, hiszen ekkor Fr(gr) is, 
dF r (gr) is bizonyítható- Ha nincs köztük l F r($r) bizonyítása, 
akkor F,.($r) mindenesetre egyszerűbben bizonyítható be, mint 
l F r(%r), pedig F,-(gr) éppen azt mondja ki, hogy ő nem bizo­
nyítható egyszerűbben, mint a tagadása, tehát ezzel bebizonyítot­
tuk, hogy Fr (gr) hamis dolgot állít; azonban az, amit most el­
mondtam, precíz fogalmazásban kifogástalan bizonyítása 1 Fr (jr)- 
nek. Ismét bizonyítható volna F r (gr) is, 1 Fr($r) is, ami ellent­
mondás.
Ugyanígy lehet kimutatni, hogy 1 Fr ($r) sem lehet bizonyít­
ható. Mert ha valaki megadna rá egy konkrét bizonyítást, akkor 
ismét csak véges sok ennél egyszerűbb bizonyítás volna; nézzük 
végig ezeket. Ha Fr (jr) bizonyítása köztük van, 1 F,.(gr) is, 
F r (j,.) is bizonyítható, és éz ellentmondás. Ha Fr (jr) bizonyítása 
nincs köztük, akkor F r (g,.) nem bizonyítható egyszerűbben, mint 
"IFr (jr), de éppen ez az az állítás, amit Fr(},.) kimond. Ez, amit 
most elmondtam, precíz fogalmazásban kifogástalan bizonyítása 
F r (jr)-nek. Tehát ismét bizonyítható volna 1 Fr(fa) is, F,.(§,.) is, 
ez pedig ellentmondás.
Tehát Fr(jr) tényleg eldönthetetlen.
Megjegyzem még, hogy ez az eldönthetetlen probléma át­
alakítható úgy, hogy a logikai jeleken kívül csak az összeadás 
és a szorzás jele szerepeljen benne; tehát a számelméletben 
kaptunk ilyen aránylag egyszerű eldönthetetlen problémát.
7. Az így megadott eldönthetetlen probléma önmagában nem 
érdekes, mesterséges konstrukció, egyenesen erre a célra készült. 
De rögtön következik belőle egy igen érdekes probléma eldönt- 
hetetlensége is. Fr (g,.) ugyanis azt mondta ki, hogy ő maga nem 
bizonyítható be egyszerűbben mint a saját tagadása, ami igazzá 
válik, ha F r ($,.) egyáltalán nem bizonyítható; ez utóbbit azonban 
bebizonyítottuk, tehát tulajdonképpen bebizonyítottuk, hogy F, (5,.) 
igazat mond. De csak úgy bizonyítottuk be, hogy az ellenkező
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feltevésből ellentmondást hoztunk ki, tehát felhasználtuk azt a 
feltevést, hogy a rendszerben nincs ellentmondás. Jelöljük azt 
az állítást, hogy az axiómarendszer ellentmondásmentes (ezt 
könnyen fel lehet írni a rendszer jeleivel), 2B-vel, akkor nem 
magát Fr (gr)-et, hanem ezt bizonyítottuk:
2B —>  F r  (ír)-
Ha tehát 28 bizonyítható volna a rendszerben, akkor következ­
ménye Fr(j,.) is bizonyítható volna. Ez azonban -— mint 
láttuk — ellentmondásra vezetne. így tehát, ha egy axióma- 
rendszer valójában ellentmondásmentes, akkor ez az ellent­
mondásmentesség nem bizonyítható be oly módszerekkel, melyek 
a rendszeren belül formalizálhatok. Tehát maga a rendszer ellent- 
mondásmentessege is a rendszer eldönthetetlen problémái közé 
tartozik.
Éppen ezért kellett (xENTZENnek az aritm etika ellentm ondás­
nélküliségének bebizonyításához az e-típusú transzfinit indukció 
m int kibúvó, m ert ez nem formalizálható a rendszeren belü l.18 19
8 . Gödel bizonyítását, m in t már em lítettem , egy speciális 
axiómarendszerre írta le részletesen, azonban bizonyítás közben 
csak azt használta fel, hogy az axiómarendszer elég «szabályos» 
(ebből adódik, hogy a rávonatkozó állításoknak megfeleltethető 
számelméleti relációk rekurzívok), és elég «kifejezőképes» (t. i. 
ahhoz, hogy bármely rekurzív relációnak legyen képe a form ulák 
közt). Ezeknek a feltételeknek minden eddig felállított axióma- 
rendszer eleget tesz, mely az aritmetikát tartalm azza. Más és 
más axiómarendszerhez más és más eldönthetetlen GöDEL-prob- 
léma tartozik, hiszen, ha a kérdéses eldönthetetlen tételt axióma­
ként hozzávesszük a rendszerhez, ezzel ő eldönthetővé válik, 
s az új rendszernek más lesz az eldönthetetlen problém ája. 
Church10 azonban példát adott oly problém ára, mely független 
az alapul vett axiómarendszertől és semmilyen — a logikát
18 (K)  105—109. old.
19 A. Ch u r c h  : A note on the Entscheidnngsproblem, J. of symb. logic 
1. (1936), 40—41. old. és helyesbbítés 1. (1936), 101 — 102. old.
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tartalmazó —  axiómarendszerben nem dönthető el, tehát jogo­
san nevezhető «abszolút eldönthetetlen» problémának. Persze, 
ez nem lehet olyan típusú, m int a GöüEL-féle, mely egy egy­
szerű számelméleti tétel eldöntését kívánja, hiszen, ha  volna 
bizonyítás arra, hogy egy ilyen számelméleti tétel abszolúte 
nem bizonyítható, ez éppen a kérdéses tétel tagadását bizonyí­
taná. Ha például egy diofantikus egyenlet megoldhatósága volna 
a probléma, tudjuk, hogy ha megoldható egy ilyen egyenlet, 
akkor elég messzire menve a természetes számok sorában, meg 
is kapjuk egy m egoldását; ha tehát valaki bebizonyítaná, hogy a 
megoldhatóság abszolúte nem  bizonyítható, akkor ebben az is 
benne volna, hogy bármily messze menve a természetes számok 
sorában, sohasem nyerhető megoldás a diofantikus egyenlet 
számára, ezzel azonban éppen az egyenlet m egoldhatatlansága 
volna bizonyítva. A CmjRCH-féle példa tehát nem egy té te l be­
bizonyítását vagy cáfolását kívánja, hanem  annak eldöntését, 
hogy egy tételsorozat m ely tagjai igazak, melyek nem. (Ilyen 
típusú problém a a FERMAT-féle, ahogyan a híres WoLFSKEHL-féle 
végrendeletet megfogalmazza : a 100.000 m árkás díj annak adandó 
ki, aki a FERMAT-tételt bebizonyítja m indazokra a kitevőkre, 
amelyekre igaz, és megcáfolja azokra, amelyekre nem igaz).
Church egyenesen e célra konstruált egy problémát. Szebb 
volna, ha egy konkrét számelméleti problémára, például a F ermat- 
tételre is alkalmazható lenne a módszer, vagy a következő álta­
lánosabb p rob lém ára: eldöntendő, hogy mely diofantikus egyenle­
tek oldhatók meg. Bár egyelőre még nem vihető át a módszer 
ilyen problém ákra, mégis egyszerűbb ezeken szemléltetni Church 
gondolatmenetét, m int az ő sokkal bonyolultabb, mesterséges 
problémáján. En tehát a
P{xlt x2..... x n) = 0  (P  polinom)
diofantikus egyenletek megoldhatóságának problém áján m utatom  
be Church módszerét, kiemelve, hogy mi hiányzik ahhoz, hogy 
erre is alkalm azható legyen, a folytatást azonban úgy mondva 
el, m intha megvolna az, am i hiányzik.
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A szóbani'orgó probléma egy megoldása abban áll, hogy 
megadunk egy utasítást, mely minden P  polinomhoz 1-et vagy 
0 -t rendel a szerint, hogy a megfelelő diofantikus egyenlet 
(t. i. P — 0) megoldható-e vagy nem oldható meg; persze véges 
számú lépésben eldönthetőnek kell lenni, hogy az utasítás m it 
rendel egy-egy adott polinomhoz. Minthogy megszámlálható sok 
polinom van és véges számú lépésben meg lehet határozni egy 
adott polinomhoz a sorszámát a polinomok szokásos
PV P*......... Pn,... (P )
megszámlálásában és fordítva is, egy sorszámhoz a hozzátartozó 
polinomot, ezért egy ilyen utasítás egy olyan függvény meg­
adásában áll, melynek minden adott helyen véges számú lépés­
ben kiszámítható az értéke és amely az n helyen az 1 vagy 0  
értéket veszi fel, a szerint, amint a polinomok megszámlálásánál 
a P„-hez tartozó Pn = 0 diofantikus egyenlet megoldható vagy 
sem. (A minden egyes helyen véges számú lépésben kiszámít­
ható függvény fogalmát sikerült precizírozni; mint minden 
precizírozásnál, itt sem tökéletesen biztos, hogy a precíz fogalom 
pontosan fedi az érzésszerinti legáltalánosabb ilyen függvény­
fogalmat, de ezt nagyon valószínűvé teszi, hogy az utóbbi időben 
többen, egymástól függetlenül, különböző utakon akartak megadni 
ily legáltalánosabb függvénydefiniciókat,20 és utólag mindé fogal­
makról be lehetett bizonyítani, hogy ekvivalensek. Itt nyilván a 
rekurzív függvények általánosításáról van szó, ezért e preci- 
zirozott függvényfogalmat általános rekurzív függvénynek ne­
vezzük).
A csak 0 és 1 értékeket felvevő általános rekurzív függvé­
nyeket karakterisztikus függvényeknek fogom nevezni. Bármely 
karakterisztikus függvény rendelhető számelméleti problémánk
20 Lásd S. C. Klkknf, : General recursive functions of natural numbers, 
Math. Ann. 112 (1936), 727—742. o ld ; S. C. K l e e n e  : Ldefinibility and 
recursiveness, Duke mathematical journal 2 (1936), 340 — 353. old.; 
A. M. T u b in g : Computability and A-defmibility, J. of symb. logic, 2 (1937), 
153—163. old ; D. H il b e k t  und P . B er n a y s . Grundlagen der Mathematik, 
II. kötet, Berlin (1939), Supplement II.
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egy-egy állítólagos megoldásához, amely azt állítja, hogy a 
Pn — 0 diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldható meg, 
ha a kérdéses karakterisztikus függvény értéke az n  helyen 1. 
Bebizonyítandó, hogy egyikük sem helyes megoldás, azaz minden 
karakterisztikus függvényhez meg lehet adni egy diofantikus 
egyenletet, amelyről el tudjuk dönteni, hogy megoldható-e, vagy 
nem, de ha megoldható, akkor éppen 0-t, s ha nem, akkor éppen 
1-et rendel hozzá, illetve sorszámához az illető karakterisztikus 
függvény.
Ennek megvalósításához két gondolat vezet. Az első — és ez 
az, amit a most tárgyalt problémára ezideig nem sikerült át­
vinni — abban áll, hogy azt, hogy egy általános rekurzív függvény 
értéke egy adott helyen 0 , fogalmazzuk át a mi problémánkra. 
A tárgyalt esetben ez pontosabban a következőt jelenti: az 
kellene, hogy minden g(n) általános rekurzív függvényhez és 
minden n számhoz hozzá lehessen rendelni egy polinomot úgy, 
hogy g(n)— 0 akkor és csak akkor álljon, ha a polinomnak 
megfelelő diofantikus egyenlet megoldható; amellett az is kell, 
hogy a polinom n-től is (ne csak változóitól, amelyekre nézve 
meg kell oldani a diofantikus egyenletet) polinomiálisan függjön. 
Tehát: minden g(ri) általános rekurzív függvényhez legyen egy 
olyan P W = P (9) (t; x t, x v . .., x r) polinom, hogy g(ri) =  0  ekvi­
valens legyen azzal, hogy van oly x v  x 3,... x r, amelyekre 
P ^ \n ;  Xv x v ... ,  x r) =  0. A továbbiakban felteszem, hogy ez a 
követelés teljesül. Ha van olyan n argumentum, melyre ez a P (a) 
polinom a (P) sorozat w-edik tagjával, Pn-nel azonos, akkor 
g(n) nem lehet a problémánk megoldása, mert ha az volna, erre 
az n argumentumra is azzal volna ekvivalens g(n) =  0 , hogy 
nincs olyan x v x s,.. .,  x r, amelyekre Pn(Xy x ít. .., x r) =  0. A továb­
biakban azt fogom megmutatni, hogy minden karakterisztikus 
g(n) függvényhez található ilyen?? argumentum. Ehhez kell a másik 
gondolat, mely a halmazelmélet átlós módszerére emlékeztet.
A fenti (P) megszámlálásban szerepeljenek a konstansok 
(mint 0-változós függvények) is; viszont legyen
(0)
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a legalább egyváltozós polinomok egy megszámlálása; s ha Q„ 
első változója helyébe a konstans rn számot tesszük, a kelet­
kező eggyel kevesebb változós polinom sorszáma a P-k között 
legyen h (m, ri); azaz minden m -re és «-re Ph(m, n) eggyel keve­
sebb változós mint Qn, és a változók (t. i. x\, x v . . . , x r) bár­
mely értékére
1 íj  2, • • •, X r )  I  /í (ÍH, Ti) (’1 1 ’ 9^2»..........I í’)*
Ha a Q-k megszámlálása is a szokásos (a P-ből a konstansok 
kihagyásával adódó), akkor könnyen belátható, hogy h rekurzív 
függvény.
Mármost legyen adva számelméleti problémánk egy állító­
lagos megoldása, amiről be akarjuk bizonyítani, hogy nem helyes 
megoldás; a megfelelő karakterisztikus függvény legyen rj(ri) 
úgy, hogy tehát az állítólagos megoldás úgy szól, hogy Pn=  0 
akkor és csak akkor oldható meg, ha g(n) =  1 (különben pedig 
g{n)=0). Tekintsük a g (h(n, «)) függvényt. (Ha a g(h(m, ríj) függ­
vény értékeit kétdimenziósán rendezzük:
g ( h (  1 ,1 » ,  g(h(2, D) , g(h{3, 1)) ,.. 
g{h( 1, 2)) , g ( h ( 2 ,2 » ,  g ( h (3, 2)) ,.. 
9 (Hl,  3)) , g(h{% 3)) , f / ( h ( 3 , 3)),..
akkor g(h(n, rij) éppen a főátló szolgáltatta függvény). Nyilván 
g-vel és A-val együtt g(h{n, ri)) is általános rekurzív függvénye 
n-nek. Ehhez is tartozna tehát egy P(sih^ )(t; x v x v ..., x r) poli- 
nom úgy, hogy g(h(n, ri)') =  0  ekvivalens azzal, hogy 
p{gUi)) ( n . -X v  x v  Xrj  — o
megoldható az ar-ekre. Ha n helyébe is változót írunk, legyen 
p{gih))(.^; x v ... ,  ;rr+i) a (0 ) sorozat polinomjai közül az s-edik, 
azaz P ( í(W)(a5j . _ M *r+1) =  Qa(xv x v ... ,  x r+i) ; akkor a h
függvény definíciója szerint bármely «-re P(9M)(n; x v x v . .., x r)=
— Qs(n, x v . . . , x 7)  — P/,(n,s{ x lt x a......ay). E szerint g(h{n, «)) =  0
ekvivalens azzal, hogy Ph{ns)= 0 megoldható; speciálisan n =  .s-re 
g(h{s, s))=0 azzal, hogy P/l(Sj g) =  0 megoldható. Azonban g(h(s, s))
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egy konkrét általános rekurzív függvény értéke egy konkrét he­
lyen, tehát kiszámítható és így véges számú lépésben kideríthető, 
hogy 0-e vagy 1 (más értéket a feltevés szerint g  nem vesz fel) ; 
ha 0, akkor tehát bebizonyult, hogy Ph(S. s> =  0 megoldható, ha 1, 
akkor meg nem oldható meg, pedig ha g(n) számelméleti problé­
mánknak helyes megoldásához tartozna, akkor fordítva lenne: 
g(ri) oly és csak oly n  argumentumokra volna 1, melyekre P„ =  0 
megoldható.
Amint említettem, a vázolt gondolatot nem a diofantikus 
egyenletek megoldhatósági problémáján, hanem egy egyenesen 
e célra készült önmagában nem érdekes problémán sikerült 
CHURCHnek keresztülvinnie, de megmutatta, hogy következik 
belőle egy önmagában is rendkívül érdekes probléma eldönthe- 
tetlensége: az u. n. «Entscheidungsproblem »-é.21 Ennek általá­
nos megoldhatóságában alig is hitt valaki, mégis frappáns ered­
mény, hogy megoldhatatlanságát matematikai módszerekkel be 
lehetett bizonyítani.22
9. Dolgozatom tárgya az axiomatikus módszer gyarlóságainak 
kimutatása volt. Kiderült, hogy az axiomatikus módszer soha­
sem fogja meg szorosan azt, amit megfogni akar és hogy minden 
axiómarendszernek vannak eldönthetetlen problémái. Ez elég 
pesszimista képet ad Hilbert biztonságérzésével szemben, aki 
szerint minden matematikust ez a hit vezet: «Itt a probléma, 
keresd a megoldását, tisztán gondolkodás útján megtalálhatod, 
mert a matematikában nincs ignorabimus!» Én mégis azt hiszem,
21 (K) 84—85. old.
22 K alm ár L á sz ló  v e tte  é s z re  a  h a s o n ló sá g o t a  CHURCH-féle m e g o ld h a ­
t a t l a n  p r o b lé m a  é s  a  d io f a n t ik u s  e g y e n le te k  m e g o ld h a tó s á g á n a k  p ro b lé ­
m á ja  k ö z ö t t ;  e h a s o n ló s á g  a la p já n  ig y e k sz ik  b e b iz o n y í ta n i  az u tó b b i ,  k o n ­
k r é t  s z á m e lm é le ti ,  p ro b lé m a  m e g o ld h a ta t la n s á g á t  i s .  E r r e  v o n a tk o z ó , m ég  
b e fe je z e tle n , v iz s g á la ta i t  s z iv e s  v o l t  r e n d e lk e z é s e m re  b o c sá ta n i é s  ezze l 
m e g k ö n n y í te t te  s z á m o m ra  a  CHURCH-féle g o n d o la tm e n e t  v á z o lá sá t. U g y a n ­
c s a k  K almár m u t a t t a  m eg  e g y  e d d ig  m ég  n e m  p u b l ik á l t  d o lg o z a tá b a n , 
h o g y  a  CHüRCH-féle g o n d o la tm e n e t  k ö z v e tle n ü l a lk a lm a z h a tó  a z  e ld ö n té s ­
p ro b lé m a  m e g o ld h a ta t la n s á g á n a k  b e b iz o n y itá s á ra , m íg  C h urch  e z t  k ö z v e tv e , 
az  ő k o m p l ik á l ta b b  p ro b lé m á ja  e ld ö n th e te t le n s é g é n e k  fe lh a s z n á lá s á v a l  
m u t a t t a  m eg .
hogy a vázolt bizonyítások oly szépek, hogy nem kelthetnek 
pesszimisztikus hangulatot. A helyzet tisztázása nem szegényebbé 
válást, hanem gazdagodást jelent. És, hogy ezt a helyzetet a 
legtisztább matematikai eszközökkel sikerült megvilágítani, az 
mégiscsak a matematika és speciálisan a HiLBERT-féle bizo­
nyításelmélet diadala és legszebb teljesítményei közé tartozik. 
Hogy az «ignorabimus»-t precízen be lehet bizonyítani, az talán 
nem kevésbbé szép, mintha a matematikában tényleg nem volna 
«ignorabimus». Hadd fejezzem be Cantor szavaival, melyek a 
halmazelmélet támadóinak szóltak: «Könnyen megeshetik velük, 
hogy éppen ott, ahol halálos sebet akarnak ejteni a tudomá­
nyon, ennek egy új ága virágzik ki hirtelen a szemük előtt, ha 
lehet még szebb, és gazdagabb jövőt ígérő minden régebbinél».
Péter Rózsa.
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DIE SCHRANKEN DER AXIOMATISCHEN 
METHODE.*
In der Mathematik bedarf man zur Definition eines Begriffes an­
dere Begriffe, zum Beweis eines Satzes andere Sätze. In jedem Zweig 
der Mathematik müssen dabei gewisse Sätze als Grundsätze, Axiome, 
gewisse Begriffe als Grundbegriffe angenommen werden ; letztere wer­
den durch die Axiome sozusagen implizite definiert. Es ist nicht zu 
erwarten, dass diese Definition die Grundbegriffe eindeutig bestimmt, 
diese haben ja meist gar nicht einen exakt-eindeutigen Sinn; doch es 
ist eine naturgemässe Forderung, dass das Axiomensystem die betrach­
tete Wissenschaft möglichst vollständig vertreten soll.
* Vortrag, gehalten am 8. März 1940. im Koiloqium des Instituts für 
Theoretische Physik „der Universität zu Budapest, als Fortsetzung eines 
ebenda gehaltenen Vortrags von L ászló  K alm ár  über Zielsetzungen und 
Ergebnisse der HiLBERTschen BeWeistheorio ; s. die vorangehende Arbeit 
in  dieser Zeitschrift. In  der Arbeit von K alm ár  wird die axiomatische 
Methode, der Aussagenkalkul und der logische Funktionenkalkul eingehend 
besprochen, darum lasse ich die auf diese bezügliche E inleitung meines 
Vortrags weg, dafür behandle ich eingehender das absolut unentscheid­
bare Problem von C h u r c h .
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Die Forderung der Vollständigkeit lässt sich auf verschiedene Weisen 
präzisieren. Z. B. als die Forderung, das dass Axiomensystem mono­
morph sein soll, d. h., dass sich die Elemente und Beziehungen zweier 
Modelle, welche beide dem Axiomensystem genügen, so einander zu- 
ordnen lassen sollen, dass falls dabei die Elemente a, b, c , . . .  in 
a ' , b', c ' , . . .  die Beziehung li in II' übergehen und zwischen den 
Elementen a, b, die Beziehung Jl besteht, so zwischen a ' , b' , e',... die 
Beziehung II' bestehen soll. Seit langem hatten die Mathematiker an 
dem Monomorphismus der verschiedenen mathematischen Axiomen- 
systeme geglaubt. Diese Glaube wurde durch Skolem in zwei Rich­
tungen widerlegt. Skolems Ergebnis lässt sich so zusammenfassen, 
dass die axiomatische Methode einerseits zu wenig, andererseits zu  
viel ergreift. Zu wenig, in folgendem Sinne : mit Benutzung eines 
LöwENHEiMschen Satzes hat Skolem in 1922. bewiesen, dass es zu 
einem jeden widerspruchsfreien Axiomensystem ein abzählbares Mtde 
gibt, welche diesem genügt; dies gilt also z. B. auch für ein beliebiges 
Axiomensystem der Mengenlehre. Da unter den Grundbegriffen nichts 
inhaltliches zu verstehen ist, ist kein Grund da, unter der Gesamt­
heit der Mengen etwas anderes zu verstehen, als Skolems. abzahlbares 
Modell und so kann es nicht gelingen, das Uberabzählbare exakt- 
axiomatisch zu ergreifen. Der inhaltliche Mengenbegriff liefert frei­
lich auch ein gutes, und zwar überabzählbares Modell für das Axio­
mensystem ; wird er zugelassen, so gibt es für das System sogar be­
treffs der Mächtigkeit verschiedene Modelle, also ist dieses gewiss 
nicht monomorph. Dasselbe gilt auch für die möglichen Axiomen- 
systeme der reellen Zahlen, und für die der Geometrie.
Andererseits hat Skolem in 1933. bewiesen, dass einem beliebigen 
Axiomensystem für die natürliche Zahlenreihe, so eng man es auch 
fassen will, immer auch Modelle genügen, welche einen höheren 
Ordnungstyp als tu besitzen. Hier ergreift also die axiomatische Methode 
zu viel.
Eine andere Fassung der Forderung der Vollständigkeit ist die 
der Kalegonzität. Ein Axiomensystem heisst kategorisch, wenn jeder 
Satz, der sich mittels seiner Grundbegriffe formulieren lässt, in ihm 
entweder beweisbar, oder widerlegbar ist. Das” ist eine sehr starke 
Forderung; für das Bruchstück der Arithmetik, welche als einzige 
Operation die Addition enthält, wurde ihr Bestehen von P r e s b u k g e r  
bewiesen ; wird jedoch auch die Multiplikation zugelassen, so lassen 
sich auch bis heute nicht entschiedene Sätze im System formulieren, 
wie z. B. der grosse FEKMATsche Satz, und bereits diese Tatsache 
machte die Beweisbarkeit der Kategorizität sehr zweifelhaft. Dennoch
U-J.
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hat die Mehrheit der Mathematiker zu jeder Zeit in der Entscheid- 
barkeit der verschiedenen mathematischen Probleme geglaubt. Diese 
Glaube wurde durch G ödel und Church widerlegt. G ödel gab in 1931. 
ein arithmetisches Problem an, von dem er mit tadellosen Mitteln 
bewiesen hat, dass es im üblichen Axiomensystem der Arithmetik, ja 
sogar auch in einem viel weiteren System unentscheidbar ist. Er bewies 
auch, dass sich die Widerspruchsfreiheit des Systems im selben System 
formulieren, doch nicht entscheiden lässt. Von seinem speziellen 
Axiomensystem nützte er dabei nur solche Eigenschaften aus, die 
sämtlichen, für die Arithmetik aufgestellten Axiomensystemen zu­
kommen, also gibt es in jedem solchen System unentscheidbare Prob­
leme, freilich in jedem System andere.
Nun gab Church in 1936. ein Bespiel für ein Problem an, 
welches imabhängig von einem zugrunde gelegten Axiomensystem 
unentscheidbar ist, also mit recht absolut-unentscheidbar genannt 
werden kann. Es folgt daraus auch die Unentscheidbarkeit des logi­
schen Entscheidungsproblems.
Es hat sich also herausgestellt, dass die Axiomensysteme nie genau 
das ergreifen können, was sie ergreifen wollen, und dass es in 
allen Sytemen unentscheidbare Probleme gibt. Diese Ergebnisse wi­
derlegen zwar H ilberts Glauben : «In der Mathematik gibt es kein 
Ignorabimus»; dass sich aber diese Tatsachen mit den HiLBERTschen 
rein mathematischen Methoden klarlegen Hessen, dass man das 
«Ignorabimus» in der Mathematik mit mathematischen Mitteln streng 
beweisen kann, ist vielleicht nicht weniger schön, als wenn es in der 
Mathematik kein «Ignorabimus» gäbe.
R ózsa Péter.
K O N .J Ü G r Á L T  k ú p s z e l e t h á r m a s o k
ÉS KÜLÖNÖS ESETEIK.
Geometria — geometrice.
Konjugált kúpszelethármasnak oly három kúpszeletet nevezünk, 
amely közül bármely kettő poláris alakzata egymásnak a harmadik 
kirpszeletre vonatkozólag. Az ily kúpszelethármasoknak legegysze­
rűbb, legtetszetősebb és legtanulságosabb alakja három egyenoldalú 
hiperbola, amelyből projiciálással minden más konjugált kúpszelet- 
hármas leszármaztatható, mint azt a következőkben bemutatjuk.
*
1. Messe egy tetszészerinti egyenoldalú hiperbolával közös 
M  középpontú és annak F, F' gyújtópontjain átmenő r sugarú 
k  kör a hiperbola egyik és másik ágát az Uv V2, illetve U2, Vx pon­
tokban (1. ábra). Ha a jelölés olyan, hogy a hiperbola és a kör 
közös U-JJ2, F 1F 2 búrja merőleges a hiperbola melléktengelyére, 
akkor a hiperbola érintői az U1, U2 és a V1, V2 pontokban annak 
melléktengelyén levő körátmérő U, ill. F végpontjában találkoz­
nak. Ha az F  gyújtópontból a hiperbola UU1 érintőjére bocsátott 
merőlegesnek talppont ja a G. akkor MG=r'j/"2/2, azaz egyenlő a 
hiperbola félfőtengelyével, és mert az F, G, M, U pontok egy 
körön vannak (MGU*$=MFU4 1 = 4 5°): a k kör M  középpontjá­
nak távola az U U 1 búrtól egyenlő a k  kör sugarának felével, és így 
az FjM 17.4 =  120°, amiből látható, hogy az UyV^ U2Vt húrok 
a k  kör sugarával egyenlők, tehát az UV1U2VU1V2 a körbe írt 
szabályos hatszög, és Z7f7jí72, VV1V2 abba írt két szabályos 
háromszög.
A h hiperbolának F, F' gyújtópontjaihoz tartozó két vezér­
vonala a középponttól r/2 távolságra van, tehát a k kört oly F{,
KONJUGÁLT KÚPSZELETHÁRM ASOK. 145
Fi, ill. Fx, F 2 pontokban metszik, hogy az F F iF 2F'F1Fi szintén 
a körbe írt szabályos hatszög és FFXF2, F ’F[Fi két szabályos 
háromszög. E két háromszögnek és az előbbi két háromszögnek 
oldalai egy a fc-val közös középpontit k’ körnek érintői, és a két 
kör egymásnak poláris alakzata arra a kr valós körre vonatkozólag,
1. á b r a .
amely a h hiperbolát a főtengelyen levő csúcsokban érinti, tehát 
ugyancsak poláris alakzata arra a ki képzetes körre is, amelynek 
valós ábrázolása a kr kör és amely tehát a h hiperbolát a mellék­
tengelyen levő két konjugált képzetes csúcsokban érinti, amennyi­
ben a hiperbolának és a körnek a mellék tengelyen levő konjugált 
pólusok involúciója egybeesik.
Úgy a kr valós, mint a ki képzetes körnek az a tulajdonsága,
10Matematikai és Fizikai Lapok XLVIII.
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hogy a fe hiperbolát önmagába polarizálja, mert az U1; Vlt U2, V2 
hiperbolapontoknak polárisai a kr valós körre vonatkozólag a V V2, 
UU2, VV1, UU1, és a fej képzetes körre vonatkozóalg az UU2, 
VV2, UU1, VV1 egyenesek, amelyek a hiperbolát a V2, U2, Vx, Ux, 
ill. az U2, F 2, U1, F j pontokban érintik. A hiperbola érintői a 
valós és képzetes csúcsokban szintén érintői a fey, ill. fej körnek 
ugyanezekben a pontokban.
A fe, fe' körök pedig poláris alakzatai egymásnak nemcsak a fer és 
fej körre, hanem a h hiperbolára nézve is, amennyiben a fe kör 
Ui, Fj, U2, V2, F, F' pontjainak polárisai a h hiperbolára vonat­
kozólag: a hiperbolának UXU, VXV, U2U, V2V érintői és ama 
gyújtópontokhoz tartozó F[F%, ill. FXF2 vezérvonalak, amelyek 
mind érintői a fe' körnek.
2. Az ÜV1U2VU1V2 hatszögnek még az U2, V2; U, V  és az 
U, V ; Uv F j szembenfekvő csúcsain át is fektethető egy-egy az 
előbbi fe hiperbolával kongruens hv ill. fe2 hiperbola, amely tehát a 
fe hiperbolának az M  középpont körül egyik és másik értelemben 
60°-kal elforgatott helyzete. E hiperbolák gyújtópontjai F v Fi; 
F2, F!2 és vezérvonalai, mint azoknak polárisai az illető hiperbolákra 
nézve: F2F', F 2F ; F'F{, F F X egyenesek. A három hiperbola 
közül bármelyiknek két aszimptótája felezi azt a 60°, ill. 120° szö­
get, amelyet a másik két hiperbolának nem együvé tartozó egy-egy 
aszimptótája képez. A fe, fej, fe2 hiperbolák közül bármely kettőnek 
két egymásra merőleges közös átmérője van, amelyeknek egyike 
a hiperbolákat két valós, a másik pedig két konjugált képzetes 
pontban metszi, és amelyekre nézve tehát a két hiperbola szimmet­
rikus, végre a két új hiperbola hv  fe2 az előbbi fe, fe', fey, fej körök 
irányában épp úgy viselkedik, mint az előbbi pontban jelzett 
fe hiperbola.
A fe, fej hiperbolák közös U2, V2 pontjainak polárisai a hx hiper­
bolára nézve ennek UXU2, VXV2 érintői, és ama hiperbolák közös 
UUj, VV1 érintőinek pólusai a fe2 hiperbolára nézve az U, V érintő­
pontok. Ezért a fe hiperbolának poláris alakzata a fej hiperbolára 
vonatkozólag érinti az U-JJ2 és F x F2 egyenest és átmegy az U és F 
ponton. Minthogy továbbá a fe hiperbola U2U, V2V érintőinek a fex
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hiperbolára vonatkozó pólusa az Uv F jpo n t: azért a /t-nak poláris 
alakzata a fej hiperbolára vonatkozólag ez utóbbi pontokon megy 
át. Ugyanígy érinti az UU2, VV2 egyenes, mint a h hiperbola 
U1> V1 pontjának h, hiperbolára vonatkozó polárisa amannak erre 
vonatkozó poláris alakzatát. Egybevéve: a h hiperbolának poláris 
alakzata a \  hiperbolára vonatkozólag átmegy az U, V, XJ1, Vx 
pontokon és érinti ezekben az UU2, F F 2, U1U2, F jF 2 egyeneseket, 
tehát a h2 hiperbola.
Ebbó'l következik:
A szabályos hatszög lcét-két szembenfekvő csúcspárján egy-egy 
egyenoldalií hiperbola, és így összesen három egyenoldalú hiperboLa 
■vezethető át; e hiperbolák közül bármely kettő poláris alakzata egymás­
nak a harmadikra vonatkozólag.
Ilyen tulajdonságú három kúpszeletet általában k o n j u g á l t  
k ú p s z e l e t h á r m a s n a k ,  jelen esetben: k o n j u g á l t  
e g y e n o l d a l ú  h i p e r b o l a h á r m a s n a k  nevezünk.
3. A konjugált egyenoldalú hiperbola hármas hiperboláinak 
három gyújtópontpárja épp úgy mint azoknak három metsző- 
pontpárja a k körbe írt szabályos hatszögnek hat csúcsa; e két 
hatszög pedig szimmetrikus egymáshoz a három hiperbola bár­
melyik aszimptótájára nézve. Ebből következik, hogy a hiperbo­
lák bármelyikének két gyújtópontja konjugált pólus a hiperbola- 
hármas másik két hiperbolájára vonatkozólag. A h hiperbola 
F gyújtópontjának polárisa a h hiperbolára nézve, a másik két 
hiperbolának, hv h2-nek egy-egy gyújtópontján, F[ és F%-n 
megy át, amiért is az F, Fj és az F, konjugált pólus a 
h, hv ill. a h, h2 hiperbolákra nézve, tehát az F pont polárisa 
a /íj és h2 hiperbolákra vonatkozólag az F'F[, ill. F'F% egyenes. 
Ezért:
A konjugált egyenoldalú hiperbolahármas bármely hiperbolája 
egyik gyújtópontjának polárisa (vezérvonalának pólusa) a hármasnak 
egy másik hiperbolájára vonatkozólag a harmadiknak egyik vezérvonala 
(gyújtópontja).
4. Messe a h, hv h2 hiperbolának egy-egy aszimptótája meg- 
feléló'Ieg a hv h2, h hiperbolát a Bv C1; B2, C2; B. C pontokban,
10*
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és legyen olyan a jelölés, hogy e pontok csúcsai a B C B 2CBlC2 
szabályos hatszögnek, tehát BC, B1C1. B2C2 főátlói oly átmérői a 
k, hv h2 hiperboláknak, amelyek ezeknek főtengelyeivel 15° szöget 
képeznek és így e főátlók páronként konjugált átmérői annak az 
egyenlőoldalú hiperbolának, amelynek a harmadik egy aszimptó' 
tája. E hatszögnek szembenfekvő oldalai: BCV CBy-, Bj(72, C1B2\ 
B2C, C2B megfelelőleg parallel érintői a k, hv h2 hiperboláknak 
a B, C; B lt C1; B2, C2 szembenfekvő csúcsokban, amelyek konju­
gált pólusai megfelelőleg a kx, h2, h hiperboláknak. Ha még a 
k, k1( k2hiperboláknak a B1C1, B2C2, BCaszimptótáin levő végtelen 
távoli pontokat A, A 1; H2-vel jelöljük, akkor azt látjuk, hogy az 
ABC, Aj^Bfiv A 2B2C2 háromszög megfelelőleg a h, hv h2 hiper­
bolába be van írva, a h2 h , kx hiperbola köré van írva és poláris 
háromszöge a hv h2. h hiperbolának, és hogy végre mindegyik 
háromszög a másik kettő közül az egyikbe be van írva és a másik 
köré van írva.
De ismeretes, hogy ha két kúpszelet oly helyzetű, hogy az 
egyikbe e g y  háromszög írható, amely a másik köré van írva, 
akkor az első kúpszeletbe oo1 háromszög írható, amely a második 
köré van írva. Így tehát a h hiperbola tetszésszerinti A pontjából 
a h2 hiperbolához kisugárzó érintők, amelyek a h2-1 annak a B2, C2 
pontjaiban érintik és a k-1 a C, B  pontokban metszik, oly ABC  
háromszöget határoznak meg, amelynek BC oldala szintén érintője 
a h2 hiperbolának annak egy A2 pontjában és amely poláris három­
szöge a kj hiperbolának. A khiperbolának érintői ezekben az A, B ,C  
pontokban a kx hiperbolát a Bv C1; Cv A1; A v B x pontokban 
metszik és így az A 1B1C1 a kx-be írt és a k köré írt háromszög és 
poláris háromszöge a k2 hiperbolának, míg a k2 hiperbolába írt 
előbbi A2B2C2 háromszög a h1 köré van írva és poláris háromszöge 
a k-nak. Mindezekből következik:
A konjugált egyenoldalú hiperbolahármas bármelyik hiperbolájába 
oo1 háromszög írható, amely egy másik hiperbolája köré van írva és 
poláris háromszöge a harmadiknak, továbbá: bármelyik hiperbolájá­
nak érintői a másik két hiperbolát egymást harmonikusan elválasztó 
pontpárokban metszik ; végre : bármelyik hiperbolájának pontjaiból
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a másik kettőhöz kisugárzó érintőpárok szintén harmonikus sugár­
négyest alkotnak.
5. A konjugált egyenoldalú hiperbolahármasnak projekciója 
(képe) egy síkján kívül levő 0  pontból projiciálva valamely S síkra 
egy á l t a l á n o s  k o n j u g á l t  k ú p s z e l e t h á r m a s ,  amely­
nek megmarad a projiciált alakzatnak az a lényeges tulajdonsága, 
hogy bármely két kúpszelete egymásnak poláris alakzata a har­
madik kúpszeletre vonatkozólag, minthogy a polarizálás a harmo­
nikus négyesre van állapítva, amely nem vész el a projiciálással.
Vizsgáljuk meg, milyenek a konjugált kúpszelethármasnak 
kúpszeletei, azaz a konjugált egyenoldahí hiperbolahármasnak 
képei. Jelöljük e végből az S képsíkkal parallel és az 0  ponton át­
menő D síknak metszését a hiperbolák síkjával, d-vel. Mint isme­
retes, a d egyenesnek helyzete a konjugált egyenoldalú hiperbola­
hármasnak, h, hv h2-nek hiperbolái irányában határozza meg a 
képeknek alakját. Éspedig: a szerint, amint a d egyenes valamely 
hiperbolát két valós, két képzetes vagy két egybeeső pontban 
metsz, annak a képe az S képsíkon megfelelőleg hiperbola, ellipszis 
(esetleg kör) vagy parabola lesz.
Vegyük fel tehát előbb a d egyenest az egyik, pl. a h hiper­
bolának főtengelyében, F M F '-ben és forgassuk azt annak M  közép­
pontja körül. Mindaddig, míg a forgó d egyenes nem ju t a hv h2 
hiperbolák egyikének aszimptótájába, azaz nem fordul el az FM F' 
helyzetből 15°-kal, addig nem metszi a hv h2 hiperbolákat valós 
pontokban csupán a h hiperbolát, s ezért csak a h hiperbolának 
képe lesz hiperbola, a másik kettőé pedig ellipszis. Ha a d egyenes 
már 15°-kal elfordult, tehát a hv h2 hiperbolák egyikének vala­
melyik aszimptótájában van, akkor annak a hiperbolának a képe 
parabola lesz, a másik hiperboláé még mindig ellipszis. Ha aztán 
tovább forgatjuk a d egyenest az M pont körül, míg a h hiperbolá­
nak aszimptótájába nem jut, tehát 45°-ig, akkor a h hiperbola 
képe lesz parabola a hv h2 képének egyike hiperbola, a másiké 
pedig ellipszis. Ezentúl forgatva a d egyenest, a h hiperbola képe 
is ellipszis lesz, míg a d 75°-ig el nem fordult az FMF' egyenestől, 
amidőn a hv h2 hiperbolák egyikének képe parabola, a másiké
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hiperbola és a h képe ellipszis marad. Ha végre a d egyenest eredeti 
helyzetétől 90°-ig elforgattuk: a hv li2 hiperbolák képe hiperbola, 
a h-é pedig továbbra is ellipszis. E szerint : a h, hv  h2 hiperbolák 
egyikének képe egy S síkon a hiperbolák M  középpontján á t­
menő és az S síkkal párhuzamos síknak valamely 0 pontjából 
projiciálva mindig hiperbola lesz, míg a másik kettőnek képe lehet 
két ellipszis, vagy egy ellipszis és egy parabola, vagy végül egy 
ellipszis és egy hiperbola.
Ha a d egyenest a hiperbolák középpontján átmenő előbbi 
d egyenesekkel parallel helyzetben veszem fel, akkor először: az 
FM F' egyenessel parallel helyzetű d egyenes a h hiperbolát metszi,
a hv h2-t pedig vagy két-két konjugált képzetes vagy valós pontban 
metszi, vagy egy-egy pontban érinti. Ezért a h, hv h2 hiperbolák 
képe ezekben az esetekben is mindig egy hiperbola és még vagy 
két ellipszis vagy két hiperbola, vagy két parabola lesz.
Ha pedig a d egyenes nem parallel a h hiperbola FMF' főten­
gelyével (sem egy másik hiperbola főtengelyével), akkor a másik 
két hiperbola közül vagy csak egyet, vagy mind a kettőt metszi 
valós pontokban vagy egyet érinthet is, s ezért hiperbolák képe 
közül egy lehet parabola, a másik kettő pedig vagy ellipszis és 
hiperbola, vagy két hiperbola lesz. Mindezt egybefoglalva mond­
hatjuk :
A konjugált kúpszelethármas kúpszeletei közül egyik mindig
2. á b ra .
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hiperbola, a másik kettő pedig lehet különböző vagy egynemű bármilyen 
a három kúpszelet közül.
6 . A konjugált kúpszelethármasoknak a három egyenoldalú 
hiperbolán kívül következő különlegességei lehetnek.
a) Két egymás 60° alatt metsző egyenlő sugarú lv l2 kör (2. ábra) 
és azok közös érintőinek négy érintőpontján átmenő l hiperbola, 
amelynek középpontja a körök közös húrjának felezőpontja és főten­
gelye ama húrra a felezőpontban merőleges és egyenlő a körök suga­
rával, tehát aszimptótái e főtengelyhez olyan szög alatt hajlanak, 
amelynek tangense 2. Ez a hiperbola a két kört is 60° alatt 
metszi és érintői e metszőpontokban a köröknek is érintői ezeknek
metszőpontjaiban. Ilyen lesz ugyanis a képe az 1. ábra hv h2, h 
egyenoldalú hiperboláinak, ha azokat bármilyen, a h hiperbola 
F, F' gyújtópontjától FM  f/2  távolságra levő és a hiperbolák 
síkján kívül fekvő 0  pontból projiciáljuk egy az O FF'= D síkkal 
parallel S síkra.
Ha az 0 pont távolsága az F, F ' pontoktól F M \fT  akkor 
a h hiperbola képe egyenoldalú, a hv h2 pedig két ellipszis, amely­
nek tengelyei | / 2 : 1 viszonyban vannak.
b) Egy más különleges konjugált kúpszelethármas két szimmet­
rikus hiperbola lv  l2 és egy l. kör Ezt megkapjuk (8 . ábra), ha 
■egy l kör köré egy oly rombust írunk, amelynek átlói 1 : 2 viszony­
ban vannak és a rombus hosszabb átlójának végpontjaiba ütköző
3. ábra.
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oldalakat egy-egy oly hiperbola lv l2 aszimptótáinak tekintjük, 
amelynek félfőtengelye az l kör átmérőjével egyenlő és ezen a 
hosszabb rombusátlón van. E hiperbolák egymást az aszimptóták 
végtelen távoli U, V pontjaiban metszik, és az l± (ill. l2) hiperbolá­
nak egy ága az l kört abban az U2, V2 (Uv F x) pontban metszi 
derékszög alatt, amelyben azt az l2 (Zx) hiperbola két aszimptótája 
UU2, VV2 (UUlt F F X) érinti.
Az l kört és az lv l2 hiperbolákat egy kr egyenoldalú hiperbola- 
kettősen érinti; mégpedig az l kört a hiperbolák közös főtengelyére 
merőleges körátmérő végpontjaiban, az 11 és l2 hiperbolákat pedig 
azokban a pontokban, amelyekben az l2, ill. hiperbolák mellék­
tengelyei azokat metszik.
E különös konjugált kúpszelethármas és e kúpszeleteket kettő­
sen érintő egyenoldalú hiperbola a h, hx, h2 konjugált egyenoldalú 
hiperbolahármasnak és azokat a csúcsokban érintő Zir körnek a 
képe egy a hiperbolák síkján kívül levő oly 0 pontból projiciálva, 
amely a hv h2 hiperbolák Í7F húrjára a felező merőlegesen az 
M  felezőponttól a hiperbolák félfőtengelyével egyenlő távolságra 
van, egy az UVO=D síkkal parallel S síkra. De ha az 0 pont az 
M  ponttól M U =M V  távolságra van, akkor a h hiperbola képe l, 
oly ellipszis, amelynek tengelyei j / 2 :1 viszonyban vannak és 
a 7tx, li2 hiperbolák lv l2 képei szintén egyenoldalú hiperbolák 
lesznek.
Ha azonban a D síknak nyoma a hiperbolák síkján nem az Í7F, 
hanem az ezzel parallel érintője a h hiperbolának annak egyik csú­
csában, akkor ennek a hiperbolának a képe az S síkon parabola 
lesz, míg a másik kettőé hiperbola marad. Ez a két hiperbola pedig 
abban az esetben lesz egyenoldalú, ha az 0 pont oly helyzetű, 
hogy abból a két hiperbolának, hv h2-nek, a h hiperbola csúcs­
érintőjén levő két búrja derékszög alatt látszik. E különös kon­
jugált kúpszelet-hármas d i r e k t  szerkesztését alább bemutatjuk-
c) Egy másik különleges konjugált kúpszelet-hármas két kon­
gruens parabola lv l2, amely egy VV1V2 egyenoldalú háromszög 
F, F 2, ill. F, Fj csúcsaiban érinti a háromszög két-két oldalát 
(4. ábra). E két parabolának közös gyújtópontja a háromszögnek
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magasságpontja, és a háromszög egyik magasságán levő húrjának, 
FU-nak második végpontja U a gyújtóponttól 1/3 oly távolságra 
van, mint a V végpont. A paraboláknak a háromszög VV2, VV1 
oldalaira merőleges érintői az U metszőpontban aszimptótái egy 
l hiperbolának, amely ezeket az oldalakat a V2, ill- F x csúcsokban 
érinti és ezért a parabolákat e pontokban 60° szög alatt metszi 
és amely hiperbolának a fél melléktengelye egyenlő a parabola 
gyújtópontjának a vezérvonaltól való távolságával, p-vel, a fő­
tengelye pedig p j /X  Ez a hiperbola a két parabolát egy konjugált 
kúpszelethármassá egészíti ki.
Ilyen lesz a képe a hv h2, h konjugált egyenoldalú hiperbola- 
hármas hiperboláinak, ha azokat egy síkján kívül fekvő oly 0  pont­
ból projiciáljuk, amelynek távolsága az Uv U2 pontoktól egyenlő a 
k kör sugarával (OU1=OU2=U 1M = U 2M ) egy az O U jU ^D  sík­
kal parallel S síkra.
De ha az 0 pont, az ü v ü 2 pontoktól M U .Y t  távolságra 
van, akkor a h hiperbola képe egyenoldalú hiperbola l, míg a 
hv h2 hiperbolák képei lv l2 parabolák maradnak, amelyek egy oly 
egyenszárú háromszög oldalait érintik a csúcsokban, amelynél a 
szárak viszonya az alaphoz 1 : .
4. áb ra .
154 KLUG L1P0T.
d) Egy l egyenoldalú hiperbola (5. ábra) és annak egyik csúcsá­
ból, A-ból, mint középpontból a hiperbola középpontján át lent 
Zj kör, valamint az az l2 parabola, amelynek gyújtópontja a hiper­
bola középpontja és vezérvonala a hiperbola csúcsérintője az 
A pontban szintén egy különös konjugált kúpszelethármas. A para­
bola UU2. VV2 érintői a parabola és a kör U, V metszőpontjaiban 
a kört, és a kör érintői UUV VVv ugyanezekben az U, V pontok­
ban a parabolát még az U2, V2, ül- Uv V 1 pontokban metszik,
amelyek a kör és a parabola közös érintőinek érintőpontjai és 
amelyeken átmegy az l hiperbola.
E három kúpszelet szintén képe a h, hv h2 konjugált egyen­
oldalú hármasnak. Ugyanis ha az 1. ábra h2 hiperbolájának egyik 
aszimptótája a h hiperbolát a BC átmérőjének B, C végpontjaiban 
metszi, és ha a hiperbolák síkján kívül levő 0  pont e végpontok­
tól egyenlő távolságra van és az átmérő az 0  pontból derékszög 
alatt látszik, akkor a h, hv h2 hiperboláknak képei az 0  pontból 
drojiciálva egy, az OBC síkkal parallel S síkra megfelelőleg egy
5. ábra.
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l egyenoldalú hiperbola, egy kör és egy l2 parabola abban a 
helyzetben, amint azt fent leírtuk.
7. Minden kúpszeletet oo3 kúpszeletpár egészíti ki egy konjugált 
kúpszelethármassá.
Proiiciáljuk az adott k kúpszeletet annak valamely A B  húrjá­
val parallel S síkra úgy, hogy a képe egyenoldalú hiperbola legyen. 
Ha az AB  húr mint átmérő fölé írt x körnek síkja D, parallel az 
S síkhoz, akkor a k kúpszeletnek projekciója a x körnek bármely 
pontjából az S síkra egy li egyenoldalú hiperbola lesz. Ezt a h-1 
még két egyenoldalú hiperbola hv h2 egészíti ki egy konjugált 
egyenoldalú hiperbolahármassá, míg a hv h2 hiperboláknak képei 
ugyanabból az 0 pontból a k kúpszelet síkjára visszaprojiciálva oly 
kv k2 kúpszeletek lesznek, amelyek a k-t egy konjugált kúpszelet­
hármassá egészítik ki. Minthogy az 0  pont a x körön oo zer vehető 
fel, a k kúpszeletnek pedig oo2 AB  húrja van, azért a k kúpszelet oo3 
számú kúpszeletpárral képezhet egy konjugált kúpszelethármast.
A tételnek egy más bizonyítása a következő: Egy előbbi tétel 
szerint a kx kúpszeletnek bármely poláris háromszöge ABC  a 
Áj-hez konjugált kúpszelethármas egyik kúpszeletébe, fc-ba, 
be van írva, és egy másik k2 kúpszelete köré van írva. Ha a 
háromszögnek egyik csúcsa C a kx kúpszeleten belül van, akkor 
abból két, a /tyre vonatkozó polárispár sugárzik ki, amely annak 
CA, CB oldalait harmonikusan választja el. Ha ezeknek egyike a 
fcj kúpszeletet az A v B1 pontban metszi, akkor az A tB, BtA egye­
nesek a kx kúpszelet egy Cx pontjában és az A A V BBV CC1 egye­
nesek annak egy másik D pontjában találkoznak és ezért az A 1B1CÍ 
háromszögnek B1(71. C1A 1, A1B 1 oldalait az A, B C pontban 
egy k kúpszelet érinti. A k kúpszeletnek és az abba írt ABC három­
szögnek és mindkettő köré írt A 1B1C\ háromszögnek poláris 
alakzata a k1 kúpszeletre vonatkozólag: egy k2 kúpszelet és e köré 
írt ABC  háromszög, valamint a k2-be írt A 2B2C2 háromszög; és 
ez a k2 kúpszelet a k, kx kúpszeleteket egy konjugált kúpszelet­
hármassá egészíti ki. Minthogy a fej kúpszeletnek oo3 poláris 
háromszöge van, azért ama k, k2 kúpszeletek száma, amelyekkel 
a kx egy konjugált hármast képez : oo3.
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8. Két valós és lét konjugált-képzetes ponton át két oly kúpszelet 
fektethető, amelyet egy harmadik egy konjugált kúpszelethármassá 
egészít ki.
Jelöljük a két valós pontot U, F-vel. Messe a két konjugált 
képzetes pont meghatározására szolgáló I  involúció tartója az 
UV  egyenest az M  pontban és jelöljük ennek társpontját M'-sel, 
azt a társpontpárt pedig, amely az MM'-et harmonikusan el­
választja F, F ’-sel. Az F U F'V  négyszöget egy oly S síkra kell 
projiciálnunk, hogy annak a képe négyzet legyen (mint amilyen 
az 1. ábrában az ugyanily jelölésű négyzet). (Az FUF'V  négyszög 
szembenfekvő oldalainak G, H  inetszőpontjai az M ' ponttal 
ugyanegy egyenesen vannak, amely az UV egyenest az N  pontban 
metszi. Ha a GHM' egyenesen átmenő síkban a GH és NM ' vonal­
darabok mint átmérők fölé két kört írunk le, és ezeknek bármelyik
0  metszőpontjából az UFVF' négyszöget az OGH síkkal parallel 
S síkra projiciáljuk, akkor ama négyszögnek képe ezen az S síkon 
egy négyzet lesz.)
Ennek a négyzetnek U, V szembenfekvő két valós csúcsán
001 egyenoldalú hiperbola vezethető át, amelynek középpontja a 
négyzet átlóinak M  metszőpontja és két konjugált pólusa az 
F, F 1 pont. E hiperbolák között van kettő, amely olyan kölcsönös 
helyzetű, mint az 1. ábra hv h2, hiperbolái, és amelyet egy h egyen­
oldalú hiperbola konjugált hármassá egészít ki. E három egyen­
oldalú hiperbolának projekciója az 0 pontból az eredeti U FVF' 
négyszög síkjára egy konjugált kúpszelethármas lesz, amellyel a 
tételben kifejezett állítás igazolva van.
9. A k kúpszeletet a kívüle fekvő P pontból kisugárzó egyenesek 
egy I  involúciós pontsorban metszik, amelynek S, T kettőspontjai 
a P pont polárisának metszése a k kúpszelettel. Az I  pontsornak 
pontjait az S pontból projiciáló S  sugársor projektív azzal a T sugár- 
sorral, amely annak társpontjait a T pontból projiciálja és így a 
két projektív sugársornak képződménye egy a k-t az S, T  pontok­
ban érintő l kúpszelet. A két kúpszelet k, l kölcsönös tulajdonságú, 
amennyiben a P  pontból -— az úgynevezett é r i n t ő p ó l u s ­
b ó l  — kisugárzó egyenesek a kúpszeletek bármelyikét a másik­
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nak konjugált pólusaiban metszik. Ily két kúpszeletet a cl j u- 
g á 11 n a k nevezünk. Ilyen például a tárgyalt konjugált egyen- 
oldalú hiperbolahármas bármelyik hiperbolája és az a kr kör, 
amely a hiperbolákat a csúcsokban érinti; vagy: két parabola, 
amely a közös csúcsérintőre vonatkozólag szimmetrikus.
Most arra a kérdésre akarunk felelni, hogy ha két adjugált 
kúpszelet k, 1 van adva, lehet-e és hogyan kell az egyikhez oly 
kúpszeletpárt szerkeszteni, amely azzal egy konjugált kúpszelet­
hármast képez és a mellett a másikhoz adjugált, és hány ily kúp­
szeletpár van?
Ha a k. I adjugált kúpszeletek érintőpólusán, P-n, átmenő 
tetszésszerinti egyenes az érintőhúrt, ST-1, a Q pontban, az l kúp­
szeletet az A, B  pontokban metszi, akkor a P, Q és az A, B kon­
jugált póluspár a k kúpszeletre vonatkozólag és ezért, ha a PQ, A B  
vonaldarabokat a kúpszeletek síkján kívül fekvő 0  pontból derék­
szögű sugarak projiciáljuk, akkor az l kúpszeletnek a képe ebből 
az 0  pontból projiciálva egy, az OPQ=D síkkal parallel S síkra 
egy egyenoldalú hiperbola h, a k kúpszeleté pedig egy ahhoz adju­
gált kr kör lesz.
Amint az előbbiekben láttuk, a h hiperbolát két más vele kon­
gruens és a kr kört a csúcsban érintő hv h2 egyenoldalú hiperbola 
egészíti ki egy konjugált hármassá; ez utóbbiaknak projekciói 
l v l2 az 0 pontból az 1 síkjára projiciálva az a A'-hoz adjugált két 
kúpszelet, amely az /-et egy konjugált kúpszelethármassá egészíti 
ki. Minthogy pedig a P-ből kisugárzó sugarak száma az l, k kúp­
szeletek síkjában oo1, azért mondhatjuk:
Ha a két kúpszelet adjugált egymáshoz, akkor oo1 kúpszeletpár 
szerkeszthető, amely amazoknak bármelyikét egy konjugált kúpszelet­
hármassá egészíti ki és a másik kúpszelethez egyenként adjugált.
A tételben kifejezett kúpszeletpárok azonban a k o n j u g á 1 t 
e g y e n o l d a l ú  h i p e r b o l a  h á r m a s  k ö z v e t í t é s e  
n é l k ü l  is megszerkeszthet ők.
A k, l adjungált kúpszeletek érintőpólusán, P-n átmenő tetszés- 
szerinti egyenes messe az érintőhúrt, ST-t a Q pontban, a k kúp­
szeletet az A, B pontokban. Ha $-nak S, T pontokra vonatkozó
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harmonikus társa R, akkor ez a PAQB egyenesnek pólusa, úgy 
a k, mint az l kúpszeletre nézve. Jelöljük azt a két-két pontot, 
amelyben a P-ből kisugárzó és a PR sugarat az S, Q, ill. T, Q pon­
toktól harmonikusan elválasztó két sugár a k kúpszeletet metszi, 
Tj, T2, ill. Sv »S2-vel és válasszuk úgy a jelölést, hogy az S<Sj<S'2, 
T T 1T2 ponthármas a k ktipszeleten ugyanegy értelmű legyen. 
Jelöljük továbbá S1T1, ill. S2T2 egyeneseknek PB egyenessel való 
metszéspontját R v J?2-vel. Ekkor ez a két ponthármas nemcsak 
a Q pontból, hanem B, R v B 2 pontokból is egymásba projiciálható, 
éspedig az *SSjS2 ponthármas rendre a TT2TV T2T1T, T1TT2 
ponthármasba.1 Az a két kúpszelet, lv J2, amely a fe-hoz adjungált 
és azt az Sj, T v ill. S2, T2 pontokban érinti, az l kúpszelettel együtt 
egy konjugált kúpszelethármast képez.
Erre alapítva megszerkeszthetjük közvetlen (tehát projiciálás 
nélkül) a ti/;), alatt említett különös konjugált kúpszelethármast, 
amelynek kúpszeletei: két egyenoldalú hiperbola és egy parabola.
Vegyünk fel e végből két kongruens parabolát, k és l-et, amely 
egymást a két közös csúcsban, S-ben és a végtelen távol levő 
T pontban érinti, tehát egymáshoz adjugált, és keressük azt a 
k-hoz adjugált két egyenoldalú hiperbolát, l2 és Z2-t, amely az 
 ^ parabolával egy konjugált hármast képez.
Jelöljük (6. ábra) a k és az l parabolák gyújtópontjait Fk, ill. 
E-fel, és legyen a Q és az R  pont a parabolák közös tengelyén akkép 
felvéve, hogy R F = F F k= F kQ.
Az R és F  pont polárisa a k parabolára vonatkozólag az Fk és 
a Q pontban a parabolák tengelyére merőleges és a k parabolát 
a T2, Tj , ill. az A, B pontban metszi. Az FTjQT2idom pedig oly 
négyzet, amelynek az F  csúcsba ütköző oldalai a k parabolát az 
Tj, T2 pontokban érintik, és ezek az érintők az B pontban a para­
bolatengelyre emelt merőlegest oly P1. P 2 pontban metszik, hogy 
a T1T2P1P2 idom szintén négyzet. Ha továbbá az E  és Ek pont a pa­
rabolák tengelyén akkép van felvéve, hogy ES=3 .RS=3.SQ=SEkr
1 L. K l u g  I . if ó t  : «Többfélekép involuciós pontcaoportokról» című 
értekezését; M at. és T erm észett. É rtesítő, X L II I .  kö te t, 1920. p. 134.
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akkor az E pont polárisa a k parabolára vonatkozólag az E& pont­
ban merőleges a parabolák tengelyére és a k parabolát az áyS^-ben 
metszi (amely jelölésnél az TT1T2 a k parabolán egyező),
és e pontoknak az E  pontból kisugárzó érintői a Tv ill. T2 pont
érintőivel a Pv  ill. P 2 pontban találkoznak, amely pontok tehát 
pólusai az ill. .S'2T2 egyeneseknek, míg a P1P2 egyenesnek
pólusa a Q.
A k parabola SjTv S2T2 húrjainak N v N 2 felezőpontjai a para­
bola T2, ill. Tj pontjain átmenő átmérőkön vannak és így T1N 2N 1T2
6. ábra.
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szintén négyzet, míg az R ponttal egy-egy egyenesen levő S v T2
ill. S2, Tj pontok érintői az R  pont polárisának, az AQB egyenes­
nek H1 és H2 pontjában találkoznak.
A HXN2 és N 1H2 egyenes a TXT2 egyenest a Gv ill. G2 pontban 
metszi és az S2G2 parallel vonaldarabokat az N XN2 egyenes
az I v  ill. 12 pontokban felezi, amely felezőpontokon még az F T 2, 
F T 1 érintők is átmennek, míg az SXGV S2G2 egyenesek a PlRR2 
egyenest az S2T2,il\. S1T1 egyenesnek R2, ill. Rx pontjában metszik.
Az a két hiperbola lx és l2, amely a k parabolához a P 4, ill. P2 
érintési pólusra nézve adjugált, tehát a k parabolát az Sv Tv  ill. 
az S2,T 2 pontokban érinti és amelynek középpontja T2, ill. T1 és 
átmérője P 1AT1, ill. P2N2 és az ezek konjugált átmérője az I XT2P2, 
ill. I 2T1P1 egyeneseken v an : az l parabolával egy konjugált kúp­
szelethármast képez. Ez a két hiperbola pedig egyenoldalú, mert 
az N XT2PV ill. N 2T1P2 átmérőhöz konjugált átmérőnek hossza 
egyenlő azokkal, minthogy T2N x = T 2I 1.T2H1ésT2N2 = T 1I 2. T XH2. 
Ezeknek az egyenoldalú hiperbolák aszimptótáinak és főtengelyei­
nek hajlásszöge a parabola tengelyéhez 1/4, 5/4 és 3/4 derékszög.
Ezért: Az 1 jmrabolát konjugált kúpszelethármassá kiegészítő két 
egyenoldalú hiperbolának, lv l2-nek, középpontja Tv T2 az l parabola 
vezérvonalán annak tengelyétől oly távolságra van, mint a gyújtó­
pontja F, és a hipierboláknak e gyújtóponton átmenő és a hiperbolákat 
valós pontokban me,tsző átmérői egyenlők Z .T xT2-vel, míg az ezekhez 
konjugált átmérői a parabola tengelyével parallelek. E tételben kife­
jezett adatok meghatározzák az lv l2 egyenoldalú hiperbolákat, 
mert az aszimptótái a konjugált átmérők hajlásszögeit felezik és így 
főtengelyei a parabola főtengelyéhez 6T1/2 fokú szög alatt hajlanak.
De a tétel alapján e különös konjugált kúpszelethármast nem­
csak az l parabolából, hanem egy tetszésszerint i egyenoldalú hiper­
bolából is meghatározhatjuk.
Ha t. i. egy lx egyenoldalú hiperbola van adva, amelynek közép­
pontja a T2 pont, akkor felezzük az egyik aszimptótája és a mellék­
tengelye által képezett hegyesszöget; e szögfelezőre merőleges 
hiperbola-átmérő egyik végpontja Tx középpontja egy másik 
egyenoldalú hiperbolának, Z2-nek, amely az előbbivel a TtT2 vonal­
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darab felezőmerőlegesére szimmetrikus. Ez a felezőmerőleges pedig 
tengelye egy l parabolának, amelynek vezérvonala a TXT2 egyenes 
és F  gyújtópontjának távolsága a vezérvonaltól T1T2 vonaldarab 
fele, és amely parabola a két hiperbolát valós pontokban metszi. 
Ez az l parabola és az l2 hiperbola, valamint a felvett lx hiperbola 
a kívánt különös konjugált kúpszelethármas.
Az előbbi tétel tehát ekkép is kifejezhető : Két, valamely egye­
nesre vonatkozólag szimmetrikus egyenoldalú hiperbola lv l2, amely­
nek két középpontja T2, rI \ , a hiperbolák főtengelyeihez 22| fok alatt 
hajló közös félátmérőnek két végpontja, és egy a hiperbolákat valós 
pontokban metsző parabola l, amelynek vezérvonala T1T2, és gyújtó­
pontjának távolsága e vezérvonaltól \ .T lT2: egy konjugált kúpszelet- 
hármast alkot. Klug Lipót.
KONJUGIERTE KEGELSCHNITT-TRIPEL 
UND IHRE SPEZIELLEN FÄLLE.
Ausgehend aus der Sternfigur der drei konjugierten gleichseitigen 
Hyperbeln (Pig. 1), werden die wesentlichen Eigenschaften des Tripels 
aus dieser abgeleitet.
Die Zentralprojektion dieser Sternfigur auf eine Ebene sind drei 
■allgemeine Kegelschnitte mit der Haupteigenschaft des konjugierten 
Tripels, daß je zwei derselben Polarfiguren sind von einander in bezug 
auf den dritten, aber immer befindet sich unter den drei Kegelschnitten 
des Tripels eine Hyperbel.
Die Kegelschnitte des konjugierten Tripels sind in speziellen Fällen 
nur noch folgende:
a) eine Hyperbel und zwei symmetrische Kreise (Fig. 2 des ungari­
schen Textes);
b) zwei symmetrische Hyperbeln und ein Kreis (Fig. 3);
c) zwei symmetrische gleichseitige Hyperbeln und eine Parabel 
(Fig. 6);
d) zwei symmetrische Parabeln und eine Hyperbel (Fig. 4);
e) eine gleichseitige Hyperbel, eine Parabel und ein Kreis (Fig. 5).
Diese ergeben sich als Zentralprojektionen der Sternfigur der kon­
jugierten gleichseitigen Hyperbeln, werden aber hier direkt, also unab­
hängig von der Sternfigur, konstruiert. Leopold Klug.
Matematikai és Fizikai Lapok XVLIII. n
EGY CARLSON-FÉLE ÉS NÉHÁNY AZZAL ROKON 
EGYENLŐTLENSÉGRŐL.
1. §.
A következőkben a v  á2, a a, ■.. mindig valós számokból álló 
olyan végtelen sorozatot jelentsen, amelyben nem minden tag 0. 
CAELSoNtól származik a következő egyenlőtlenség1 :
y,an< jii\ 22 n~ai,• V a%}4,
n = l  *n=l n — 1 '
(i)
valam int ennek következő élesítése i s :
}
£
i. (2)
Az egyenlőtlenségek pontosak, azaz n* nem helyettesíthető kisebb 
mennyiséggel.
H ardy (l)-re később két egyszerű bizonyítást adott,2 3 ezek 
közül a második (l)-et egy integrálegyenlőtlenségből származ­
tatja.
Gábriel ,j és Gáton 4 a következő általánosabb egyenlőtlenséget
5 > » < tr* 2
n = l  n = 11 H ( " - t ) + _3_16
1 F. Carlso n , Une inégalité, A r k iv  f ö r  M a te m a tik , A s tro n o m i och F ya ik , 
25 B (1934), No. 1. Az ebben a §-ban felírt egyenőtlenségek mind úgy 
értendők, hogy azokra az a n szorzatokra állanak, amelyekre az illető egyen­
lőtlenség jobboldalán álló összegek végesek.
2 Gr. H . H a rdy , Note on two inequalities, J o u rn a l L o n d o n  M ath. Soc ., 
11 (1936), 167—170. oldal.
3 B. M. G a b r ie l , An extension o f an inequality due to Carlson , J o u r ­
n a l L o n d o n  M a th . Soc ., 12 (1937), 130—132, oldal.
4 W. B. Caton , A class of inequalities, D u ke M ath . J o u rn a l, 6 (1940), 
442—461. oldal.
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találták: Ha « ^ > 1 , <x2> 1 , <t1 =)= +-J, c3 =t= r2-|-l,
_  ^ ( n  +  l) — ffjírj+ l) ^  _ ffa(T1+ 1) —ö 'il^+ l)  ^  a
P l~  > 0 ’ Ä ~  r,- ;-1 — a\, > 0 ’
akkor van egy A =  A(<rv <r2, r,, r2) állandó úgy, hogy
2 %Tl I « n l^ r1 2  Ia« lffs iPs- (3)
A p o n to s  A  á lla n d ó  értéke a  op1=  í72=  <r e se tb e n  Caton s z e r in t
(7—1
X ’K 8 ' h X i y H X X )  
.  'IXr) (4)
A esetben A értéke nem ismeretes.
E dolgozat 3. §-ában a következő, a fentiekkel rokon egyen­
lőtlenségeket fogjuk bebizonyítani:
I. tétel. Ha 1 a1 ^  2, 1 <  u2 <  2, q =  1 -)---- - ^  akkor
2n=l 2 ( - i ) na« ' n=1 a» r 1 2  In=l
<*2 (TiííJa—1) (fi(5)
es
< ttn| Ö2I —1) • (6)
Ha ezeket az egyenlőtlenségeket a <t1= o-2=% esetben tekint­
jük, a Carlson -féle (1), illetve (2) egyenlőtlenség következő élesí­
téseit nyerjük:
A  n mindkét egyenlőtlenségben a pontos állandó.
A 4. §-ban a következő ellenkező irányú egyenlőtlenségeket 
fogjuk bebizonyítani:
11*
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II. tétel. Legyen 1 <  x <s 2, v ;> 2, q — 1 -f- 1
X
és
C =  C(x, V) = 2 Iqn
(qv-iy i'-i I '( l+ q v-q )  f(g ) 1 
(qv-q)fi"-'i {q—í)«-1 r(qv) J
Minden nem-negatív tagú, monoton fogyó an sorozatra á ll:
Minden nem-negatív tagú monoton fogyó konvex sorozatra 
pedig áll:
oo
^  1 0%n—1 
— 1 > C '
2 « ;  9 - 1n=1
co | g—1 ’
2  n*a*
n==l '
C = C .  2 qv— 1 ( 10)
Ha például * =  u — 2, akkor C =  -—r és így (9), illetve (10) a
következő egyenlőtlenséget a d ja :
n = 1 % -----Tr-
{ | X
1 n = 1
!f
2  » —  
l n = l '
a„ *
Gg»-i >
2  «n 4
* n = l  I
2 n - l  2*3*
n= l a 2 —2j n*a,n \* 
»i=i J
A felsorolt egyenlőtlenségeket bizonyos integrálegyenlőtlen­
ségekből fogjuk származtatni, az összekötő kapcsot a F ourier- 
féle sorok elméletének néhány tétele fogja szolgáltatni.
2 . §.
Bizonyitsuk be a következő integrálegyenlőtlenségeket. 
Legyen y(x) az [a, b] intervallumban legalább egy zéró-
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hellyel bíró teljesen folytonos függvény.5 Legyen továbbá a >  0,
^ _'I
cd >  1 és q =  1 H---------a. Ekkor(O
I b IJL | | <|>—1
\y{a)\q+ \y { b ) \ i^ q \ j \ y \ x )  \mdx  <» J | y(x)\ad x \  «, (11)
és, ha y\x) korlátos,
|í/(a)|1+“+ | # ) | 1+“^ ( l  +  a) max |?/'|. j\y (x )\ttdx.6 (12)
a
Az egyenlőség jele (1 i)-ben akkor és csak akkor érvényes, ha
2/ 0*0 =
C($t —x), ha a g x  g  i u 
0 , ha f  j g  x  g
±  C(x — $j), ha $t g x  g b  ,
ahol és az [a, b] két száma ( a g  g  g b )  C pedig 
egy tetszésszerinti valós szám.
Ha oj g  a, akkor (11 )-ben az y(x) =  0 triviális esetet leszá­
mítva, egyenlőség soha sincsen. Ha a»>a, akkor (11 )-ben 
egyenlőség csak a következő alakú függvények esetében v a n :
2/0*0 =
C (£j — x) w~a, ha a g  x  g  
0 , ha g  x  g  $t,
ix)
C (x — f a) w a , ha £.2g x  g b  ,
ahol ej és f 3 újra az [a, b] két számát, C pedig egy tetszés- 
szerinti valós számot jelent.
Először bizonyítsuk be (12)-t. Legyen $ az y{x) függvénynek 
az [a, bj-ben fekvő egy zéróhelye. Minthogy \y(x)\l+a szintén 
teljesen folytonos és deriváltja (1 -j- a)\y(x}\tt [sgn y(x)] y'{x),
| ?/(a) |1+“+  | y{b)\1+a=
=  ( / + / )  [12/0«)I1 +a]d x  g  + J’j (1 +«) | y(x) |“| y \x ) \d x .  (13)
5 Tehát y (x)  integrálfüggvénye egy Lebesgue szerint integrálható függ­
vénynek (utóbbi majdnem mindenütt az y(x)  differenciálhányadosával egyenlő 
s azért általában is i/’(.z)-szel fogjuk jelölni).
'• A (12) a (11) egyenlőtlenségek határesete, ha <u—>oo.
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Minthogy továbbá
b h
J \U(•'*) I“I y'(x) I d x  ^  max | y'\ • J| y(x)  |adx,  (14)
a a
(12)-t bebizonyítottuk.
Egyenlőségnek (12)-ben az a feltétele, hogy (13)-ban és (14)- 
ben egyszerre egyenlőség legyen. Ennek viszont az a fel- 
télele, hogy 1. majdnem mindenütt ott, ahol y(;t) 4  0, álljon: 
[sgn y(x)] y \ x ) =  — \ y \x )  [, illetve — \y \x ) \,  a szerint, amint 
x  ^  c, illetve x  ;> f, 2. majdnem mindenütt ott, ahol y(x) =|=0: 
\ y \x ) \— max ! y' I. Az 1. feltétel nyilván egyenértékű azzal, hogy 
(y(x f) '= ^y(x )y '(x )  az [a, £]-n majdnem mindenütt ig 0, a 
[?, öj-n pedig majdnem mindenütt ;> 0, azaz y 1{x) az [a, f]-n 
fogy, [£, ő]-n pedig növekszik. Jelentse és £s az ?/(a;)- 
nek az [«, b]-n levő legkisebb, illetve legnagyobb zéróhelyét 
(a fi ^  fa ig &), a [flt f 8]-n ekkor y(x) =  0. A 2. feltétel azt 
jelenti, hogy y(x) az [a, ?]-n és a (£, ő]-n lineáris és differenciál­
hányadosa mindkét intervallumon abszolútértékben ugyanaz az 
állandó. Ennélfogva (12)-ben az egyenlőségnek valóban az a fel­
tétele, hogy y(x) a tételben leírt alakú legyen.
A (11) bizonyításához hasonlóképpen fogunk hozzá. Ugyanúgy 
kapjuk, mint (13)-at, hogy
t) (x)—1
Iy(a)\q+\y(b) |9^  q /  |y (*)I “ " \y \x )| dx. (15)
á
A HöLDEK-féle eg y en lő tlen ség  a lap já n  a z o n b a n
b « —1 ( fc |_1_ f b ] to—1
j  I y \ x )  | | y ( x )  | “ “d x  ^  f  | y \ x )  \»dx  -  f  | y(x)  \ad x  » , (16)
a l a  J Iá j
amivel (ll)-et bebizonyítottuk.
Egyenlőség feltétele az, hogy (15)-ben és (16)-ban egyszerre 
egyenlőség legyen. Ügy, mint előbb, kapjuk, hogy (15)-ben az 
egyenlőségnek az a feltétele, hogy y \ x )  (és vele együtt j y(x)  j )  
az [a, £]-n fogyjon, a [£, b]-n pedig növekedjék. A HÖLDEB-féle 
(16) egyenlőtlenségben viszont akkor van egyenlőség, ha \ y \x) \"’ 
és | y ( x ) j“ arányosak, azaz, ha van egy pjgO úgy, hogy
a
\ y \ x ) \  =  Q \ y ( x ) \ m.
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Ezek szerint, a keresett függvény szélső zéróhelyeit újra 
gyel és c2-vel jelölve: 7
a
[a, fj]-en : y'(x) =  — '(>['/(*)]“ . ha */(<*) is.0,
a
y'(x) =  g [—y (x )y ,  ha y(a) g, 0,
a
[£*, ő]-n: y \x ) =  — Q[y(x)\m, ha y (b )g  0,
a
y \ x )  =  Q [ - y ( x ) Y ,  ha y{b )^0 .
Ha w g a ,  akkor ezeknek az egyenleteknek nincs olyan nem- 
trivális megoldása, amelynek lenne zéróhelye; ebben az esetben 
tehát (ll)-ben nem lehet máskor egyenlőség, csak ha y(x)  =  0. 
Ha azonban co> a, akkor van olyan nem indentikusan zéróval 
egyenlő függvény, amely a f s]-n zéró, az [a, f j - n  és a 
[f2, fc]-n pedig a fenti differenciálegyenleteknek tesz eleget, és 
pedig a következő:
± l - H  < f,-T )l
y{x)
± W ‘ - £ )  < * - «
tő
ta—a, ha a, g  x  g  £lf 
, ha Ci íS X g
tő
w—a, ha f  2 iS iK ^  b .
Ezzel a tételt teljes egészében bebizonyítottuk.
3. 8.
A FouRiER-féle sorok elméletéből a RiESz-FiscHER-fóle teleire, 
a PARSEVAL-féle egyenlőségre és a YouNG-HAUSDORFF-féle egyen­
lőtlenségekre fogunk hivatkozni. Ezek szerint, ha 2 cneinx az
n=—co
f(x) függvény FouRiER-féle sora és ha  | f(x)\p integrálható 
(1 < p g % ), akkor 1
1 M inthogy j/(*)-nek a  [§x, g„]-n 0-val kell egyenlőnek lennie, azért 
fhacsak y(x)  ^  0) £, és £2 közül legalább az egyik az | a, 6] in tervallum  
belsejébe esik.
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a p  — 2 esetben itt mindig egyenlőség van, a j? < 2  esetben azon­
ban csak akkor, ha f(x )= cmeinx.s Fordítva, ha c„(n—0, ±  1, ±  2,...)
oo
komplex számoknak egy olyan sorozata, amelyre V j Cn jP kon-
n = —oo
vergens ( 1 < |) ^ 2 ) ,  akkor van egy olyan f(x) függvény amely-
oo
nek 2  c„einx a FouKiEit-féle sora és amelyre
n=-—oo
í i y < i 8>
egyenlőség lévén itt a p — 2 esetben mindig, a j ) < 2  esetben 
azonban csak akkor, ba a c„ sorozatban legfeljebb egy O-tól 
különböző tag van.8 Ha tehát f(x) valós értékű és nem állandó, 
akkor a j ) < 2  esetben (17)-ben és (18)-ban a <  jel érvényes. 
Ha y(x) páros vagy páratlan, valós értékű és 0 integrálközepű
oo co
függvény, azaz, ha y(x) ~  2  ««cos nx, vagy y(x) ~  2  ««sin n x
n=l n= 1
(an valós számsorozat), akkor (mint erről könnyen meggyőződ­
hetünk) (17) és (18) a következő egyenlőtlenségeket nyújtják:
y {  p'}pc :r^  j\y(x)\P dx, (19)
f  | y(x) \p'dx ^  1 2 |  On \p Ip^  ; (20)
a p  =  2 esetben mindig az =  jel, p <  2 esetben pedig mindig 
(ha y ^  o) a <  jel érvényes. oo
(5) bizonyítása a <r1 =  l esetben. Ha 2  n I a* \ konvergens,oo oo n= 1
akkor a 2  ßn cos na: és a 2 ( —w<*n) sin wíc sorok egyenletesen
n=l n=1
konvergálnak egy vy (,/;), illetve egy c(.x') függvényhez; ty(ai) a
8 V . ö. különösen az  egyenlőség kérdését illetőleg: G. H . H ardy —  
J. E. L ittlew o od , Some new properties of Fourier constants, M ath . A n n a len , 
97 (1927), 159—209. oldal.
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s(.r)-nek nyilván egy integrálfüggvénye. írjuk fel (12)-t y{x)-re,
<r.a [0, w] intervallumra és az a = (7a— 1 kitevőre. Erre jogunk
van, mert jy (x )d x  — 0 lévén, y(x )-nek a [0, jr]-n feltétlenül van
0 03 00
zéróhelye. Tekintetbe véve, hogy y(0) — ^ a n, y(n)— í)na„
oo
\y'(x) | íg V n j an\ és ((20) alapján):
n= 1 n = l
n=l
J’l ^  -3-í 2  I « „ h  í °2- 1 -
látjuk, hogy (12) éppen (5)-öt szolgáltatja, egyelőre a <s je lle l 
a <  jel helyett. Az egyenlőség fennállásának szükséges fel­
tétele lenne, hogy (12)-ben is egyenlőség legyen. Ez azonban 
azért lehetetlen, mert a most tekintett y(x) függvények mind­
egyikére y \ 0) =  0, míg azoknak a ^  0 függvényeknek, amelyekre 
(12)-ben egyenlőség áll fenn, a 0 pontban a differenciálhánya­
dosuk : — C 4= 0.
(6) bizonyítása a 1 esetben. Ha 2 \n ----^~)\an\ konver-
n=1' ^ ’
CO oo
gens, akkor a 2 íi„c0 8 ( h - l ) , i :  és a A](~2n f-l)»nsin (2w—1 )
n = 1 n = 1
sorok egyenletesen konvergálnak, határértékeiket jelöljük y(x)~ 
szel, illetve z(,n)-szel; y(x) a z(:»)-nek nyilván egyik integrál-
függvénye. Minthogy y j =  0, azért alkalmazhatjuk (12)-t az
y(x) függvényre a 
tevőre:
intervallumra és az
| y ( 0) |vgL q max |y ' \ j \y ( x )  |“dx (q =  1 -f- a).
o
ki-
(21)
Mármost y(0)— 2  an> max
n = 1 n = 1
1) | an | és ((20) alapj án)
J’lI y{x)\adx = ~  f\ y(x) \ad x  ^  \  { £ 1 an\0* 1 <u-i,
o o 1 n = 1 J
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amivel (6)-ot bebizonyítottuk (ismét egyelőre a <7 jellel, de 
egyenlőség ugyanabból az okból nem léphet fel, mint előbb). 
(5) bizonyítása az 1 <  ax <g 2 esetben. Legyen az av a2, a3, ■. .
00
sorozatra 2 w<7l i a«l<71 konvergens. Ekkor van egy z(pc) függvény,
n —l
00
amelynek V (—%«„) sinna; a FouniEB-féle sora; (20) alapján:
n= 1
/ í  *(*)|"íte <  y  { J n » 11 an\°t jí7=T (a* - (22)
A an cos n x  sor ekkor z{x) egy integrálfüggvényének, y(x)-nek
n=1
a FouEiEK-féle sora; (20) alapján kapjuk, hogy
71
I j y(x)\ttd x
0
(23)
Minthogy )'?/ (x) rf.e — 0, azért y(.r) a [0, 7:]-ben felveszi a 0 
0
értéket. Alkalmazhatjuk tehát (ll)-et az y(x) függvényre, a 
[0, 7r] intervallumra és az co =  —- 1— , a — —~^—r  kitevőkre. Ha
CT j  1 ' co
tekintetbe vesszük (22)-t és (23)-at, továbbá azt, hogy y{0) — ^ a n
00 n = 1
és y(n) = 2 (— 1)”««, látjuk, hogy (11) éppen a bizonyitandó (5)-öt
n = l
adja, egyelőre azonban a jellel. Ha azaz ha a <s <w,
akkor (5)-ben azért nem lehet egyenlőség, mert (a triviális esetet 
leszámítva) (ll)-ben ekkor soha sincs egyenlőség. Ha pedig 
<t2 >  <7V akkor bizonyára <  2  s ekkor viszont (22)-ben nem 
lehet egyenlőség, következésképpen (5)-ben sem.
Hogy a ^  =  < ^ = 2  esetben (5)-ből adódó (7) egyenlőtlenség­
ben a 7T állandó pontos, arról az a„(Á) =  —tt——v sorozatra valóA + n
alkalmazással győződhetünk meg (ha a A paramétert minden 
határon túl növeljük). Ugyanis, ha A—>00, akkor
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| r 1
l„j  1+x*
dx
.{
x
- 1+ÍC2 dx 1 +.-r2 dx
(6) bizonyítása az 1 <  <s 2 esetben az (5) bizonyításá­
hoz hasonló módon végezhető. Csakhogy most a (ll)-et az
’ 2
intervallumraí/(íc) — V a„ cos (2n— i ) x  függvényre és a
n=l
alkalmazzuk.
A. esetben (6)-ból adódó (8) egyenlőségben a 7r
állandó pontos. Erről az an(Á) = -------—:------- sorozatra való
alkalmazással és a 1 paraméter minden határán túl való növelé­
sével győződhetünk meg.
4. §.
A (9) és (10) bizonyítására egy általunk nemrégen közölt 
integrálegyenlőtlenséget fogunk felhasználni.1'
Tegyük fel, hogy y{x) egy a (—oo, oo)-en értelmezett telje­
sen folytonos függvény továbbá, hogy a
ö B. v. Sz. N agy, Über Integralungleichungen zwischen einer Funktion 
und ihrer Ableitung, .4c<« S e i. M ath . S zeg e d , 10 (1941), 64—74. oldal.
172 SZŐKEFALVI NAGY BÉLA.
Ja =  Ji y(x) |aclx és Kp = j  j y'(x) \pdx
— 03 —03
integrálok valamilyen a >  0 és 1 kitevőkre végesek. Legyen 
ß tetszőleges pozitív szám. Ekkor
Jg + S<
, P -  1
2 H
q p - l
-a  es
ß ’ P
■> V) —
fi w=né+1 JL
1 Jap q K ” ,
uuvvr{ í -\-u-\-v)
(24)
aho1 q 1 1 p  ( M + ^ + v x i+ ^ n i+ w )
Az egyenlőség kérdését is sikerült pontosan megvizsgálni. 
Most csak arra lesz szükségünk, hogy a p — 2, a =  /9 =  1 
esetben (M)-ben akkor és csak akkor van egyenlőség, ha 
y(x) =  ay211 (bx +  c), ahol a, b, c tetszőleges valós számok 
(b =(= 0) és
» x
COS"
y%ii(x)=  |  ^
Q> ha \x\
, ha \x \>  n.
Legyen  ^ és u két egynél nagyobb valós szám. Tekintsük
X  1(24)-et abban az esetben, amikor p — ---- a = 1, ß ■ i / - l
Kis átalakítással kapjuk:
t.\ <1V 
qv—  1
r£
1\ . 1 ■ p ?» iví (25)
1
(
m * - r  ' w - r
Tegyük fel most még, hogy 2 ^  x >  1 és v >  2.
oo
Legyen a1; <t2, a„,... egy olyan sorozat, amelyre V \n —~ l \an\*
n = l \  2 /
konvergens. Yan akkor egy olyan z (íc) függvény, amelynek
oo
2 (2 n —l)an cos (2n—l),r a FouRiER-sora. (20) alapján:
n = 1
( 2 6 )
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00
A 2«„sin (2n  — \)x  sor ekkor a z(x) egyik integrálfüggvényének,
n=l
y(x)-nek a FouRiER-féle sora. (19) szerint:
Minthogy y(0) = y{n) =  0, azért az az y(x) függvény, amely a 
[0, ;r]-n y(x)-azel, [0, 7r]-n kívül pedig 0-val egyenlő, szintén 
teljesen folytonos s így alkalmazható reá a (25) egyenlőtlenség.
De Jt— j\y (x )\d x , Jr =  j\y (x ) \ydx, Kp =  J\z(x)\pdx  s így (25), 
0 0  ó
(26) és (27) alapján azt kapjuk, hogy
ahol
(28)
egyszerű számítással igazolható, hogy ez azonos az 1. §-ban 
bevezetett C mennyiséggel.
Ha az an sorozatról még feltesszük, hogy monoton fogyva 
tart a 0-hoz, akkor F ejér  egy eredménye szerint10 az
oo
y(x) — 2  an sin (2n— l ) x  függvény a [0, 7r]-n nemnegatív s így
n =  1
r ?  V  '11 y[x)\dx  =  ) y{x)dx =  > —
0 0 T i n - 2
Bevezetve ezt (28)-ba, éppen a bizonyítandó (9) egyenlőtlenséget 
nyerjük, egyelőre >  jellel. Egyenlőség a következő okokból 
nem léphet fel: Ha x 4= 2, akkor már (26)-ban, ha pedig v  =b 2,
10 L. F e j é r , Trigonometrische Reihen und Potenzreihen m it mehrfach 
monotoner Koeffizientenfolge, T ra n sa c tio n s A m e r .  M ath. Soc ., 39 (1936), 
18—59. oldal, 1. különösen a 37. oldalt.
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akkor (27)-ben sem állhatott egyenlőség. Ha x =  v =  2, akkor 
meg (25)-ben nem lehet egyenlőség, és pedig azért, mert, mint 
erről könnyen meggyőződhetünk, azok a függvények, amelyekre 
(25)-ben egyenlőség van (y(x) =  ay21i{bx +  c)), nem fejthetők a
oo
[0, ti] intervallumon ]£an sin (2w— \)x  alakú sorba monoton
n = 1
együtthatósorozattal.
A (10) egyenlőtlenség bizonyítása hasonlóképpen történik, csak 
most (25)-öt arra a függvényre alkalmazzuk, amelyiket a [0, n] inter-
oo
vallumon a ’ffjünsnanx  sor értelmez, a [0, 7r]-n kívül pedig 0.
71 =  1
Felhasználjuk itt FEjÉRnek azt az eredményét, hogy ha an
oo
pozitív tagú, 0-hoz tartó, konvex sorozat, akkor V an sin n x  a
n=l
[0, n] intervallumon nem-negatív.10
Megjegyzés. A bizonyításból látható, hogy ha (9)-ben és (10)- 
ben jobboldalt az an-ek helyett abszolút értéküket írjuk, akkor 
(9), illetve (10) érvényes marad minden olyan an sorozatra,
oo oo
amelyre 2 « „sin  (2w— l)x, illetve V an sin n x  a [0, n}-n nem-
n=1 n=l
negatív függvényt állít elő, feltéve, hogy a x — v =  2 esetben ez 
a függvény nem aytll(bx +  c) alakú. Utóbbi esetben ugyanis 
(9)-ben és (10)-ben a két oldal közt egyenlőség áll fenn.
Szőkefalvi Nagy Béla.
ÜBER CARLSONSCHE UND VERWANDTE 
UNGLEICHUNGEN.
Erstens werden die folgenden Verallgemeinerungen einer Un­
gleichung von Carlson bewiesen :
an !9 +n= 1 2 ( —i )”««71=1 2
1 f  j»
j n°11 a„\°i 1
n=1
|  2 l an|ö* j(®t—!)®i 
|n = l I
und
á«»l9< ^ j  -yj * |<*n|at |°i| Éj«»!"8 j(o*—
wo l 1<<t2<2, r/=l-f- (T ayo-,((T2—1) '
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Dann wird bewiesen, dass für 1 <  x^gc2, v:- 2, ( / = ! + — folgende
Ungleichungen gelten : 
00
 ^ (ín r >  C(x, v)
K r - 1
\n = l
-l 11--- " 1 9-1
l n=1
und
-a“2n 1 > Ql-'J» Q(x „).
2n — 1 > -  j
n—1
2  <  ?y- 1 
ln = l  I
“ 1 9—1
2j nxa^ Uv -i 
n = l  j
( 1 )
( 2 )
und zwar (1) für jede einfach, (2) für jede zweifach monotone posi­
tive Folge an, für die die rechtsstehenden Eeihen konvergieren. Ein 
Ausdruck von C(x, v) mittels Gammafunktionen wird in § 1 gegeben.
Béla v. Sz. Nagy.
A KÖZÖNSÉGES ELSŐRENDŰ DIFFERENCIÁL­
EGYENLETEKNEK EGY ÚJABB KÖZELÍTŐ MEG­
OLDÁSA ÉS AZ ELÉRT PONTOSSÁGNAK 
AZ EDDIGIEKNÉL JOBB MEGBECSLÉSE.
Bevezetés.
A Cauchy—L ipschitz-exislenciatétel értelmében, ha adva van 
egy közönséges elsőrendű differenciálegyenlet a következő alakban:
y '= f(x ,y )  (1)
és, ha adva van az x, y  síkban egy T  tartomány (1. ábra) a követ­
kező egyenlőtlenségekkel értelmezve:
x 0 ^ x ^ X ;  \ y - y 0\ ^  M { x - x 0), (2)
ahol M olyan számot jelent, amely nagyobb, mint bárhol a T 
tartományban f(x, y) abszolút értéke,1 és ebben a tartományban 
f(x, y) egy értékű és folytonos, továbbá létezik mindenütt a 
dfíx ii)
~  dy ' Parci^ is differenciálhányados és ez is egyértékű, foly­
tonos és korlátos,2 akkor tudjuk, hogy az (1) differenciálegyenlet-
1 Amint látjuk, a M megválasztásánál egyszerre két szempontra kell 
vigyázni: ugyanaz a M jellemzi a T  tartományban az f ( x ,  y ) függvény 
viselkedését, de egyszersmint jellemzi m agát a T  tartom ányt is.
d f  [oc i/")
-  A — ^ a existenciájának feltételezésénél valamivel kevesebb és 
mégis elegendő az ú . n. L ip s c h it z  feltevés : Létezik olyan M  szám, hogy 
a T  tartományban vett bármelyik két (x , ?/a) és (x , i/2) értékrendszerre nézve 
áll a következő egyenlőtlenség:
I f  (*, y3) — f  (L !/J I <  M\í/,— y,|.
Ha a Sf(-’\ y) 8y existál és korlátos, vagyis
3f(x, y) 
8y <  M, a k k o r  a L ip sc h it z
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nek van egy és csakis egy megoldása, azaz létezik egy és csakis 
egy olyan függvény, amely az x 0 értéknél y0 értékkel egyenlő, 
az x 0 fg x  ^  X  intervallumban differenciálható, és kielégíti az
(1) differenciálegyenletet. Legyen ez a függvény (mely nemcsak 
ít'-nek, hanem az y0 kezdeti értékének is függvénye):
y =  y(%,yj- (3)
A P icard -féle successív megközelítő módszer. A fentebbi 
általános esetben az y{x, y0) függvénynek csak a létezése felől
vagyunk biztosak, de ismeretes egynéhány módszer, amelyekkel 
azt tetszésszerinti pontossággal meghatározhatjuk; hogy milyen 
pontosságot értünk el, annak megbecslésére szintén ismeretes 
egynéhány képlet.
A közelítő pontossággal való megoldási módszerek közül egyik
feltevés teljesül. Ugyanis a középértéktétel szerint (y  alatt y x és j/2 közötti 
alkalmas értéket értve):
f { x ,  p9) — f ( x ,  V l ) 1 d f(x ,  y )
I fy y»— y  i < M 2 —  Vl
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leg fo n to sab b  a PicARD-féle successiv  m eg k ö ze líté s i m ódszer, m e ly  
a lk a lm az h a tó  m in d a z o k n á l a d iffe ren c iá le g y en le te k n é l, m elyekre 
a Cauchy—LiPSCHiTz-existenciatétel érvényes és lé n y eg e  a k ö ­
vetkező .
Először felveszünk a fentebbi T  tartományban egy tetszés­
szerinti folytonos függvényt, amelyik az x0 helyen y0 értékkel 
egyenlő. Legyen ez: yt{x), az y v ... ,  y k, ... közelítő függvényeket 
pedig a következő egyenlet értelmezi:
X
yk-n(x) =  y0-\-I f{$ , y k )d $ ■ (k —  1 ,2 ,...) (4)
x 0
Ezen integrálok mind léteznek, mivel az yv ---, yk,- - ■ közelítő 
függvények közül egyik sem lép ki a T  tartományból,3 továbbá 
kimutatható, hogy lim yn határérték létezik és megegyezik az
n—> oc
y(x, y0) függvénnyel.
P erron ex is tencia té tele . P erron mutatta ki azt, hogy az (1) 
differenciaegyenleteknél az existenciatétel érvényes a Cauchy— 
L ipschitz feltevéseknél kevesebb feltevés esetén is (lásd Math. 
Annalen 76. kötet, 471—484. lap): elég, ha az f ( x ,  y) függvényre 
vonatkozó feltevések fennállnak a fentebbi (2) egyenlőtlenségek­
kel értelmezett T  tartománynak egy 1 \ résztartományában 
(2. ábra), mely mindazon x , y pontok összessége, amelyeknél az 
X  és y kielégítik a következő egyenlőtlenségeket:
x 0 ; cu^x) g L y  gL oj^ x ), (5)
ahol ott(x) és o j J x )  oly függvények, hogy
1. az x 0 é r té k é n é l y0-va l egyen lők ,
2. az x0 jg  x  X  in te rv a llu m b a n  fo ly to n o sa k ,
3. existálnak a jobb- és baloldali derivátumaik D+m i(x ), 
illetve D_iOi(x) és
4. D+Wjix) f ( x ,  <u,(.x)): IJ+oj^ x ) g  f ( x ,  o>ix)). (6)
s Ugyanis, mivel az f ( x ,  y ) a T-ben korlátos és korlátja M, |f ( x ,  y ) ' <  M. 
azért
I V-— ?/ol< M (a1— í/fc+i—!/ol< M (* —x0).
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A 7’j lehet egy egészen keskeny sáv a T tartományban és 
csak akkor esik össze ez a T tartománnyal, ha
w^x) = y0- M ( x - x 0) és wa(x) =  y0+ M (x —x 0). (7)
Az (1) differenciálegyenletek közül azoknál, amelyeknél csak 
a Perron existenciatételnél megkövetelt feltevések teljesülnek, 
nem alkalmazható a fentebbi PiCARD-féle megközelítési módszer. 
Ugyanis hiába választjuk úgy az yt(x) első megközelítési függ­
vényt, hogy az mindenütt a 1\  tartományban legyen, a felől nem 
biztosit bennünket semmi, hogy a i/2, . . . ,  yk,■ ■ ■ közelítő függvé­
nyek görbéi A' intervallumban nem metszik-e az oi^x),
illetőleg o)2(x) függvények görbéit, vagyis az említett közelítő 
függvények nem lépnek-e ki a rJ\ tartományból. A 7j határain 
kívül pedig az f(x, y) függvényről nem tudunk semmit, tehát 
nem biztos, hogy a (4) integrálok kiszámíthatók.
Célkitűzés. A mi feladatunk most kettős:
1. Ki fogunk dolgozni egy olyan megközelítési módszert, 
amely alkalmazható lesz mindazoknál a differenciálegyenletek-
12*
2. ábra .
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df(Xj if)
nél, amelyeknél P e r r o n  existenciatétele fennáll, ha — f j  aZ
említett existenciatételnél értelmezett 7 \  tartományban monoton 
növekvő, vagy monoton fogyó függvénye y-nak, vagy legalábbis 
ha a rJ \  tartományt fel tudjuk darabolni olyan résztartományokra, 
hol teljesül vagy az első, vagy a második föltevés.
Ennek a megközelítő módszernek előnye lesz a PiCARDéval 
szemben az is, hogy a közelítő függvények egyértelműleg és 
gyorsabban közelednek a differenciálegyenletet kielégítő y(x, y0) 
függvény felé, mint ott. Igaz, hogy itt a közelítő függvények 
kiszámításánál szereplő integrációknak elvégzése legtöbbször 
nehezebb lesz, mint amott.
2. Második feladatunk lesz az (1) differenciálegyenletek bár­
melyik közelítő megoldásánál elért pontosságnak az eddigieknél 
jobb megbecslése. ■
1. Közelítési módszer.
Legyen adva egy közönséges elsőrendű differenciálegyenlet 
a következő alakban:
y '= f(x ,y ). (1)
Az f(x , y) függvényre álljanak itt is P erron existenciatételénél 
megkövetelt feltevések (vagyis a Bevezetésben értelmezett 7j
dfioc y )tartományban az f{x, y) és —' egyértékű, folytonos és kor-
9f(x, y)
dy
Mindenekelőtt bebizonyítjuk, hogy az (1) differenciálegyenletet 
kielégítő és az x 0 érteknél y0 értékkel egyenlő y(x, y0) függvényre 
érvényes a következő egyenlet:
látos, vagyis \f(x, y) | <  M és < M )•
J y - y
y(x, y0)=  Y(x)+eri> Y ) ~ v y
rra y)-ra,Y)d. 
J y—y
d x , (2)
a'o
ahol Y(x) tetszésszerinti függvény, amely az x 0 ^  X ^  X  inter-
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vallumban mindenütt a 1\ tartományban marad és differenciál­
ható.
E célból írjuk az (1) egyenletet a következő alakban :
y ,_  Y ,=  ) {y _  Y)+ f(X iY) _  y (3)
y *
Bevezetvén a
v(x) = y(x, y0) — Y(x) (4
jelölést, nyerjük a következő egyenletet:
v\x) =  /(/r’ ^  -   ^V(x)  +  f(x, Y ) - Y ’. (5)
Ha ide behelyettesítenők az y{x,y0) és Y(x) értékeit, nyernénk 
v - r e  egy lineáris differenciálegyenletet, melynek megoldása:
J
v(x)=e*°
ffanH(S,v)
y - Y dl
v (x0)~
X  ,
) J
" i ■nM tiM Jy - Y dl
d /
x 0
(6)
Ebből azonnal nyerjük a (2) egyenletet, ha figyelembevesszük 
a (4)-et és azt, hogy y (x0, yQ), mint Y(x0) egyenlő y0-val, tehát
v(x0) = 0.
Az új közelítő módszernek lényege az, hogy itt is iterációval 
közelítjük meg a differenciálegyenletet kielégítő y(x, y0) függ­
vényt, mint a PicARD-féle módszernél, (lásd a Bevezetésben a 
(4) egyenletet), azonban itt a Y2, . . .Y k>... approximáló függvény- 
sorozatot a
J
Yk+i(x)= Yk(x)+er°
’»ni,Yk> 
~ dYk di r
> ■ Yk) — Yk\er"
- j mZ Yk)dj
d Y l c
dy (k=1,3,...)
Xq (7 )
egyenlet értelmezi.
Bebizonyítjuk, hogy ha az eddigi feltevések mellett még az 
is fennáll, hogy a ^  az egész 1\ tartományban monoton
növekvő függvénye y-nak és a Í j  (x) első megközelítő függvény 
úgy választjuk meg, hogy
182 TÓTH FEERNC.
1. V j (,r0) = y 0 és az x 0 X  intervallumban mindenütt
a 1 \  tartományban van, azaz oj^ x ) Y ^x )  g  oj, {x),
2. differenciálható függvénye a>nek és
3. érvényes rá az
f ( x ,Y t) - n ^  0 (8)
egyelőtlenség,4 akkor
1. a (7) integrálok mind léteznek és
Yt (x) Y^x)  ^ ^  Yk{x) ^■■■^y{x, y0), (9)
vagyis ezek a függvények egyértelműig mind jobban közeled­
nek az y(x, y0) felé, és az x 0 x  ^  X  intervallumban sehol sem 
lépnek ki a T 1 tartományból,
2. a lim Yn(x) határérték létezik és megegyezik az y(x, y0)
n—>cc
függvénnyel,
3. a közelítő függvények gyorsabban közelednek az y(x, y0) 
felé, mint a PiCARD-féle módszerrel nyert függvények (lásd a Be­
vezetés (4) egyenletét).
Bizonyítás. I. A fentebbi feltételeket kielégítő Y ^ x )  függvé­
nyeket P erron  alsófüggvényeknek (Unterfunktionen) nevezte, 
mivel ezek görbéje a 1 \ tartományban mindenütt alatta van az 
y(x, y0) görbének, vagy legalább is sehol sem emelkedik annak 
fölébe. Hogy ez így van, az látható a (2) egyenletből is Y(x) =  Yt(x) 
esetén a (8) figyelembe vételével.
Az alapfeltevések szerint Y%(x) mindenesetre létezik, mivel 
a Yt (x) mindenütt a 7j tartományban van és a (7) egyenletből 
k  =  1 esetén:
i
Y ^ ^ Y ^ x ) - ^  er°
m ir  1) 
T i T '
X
$
r m x i)dí
[fíz> Yi) -  Yi]e*° dx . (10)
aj0
Hogy azonban a Ys(x) létezése felől biztosak legyünk, először 
azt kell igazolni, hogy a Ya(x) is mindenütt a 7\ tartomány­
ban van.
4 Ilyen függvény pl. a 7j tartom ányt alulról határoló ha az
az x n <  x  <  X  intervallumban differenciálható.
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A (10) egyenletből azonnal látjuk, hogy Y J x 0) = \ \ ( x 0} = y0; 
továbbá figyelembe véve (8) egyenlőtlenséget, kitűnik az is, 
hogy
Y1( x ) ^ Y %(x). (11)
Annak igazolására, hogy a i 2(.r) az x 0^ x ^ X  intervallumban 
mindenütt a Tx tartományban van, még azt kell bebizonyítani, 
hogy
r 3(.u) gL y(x, y0). (12)
A (2) egyenlet szerint )'(x) =  Yx(x) esetén:
T&v)- r<lYt)
{/(■«’Vo)= Yx(x)+ er°
ff(í, m  
J v- y1
A
di r
J í f b . r j - Y f r
•f(lV)-f(lYt)
y—Yi di
d%.
(13)
Ebből pedig úgy nyerjük a (10) egyenletet, hogy a jobboldalon 
szereplő y(x, y0) helyébe, a nálánál mindenütt kisebb, vagy vele 
egyenlő \\{x)  «alsófüggvényt» írjuk. Hogy bebizonyítsuk, hogy 
ilyenkor kisebbítjük a (13) jobboldalát, tehát, hogy fennáll a 
(12) egyenlőtlenség, írjuk fel azt az összeget, amelyikből, mint 
határértéket nyertük a (13) egyenletnél szereplő ■/ változós 
integrált, és szorozzuk be az integráljel előtti exponenciális 
függvénnyel:
y(pc, y0) =  Yx{x) +  lim [f{xx,Yx)-Y []
m l  y)-Hí,Y p 
) y-Y i c/s
■ d.Vx-f-
..................... /
H------fi [f(%m í i) ) i]®*"
ml y)-f(lYi)y-Y, dl
A x n (14)
öfioCy y)Mivel alapfeltevés szerint a -—-A-’-J . az egész Tx tartományban 
monoton növekvő függvénye y-nak, alkalmazva a középérték­
tételt, azonnal látható, kogy kisebbítjük az /'(•« , y)-f(x, Yi)
y Y
ér­
tékét, ha y{x, y0) helyébe, a nálánál mindenütt kisebb, vagy vele 
egyenlő Yt{x) «alsófüggvényt» írjuk, akkor pedig a (8) figyelembe­
vételével azonnal látszik, hogy kisebbedik a (14) egész jobboldala,
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tehát fennáll a (12) egyenlőtlenség. És így a (11) és (12) értel­
mében a Yt(x) az x 0 <^x intervallumban mindenütt a Yx(x} 
és y(x, y0 között, vagyis a T1 tartományban van.
De ezenkivül a Y2(x) függvényre érvényes a (8)-hoz hasonló 
egyenlőtlenség is (vagyis Y3(x) is «alsófüggvény»):
f(x ,Y t) - Y ^  0. (15)
Ugyanis differenciáljuk x  szerint a (10) egyenletet:
y ; =  dff ’P  (Fa -  y.) +  f ( x ,Y j  (i6>
és képezzük az f(x, Y2) — Y3 különbséget:
f ( x ,Y J - Y ; ~ f ( x ,Y j—f(x ,Y .t) Y3-  Yt
df{x,Yty  
dYt J (Yt~ YJ. (17)
A Yj— Yj a (11) szerint sehol sem negatív, a szögletes zárójelben
df(x, íj)lévő tag szintén, mivel a ' ^  ’— monoton növekvő függvénye
y-nak, tehát fennáll a (15) egyenlőtlenség.
Ezekután pedig a Y3(x) mindenben a 1 \(x )  függvénnyel meg­
egyező tulajdonságú «alsófüggvény».
Ha pedig a Y3(x) függvényt választottuk volna a Yt(x) helyett, 
első megközelítő függvénynek, akkor a Y3{x) függvényről lehetne 
most mindazt elmondani, amit a Y3(x) függvényről elmondottunk. 
Vagyis Ya(x) is az x 0 <^ _x intervallumban mindenütt a Tt 
tartományban van,
YAx ) ^  Y3(x ) ^  y{x, y0) (18)
és mindenben a Y3 illetőleg a Yt első közelítő függvénnyel meg­
egyező tulajdonságú «alsófüggvény». És így tovább. Nyilván való 
ezek szerint, hogy az összes közelítő függvények léteznek, vala­
mennyien a Tt tartományban vannak, továbbá mindenben a 
Yx{x) első közelítő függvénnyel megegyező tulajdonságú «alsó- 
függvények» és érvényes rájuk a (9) egyenlőtlenség-sorozat.
2. A (9) szerint a közelitő függvénynek az x 0^ x  ^  X  zárt 
intervallumban, bármelyik x  értéknél, egyértelműleg mind jobban
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és jobban közelednek az y(x, y0) felé, de az y(x, y0) mindenütt 
felső korlátot is képez számunkra, ezért a lim Yn(x) határfügg-
n — ► <»
vény létezik.
Az is kimutatható továbbá, hogy az x 0 x  g  X  intervallum­
ban a közelítő függvények egyenletesen konvergens sorozatot 
alkotnak.
Ugyanis, ha bevezetjük a következő jelölést:
J
ik+í(x) =  e“°
<V(U'fc)
dYk
*fíf(Z,Yk.)-Yi}e*°
_  f m l  Yk)
J '•dYk
(k>
akkor a (7) szerint
Y2 (X) —  V j  (x) =  it (x),. . . ,  Yn (x) — F„_ 1 (x) = in-l(x),
vagyis
Yn(x) = Yt (x) + 2  (ifc— Ft_ i) =  Y ^x )  +  V ik (x),
7c=2 k=1
(19)
( 20)
(21)
Mivel a közelítő függvények mind «alsófüggvények», azaz 
érvényes valamennyire a (8) és (15) egyenlőtlenségekhez hasonló 
egyenlőtlenség, a (19) szerint
ik(x) g  ik(X). (22)
És mivel lim Yn(X) határérték létezik, egy bizonyos N  számtól
n—
kezdve minden W>1V-re nézve a (21) szerint
0 ^ 2 ú ( X ) < e ;  (23)
k = n
ezen utóbbi egyenlőtlenség pedig a (22) szerint ugyanattól a N  
számtól kezdve bármelyik az x 0g x  g X  intervallumból vett x  
érteknél méginkább teljesül s így a közelítő függvények egyen­
letesen konvergens sorozatot alkotnak.
Az is kimutatható továbbá, hogy a Y[, Y[ , . .. Y 'n,... differenciál­
hányadosok is egyenletesen konvergens sorozatot alkotnak az 
x 0g x  g X  intervallumban és
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lim Yn(,x) =  fix, z), (24)
n —>co
ahol z{x) =  lira Yn(pc).
n —>cn
Ugyanis a (7) egyenletből
Y'nix) =  af{QYr^ i] (Y" ~  i » - l )  +  / ( * , } „ - . )  (25)
és ezért
/■(•«, 2 ) -  r ;  =  df(? ’ v) (z -  f „ _ i) -  df{^ )n~1)- ( Fn-  y n_4), (26)
ahol Fn_i iS, z. Ezek után pedig
/■(a;, z) — F,1< dfip^rj)dr) (2 Fn—1)
df(x,Yn-l)
dF„_ 1 (Fn— Fn_i) • (27)
df(oc y') ,Mivel - -  ^ 2 a Tj tartományban korlátos: d/fo. 1/) < M  és
mivel a (9) alapján |F n—Fn_ i |^ |z  — F^_t|, azért
I f(x,z) -  y ; j ^  m \ z -  f „_o. (29)
De, amint látjuk, a közelítő függvények egyenletesen konver­
gens sorozatot alkotnak, ezért az íc-től függetlenül egy bizonyos
N  számtól kezdve minden n — 1 > A 7-re nézve I z — Fw_t |< zM
akkor azonban ugyanattól a N  számtól kezdve szintén függet­
lenül az a>től
I f(x, z) — Yn I <  e.
Vagyis a Y[, F2', . . . ,  Y„,... függvények is egyenletesen konvergens 
sorozatot alkotnak és
lim Yn—f(x, z). (30)
Azonban a Y[,. . .  Y„,... függvények egyenletes konvergenciája 
miatt
lim )7i= lim F„= 2 ’,
n—>«» U/OC n—>oo
(31)
tehát végeredményben
z' — f(;i, z). ( 32 )
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Ezen utóbbi egyenlet szerint a lim Yn(x) = z(.r) az (1) diffe-
n—>-co
reneiálegyenletet kielégíti és e mellett ez a függvény olyan, 
amelyik az x 0 értéknél y0 értékkel egyenlő,5 ilyen függvény 
pedig az existeneiatétel értelmében csak egy van: y(x, yB), tehát
lim Y„(x) =  y(x, //„).
n—* co
3. Ha a PicARD-féle megközelítésnél is első közelítő függvény­
nek a Yj(x) függvényt vesszük fel. az y^x )  második megköze­
lítő függvényt (lásd Bevezetés (4) egyenletét) a (13) egyenletből 
úgy nyerhetjük, ha az exponenciális tényezőket az egységgel 
helyettesítjük :
y2(x) =  Yx(.r) + /[/( />  Yt) — V jj dy — y0 +  (/(/, Yt)d/. (33)
00Q 00 Q
Hogy ez milyen nagy elhanyagolás, az kitűnik különösen a (14) 
egyenletből; a (10) egyenlet világosan szemlélteti, hogy mennyivel 
kisebb elhanyagolással nyerjük mi a második közelítő függvényt. 
A P icard megközelítésnél eszközölt ezen elhanyagolás termé­
szetesen azt is eredményezheti, hogy a közelítő függvények az 
,/;0 íyix <iX  intervallumban átlépik a Tt tartomány határait. 
Ezért nem alkalmazható ez olyan differenciálegyenleteknél, ame­
lyekre vonatkozó feltevések csak a 1\ tartományban érvényesek.
Igaz ugyan, hogy nálunk viszont az integrálok elvégzése 
nehezebb, de még mindig megvan annak a lehetősége, hogy az 
integrálokon egyszerűsítsünk újabb elhanyagolással, vigyázva 
azonban arra, hogy a közelítő függvények «alsófiiggvóny» jelle­
gét ne változtassuk meg.
*
d f i  x' i )
Ha a ----7“ — mindenütt a rl \  tartományban monoton csök­
kenő függvénye y-nak, akkor Yt(x) első közelítő függvénynek 
«felsőfüggvényt» választunk, vagyis olyat, amelyik
5 Ugyanis minden közelítő függvény a Y1(.r) függvénnyel mindenben 
megegyező tulajdonságú volt, az pedig a feltevés szerint az .<■„ értéknél y 0 
értékkel volt egyenlő.
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1. Yt(x0) =  y0 és az x 0 ^  x  X  intervallumban mindenütt 
a Tt tartományban van,
2. differenciálható és
3. kielégíti az
0 (34)
egyenlőtlenséget.“ Teljesen az előzőkhöz hasonlóan lehet ilyenkor 
bebizonyítani, hogy
1. a (7) egyenlettel értelmezett közelítő függvények mind 
léteznek, továbbá
Yt (x ) Yjx) ^  ^  Yk(x) ^  ^  y(x, y0), (35)
vagyis ezek mindjobban közelednek a differenciálegyenletet ki­
elégítő y(x, y0) felé és seholsem lépnek ki a T1 tartományból,
2. határértékük lim Yn létezik és megegyezik az y{x, y0)
n —>co
függvénnyel.
3. Ők m aguk gyorsabban közelednek az y(x, y0) felé, m int 
a PicARD-féle közelítéssel nyert függvények.
Of(oc w)Ha a ' függvényről az egész J\ tartományban sem
azt nem mondhatjuk el, hogy monoton növekvő, sem azt, hogy 
monoton fogyó függvénye y-nak, de ha a T1 feldarabolható egy 
vagy több vonaldarab segítségével olyan résztartományokra, 
amelyekben már teljesedik vagy az első, vagy a második feltevés, 
akkor a megközelítést szakaszonként végezhetjük el az egyes 
résztartományokban, a már letárgyalt módon.
A Tt tartománynak ezen feldarabolása történhetik pl. a
d ^  =  0 görbe segítségével (természetesen, ha a — az
egész 7’j tartományban létezik és folytonos a függvény).
f  í > \
Ugyanis ott, ahol a —^  3’ - pozitív, illetőleg negatív, a 
növekvő, illetőleg csökkenő függvénye y-nak. A foly- 6dy
6 Ilyen függvény pl. a  T1 tartom ányt felülről határoló (02(as), ha az 
az A' intervallumbn differenciálható függvénye «-nek.
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honosság miatt a - l =  0 görbe mindenesetre elválasztja
&1. r  . d H ( x , y )
egymástól a 7j tartomány azon pontjait, amelyekhez a -— ' -
függvény pozitív, illetőleg negatív értékei tartoznak, tehát 7j
tartományt a kívánt módon feldarabolja. Hogy azonban a
d*f(x, if)— ' =  0 görbe tényleg ilyen pontokat választ-e el egymás­
tól, azt még közelebbi vizsgálattal kell eldönteni, vagy közvetlen 
szemlélettel, vagy a —G j 1 ’ magasabbrendü parciális differenciál­
hányadosokkal (teljesen az egyváltozós függvények analógiájára).
2. A közelítő megoldásoknál ejtett hibák megbecslése.
Gondoljuk, hogy az
y ' =f ( x , y )  (1)
differenciálegyenletet kielégítő és az x 0 értéknél y0 értékkel 
egyenlő függvényt bármily módon megközelítettük és nyertük 
az előző fejezet (2) egyenleténél tetszőlegesen felvett Y(x) függ­
vényt; az előző fejezet (2) egyenlete értelmében az eltérés 
y(x, y0) és Y(x) között legfeljebb a következő:
c n  ly)-f ($,Y)
J " y-Y
\y(x,y0) - Y ( x ) \^ e ^
x 0
Y'\er°
y - Y d|
dx- (2)
Ha az y helyébe a jobboldalon olyan függvényt hűnk, amelyik- 
fixálj)—f(x ,Y )kel növeljük az ——~ —h__l—  értékét, akkor az utóbbi egyen­
lőtlenség méginkább érvényes 7 és ilyen módon vele megbecsül­
hetjük az y[x, y0) és Y(x) közötti eltérést.
Például, ha a Bevezetésben értelmezett T1 tartományban 
df{x, y)
dy mindenütt monoton növekvő, vagy monoton fogyó
Ez látható, ha felírjuk azt az összeget, amelyikből m int határértéket 
nyertük az ;  változós integrált, és beszorzunk az integráljel előtti exponen­
ciális tényezővel (lásd előző fejezet (14) egyenletét).
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függvénye y-nak, akkor elég, ha az y(x, y0) helyett egy bizonyos 
a 7\ tartományban levő Yt(x) felső, illetőleg Ya(x) alsó függ­
vényt írjuk, mert alkalmazva az integrálszámítás első közép-
f(x, y)—f{x ,Y )értéktételét, látható, hogy ezáltal nagyobbítjuk az
y - Yértékét.
Ha azonban a ----~ — a 1\ tartományban nagyon szeszé­
ül/ f(x  ti) — f(x  Y)
lyesen viselkedő függvény, akkor a ’ y  helyett oly M 
számot írunk, amelyik az egész 7j tartományban nagyobb, mint
t u ,  y ) - f{ x ,Y )  I
y - Y
alakul:
; ezzel a (2) egyenlőtlenség a következőképpen
'y(x, y0) — 1 (.xj | g  eM(x—x0) j j Yj  — yj e i% a;0) (jy_ (3)
#0
Ez utóbbi egyenlőtlenséggel még mindig jobban meg tudjuk 
becsülni az y(x, y0) és Y(x) közötti eltérést, mint ahogyan az 
az eddig képletekkel lehetséges. A (3) egyenlőtlenség ugyanis 
magába foglalja úgy a Bieberbach: Theorie der Differential­
gleichungen 3. kiadás, 40. oldalán, mint a de la Vallée Poussin : 
Coins d’Analysé, 5. kiadás, II. kötet, 137. oldalán található becslő 
formulákat. Ha ugyanis a (3) egyenlőtlenségben a \f(x,Y) — Y  
helyett azt a ő számot írjuk, amelyik mindenütt nagyobb nála 
és az integrálást elvégezzük, nyerjük de la Vallée Poussin 
formuláját:
IU (x < Uo> ~  I g  °\f [eM(x~sc«) — 1 ]. (4)
Ha a (3) egyenlőtlenségnél nemcsak az \f(x,Y) — Y'\ helyett 
írjuk mindenütt a nálánál nagyobb o számot, hanem azonkívül 
még a % változós integráljel alatt szereplő exponenciális ténye­
zőt is egynek vesszük, nyerjük a B ieberbach könyvében talál­
ható képletet:
I y(x < Uo) -  ) V ') I ^  0 (x -  f í0) eM{x~x»\ (5)
Tóth Ferenc.
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EINE NEUE ANNÄHERUNGSMETHODE FÜR 
GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ERSTER ORDNUNG UND EINE NEUE ABSCHÄTZUNG 
DER ERREICHTEN GENAUIGKEIT.
I. Die Differentialgleichung
?/=  f ( x ,  y )
mit der Anfangsbedingung y ( x 0) — y 0 lösen wir näherungsweise mit 
Hilfe der Folge folgender Funktionen :
dniYk)cm
v . , „  . , J »Yk
>k + i(x)= Yic(x) +  e ‘°
x
jfSw) fm,Yk)c ^x  ...-Y£\e*° d% (k- -1 o 1 > - ’•
(Die exponentialen Faktoren gleich 1 gesetzt, geht diese Iterations­
formel in die PiCAKDSche über.)
Diese Methode, ist andwendbar, wenn f ( x , y )  und — ' d y  indem
von unten mit einer beliebigen Unterfunktion und von oben mit einer 
beliebigen Oberfunktion (wie es 0 .  P e r r o n  in seines Arbeit in den 
Math. Annalen, Band 76. gennant hat) begrenzten Gebiet T  eindeutig,
stetig und beschränkt sind, und — Qy im nanzen T  eine monoton
zunehmende, oder abnehmende Funktion von y  ist, oder wenn 7 in 
solche Teilgebiete eingeteilt werden kann, für welche entweder die 
erste, oder die zweite Forderung besteht.
Als erste Annäherung YjG) muss man eine Unterfunktion, oder
y ) jm  Gebiete 7'eine 
9 y
monoton zunehmende, oder abnehmende Funktion von y  ist und dann 
kann man beweisen, dass 1) die nach der obigen Gleichung berech­
neten Funktionen Y n, . . .  sich monoton nach y ( x ,  y 0) nähern ;
2) bleiben alle im Gebiete T, 3)  es existiert lim Y n( x)  und 4)  es gilt:
eine Oberfunktion wählen, je nach dem
lim Yn(x)  =  y { x ,  y 0).
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II. Bei den Annäherungen schätzen wir die Genauigkeit mit der 
folgenden Formel ab :
X
\ y ( x ,  y 0) - Y ( x ) \ < e M ( x - * o ) j ’|/^ ,Y )-Y '|e-W*-*„>. dX, 
x 0
wo Y(oc) die näherungsweise Lösung der Differentialgleichung ist und 
M  die Zahl bedeutet, welche im ganzen Gebiet T  grösser ist als 
9 f ( x ,  y)
9y
df(cc 'u')Wenn -  eine im Gebiet T  monoton zunehmende, oder ab-
9 y
nehmende Funktion von y  ist, können wir die erreichte Genauigkeit 
noch besser abschätzen.
F. Tóth.
A PARABOLÁVAL HIPEROSZKULÁLÓ 
EGYENLŐOLDALÚ HIPERBOLÁK RENDSZERE.
L eg y en ek  az x, y, z  a  s ík  te tsző leges p o n tjá n a k  DEscARTES-féle 
h o m o g é n  k o o rd in á tá i. L eg y en ek  to v á b b á  a ,k  — tt/d  k  — L 2 , 3)
egy  A p a ra m é te r  ra c io n á lis  egész fü g g v én y e i és r a leg m ag asab b  
re n d ű n e k  a foka. Az
auícs+  a2S//2+  cí33z2 -j- 2 (altxy  +  <x332/^  +  anzx) =  0
egyenlet a változó A paraméter szerint o o 1 I kúpszeletet képvisel. 
E kúpszeletek — f f  — összességét egydimenziós r  indexű 
racionális kúpszeletrendszernek nevezzük.
így értelmezett két kúpszelet, f f  és f f ,  érintkezhetik. Ebben 
az esetben jelöljük a közös érintőt í^-vel, az érintkezési pon­
tot Txfi-vel. Az érintkezés követelménye a A és y. paraméter 
között egy c(A, fi) =  0 algebrai korrespondenciát létesít. A 7L 
pontok összességét a kúpszeletrendszer önérintkezési-vonalának, 
röviden 7-vonalnak, a egyenesek által burkolt görbét ön­
érintési burkolónak, röviden í-burkolónak nevezzük.
Lehetséges, hogy a t--burkoló, mint pontgörbe, a 7-vonallal 
azonos.1 Általában ez nem áll.2
Idézett dolgozatom a következő kérdés általánosabb tárgya­
lását tartalmazza. Legyen C2 egy egyenlőoldalú hiperbola. A í r ­
téi A pontjában egy nem kettősegyenessé degenerált parabola,
1 Pl. L. B e r z o l a r i : Suli’equazione differenziale di un sistema oo1 di 
coniche osculatrici a una conica data, «Bollettino dell’U. M. I.» s. II., anno
I I  (1939).
2 Pl. F. K á r t e s z i  : Sopra un sistema di coniche oo1 e di indice 4, 
«Bollettino dell’U. M. I.» s. II., anno II  (1940).
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Fi, hiperoszkulál. A F 2, /«  parabola-pár érintkezését kifejező 
c(A, y) — 0 korrespondencia egy olyan projektivitás, amelynek 
kettőspontjai a C2-nek végtelenben fekvő pontjai. A Ff para­
bolák alkotta kúpszeletrendszsr indexe 4, T-vonala pedig C2-tel 
koaszimptotikus egyenlőoldalú hiperbola. A rendszer /-burkoló) a 
az a sugársor, amelynek a sorozópontja a C2-nek középpontja.
Jelen dolgozatomban, bizonyos szempontból, a kérdést meg­
fordítva teszem fel. CF legyen parabola, A pontjában hiperoszkuláló 
egyenlőoldalú hiperbola Ff. Megvizsgálom a F i  egyenlőoldalú 
hiperbolák alkotta rendszer tulajdonságait és ezen az úton a 
kardioidnak egy új származtatását is megmutatom.
A í'x egyenlőoldalú hiperbolák rendszerének az indexe szintén
4. A F i középpontját jelölje Ox■ Az Ox pontok mértani helye 
a C"-tel kongruens parabola. A rendszer 7-vonala negyedrendű 
és harmadosztályú racionális görbe; a /-burkoló ötödosztályú és 
hatodrendü racionális görbe. A c(A, fi) korrespondencia pedig 
[4,4] típusú.
1. A koordinátarendszer alkalmas választásával a sík tetsző­
leges paraboláját az
x : y : z  =  A2:A: 1 (1.1)
paraméteres alak képviseli. A sík tetszőleges egyenlőoldalú hiper­
bolájának az egyenlete általában
F 2 =  x 2 — y'2 +  <(33za +  2 (atix y  +  <t23yz +  aslzx) =  0 (1.2)
alakban írható. Az (1.1) értékeit az (1.2)-be helyettesítve a
A* -j- 2 -j- (2 a3l — l ) / 2  -j- 2 u2 3  ^ú- ^ 3 3  =  0
egyenlet származik. Azon esetben, ha az egyenlet négy gyöke 
egyenlő, a gyökök és együtthatók összefüggése alapján, a hiper­
oszkuláló egyenlőoldalú hiperbola egyenletét nyerjük :
r !  = x 2-  y2 +  Alz2— 4Axy -  4A3yz +  (6A2+ 1) zx  -  0. (1.3)
Amint a legmagasabb kitevő mutatja, a I 'i kúpszeletek alkotta
rendszer indexe 4.
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2 . A r l  kúpszelet diszkriminánsa :
2 —4A 6A2+1
— 4A - 2 —4A3
6A2+1 —4A:! 2A4
^•(4A2+1)3.
Ennek a harmadik sorához adjungált aldeterminánsok, — az 
Asl=(4As+l)(4Al+2), A32= —(4Aa+l).4A, A33= - ( ^ +  1).4 -  
a P l középpontjának — O^-nak — a koordinátáival arányosak. 
Tehát az Ox koordinátáinak aránya:
x  : y : z — 2A2+ 1: — 2A : —2.
Egy pillanatra térjünk át a DESCARTEs-féle nem-homogén koor­
dinátákra: X = x : z ,  Y=  y: z. Ezáltal a C2 egyenlete az 
X — Y 2 — 0 alakot ölti. Az Ox pont koordinátái pedig
X = - i- ,(2 A ä+ l) , Y = l  (2.1)
A C2 parabola vezéregyenese az X — ----egyenes. A A és az Ox
pont ezen egyenesre nézve szimmelrikus pár. Mialatt a A le-
1
írja a C2-et, az Ox leírja az X — l a+ — =  0 egyenlettel kép­
viselt parabolát. Ez a parabola C~-nek a (közös) vezéregyenesre 
vonatkoztatott tükörképe.
3. A tetszőleges r® és I ' j  alapkúpszeletek által létesített kúp­
szeletsor egyenlete
/ ? + * . / ?  =  o. ( 3 . i )
A r'x-\- kúpszelet helyett röviden csak x kúpszeletet mon­
dunk. A x kúpszelet diszkriminánsát fejtsük ki a x paraméter 
hatványai szerint:3
á p ^ u X ^ - j - á i f i n X ' - h á x x n X - ( J x u  =  á O ,  i u ; x ) .  (3.2)
:í Vö. pl. E. Ciasi : U m etoclo  d é llé  c o o rd in a te  p r o ie t t iv e  o m o g en ee  n e llo  
s tu d io  d e g li  e n ti  a lg e b r ic i , (Pisa 1915.) 78—82. old.
13*
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A kifejezések egyszerűsége végett vezessük be a következő jelö­
léseket :
p =  4A*+1, <r =  V  +  l ;v =  3(4A2 +  l ) ( V  +  l ) - 4 ( ; . - jU)4. (3.3)
Ezekkel a A (A, / i ; x) együtthatóinak szerkezete egyszerűen ki­
fejezhető :
1 1 1 1
Axxi — ^ p » ^ p^ » Axxin — ^ A — *j* <r . (•>. 4?)
Tehát a diszkrimináns:
A (A, / i ; x) =  {ff3- / 3+  ffy• **+ pw • x +  p3). (3.5)
A /  kúpszelet egyenespárrá degenerál, ha a diszkrimináns 
zérus, azaz <r3. xs+  ov.x*-\- q v . x  -\- p3=  0 harmadfokú egyenlet 
teljesül. A r f  és Z1^ alapkúpszeletek érintkezését, szükséges és 
elegendőképpen, két egyenlő x gyök létezése vonja maga után.3
Jelölük x0-sal a kétszeres és Xj-gyel az egyszeres gyököt. 
Mikor lép fel az egyenlet kétszeres gyöke? Mivel
<r3. x 3 4 -  <rv.x3- j -  (Ji/.x + p 3 =  ( a x  - f - p ) { f T a. x 2 -\- (y  —  Q o ) x  - j-  p 2 }, ( 3 . 6 )  
a szóbanforgó egyenlet gyökei:
p per—v i  ^(p<r +  v) (v —3pcr)
X0~ » *2 ű) 2tr Z(T
A három gyök közül kettő egyenlő, ha a következő négy egyenlő­
ség bármelyike teljesül:
p — 0, <r =  0; 3p<x — y =  0, per +  v =  0. (3.7)
Visszatekintve a (3.3) egyenlőségekre, a (3 7) alatti egyenlősé­
gek a következő alakban írhatók:
X. 4 a* + i =  o ,
II. 4pa- f l  =  0;
III. A=p,
IV. (;.+ p )4-8Ap(A-f /i)3- 4 U  +  /i)2-t-8 Ip -l = 0 .
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E négy egyenlet mindegyike korrespondenciát létesít a C2 
parabola A és p homológ pontjai között. Az I. és II. degenerált 
korrespondenciát képvisel, a III. azonosságot, a IY. pedig egy 
szimmetrikus [4, 4] típusú algebrai korespondenciát
4. Mind az I., mind a II. korrespondencia esetén az érintkező 
l'i és / hiperbolák egyike fix, a C3-hez fókuszából sugárzó 
érintő, kétszeresen [számítva; a másika tetszőleges. A fókusz­
ból sugárzó érintők egyike is, másika is átmegy a sík egy-egy 
képzetes körpontján. Ezért a két egyenes mindegyike önmagára 
merőleges, tehát kettősegyenesnek tekintve, degenerált egyenlő­
oldalú hiperbola. Egy kettősegyenesnek valamely kúpszelettel 
alkotott bármelyik metszéspontja két végtelenül szomszédos pont­
nak tekinthető. Ezért a két képzetes érintő a 7-vonal szingulá­
ris komponense.
A III. korrespondencia, a lim A p határátmenet révén arra 
vezet, hogy C2, a kúpszeletrendszer hiperoszkuláló burkolója, 
szintén komponense a T’-vonalnak. A C2-et triviális komponens­
nek nevezzük.
A továbbiak folyamán a szinguláris és a triviális komponenst 
nem számítjuk a 7-vonalhoz. 7-vonalnak csak a IY. korre- 
spondenciával értelmezett 7'p, jiontok összességét nevezzük.
5. Ha p, a 4= 0, akkor a (3.6) harmadfokú egyenlet kétszeres
gyöke csak a x =  p : a lehet. A x kúpszelet egyenespárrá de- 
generál, duplapontja a F f és r 2 érintkezési pontja.4 A degene­
rált kúpszelet középpontja a duplapont. Meg kell tehát határoz­
nunk, a 7’p, végett, a a. /T +  0 kúpszelet középpontját.
E végből tekintsük a kúpszelet diszkriminánsának az első két 
sorából álló mátrixot:
J.
4
2(<r +  p) — 4(A<x +  pp) 6 (AV +  pap) +  (a +  p) 
— 4 (Act -j- pp) — 2 (<7 -f  p) — 4 (A3<r -f- p3p)
Az w-ik és n-ik oszlopból alakított aldeterminánst jelöljük amn- 
nel, a középpont koordinátáit x , y, z-vel, akkor
x :  y : z =  a33: a31: a13.
'* Vö. 3-mal.
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A mátrixból, (B. 3) egyenlőségeket is figyelembe véve:
«23=  8(4A2 +  l) (V + l){ 2 ;./i(A+J«)2+  3 (*+ /«)•-6 ^ + 1 } ,
«3i= B(4/2+ l)(4«H -l) { (A+«f-8Ai« ( /+ /fi-(;,+^)},
«1 2=  - 1 6  (4;.2+ 1) (v + 1) { + ^ + í  }•
(5.1)
Bevezetve az s= ip , t= í-j-y  transzformációt, a. IY. egyenlet a
t*— 8sí2— 4í2+  8s — 1 =  0 (5.2)
alakot ö lti; a pont rendezői pedig az
x :  í j : z  =  (2sf*+3f*-6s +1): (í3- 8st -  t ) : ( -  2f2- 2) (5.3)
feltételnek tesznek eleget. Ha az (5.2) feltétel segítségével az s 
paramétert elimináljuk, a 7-vonal paraméteres egyenletrendszerét 
nyerjük:
x : y : z  = (l — 4fa— <*):(—8f) :.8(í®—1). (5.4)
Innen a 7-vonal vonalkoordinátás egyenletrendszere:
u : v : w  =  8: (213- 6í): (3f3+ 1). (5.5)
Összefoglaljuk az eredményeket: a T-vonal negyedrendű 
harmadosztályú racionális görbe.
6. Ha a Ff és r*  alapkúpszeletek a Tip pontban érintkez­
nek és ott txfn a közös érintőjük, akkor a rf-\-xFp =  0 kúp­
szeletsor bármelyik kúpszelete átmegy a T-Áfí ponton és ott 
hp az érintője. A kúpszeletsor egyik eleme a Hfp hiperbola, 
aminek
H%= -—- ^ — i x y  +  4(f2— s)yz — 6 tzx —{t3—2st)z2= 0/  y.
az egyenlete. Az (5.2) alapján az s paraméter kiküszöbölhető:
H l=  32(í3 — 1 )x y  +  4(7Ö -4<2+ 1 )yz -  m ( F - l ) z x -
-2 /(3 Ö  +  l)z2= 0 . (6.1)
A fia egyenes a Tip pontnak //L-ra vonatkoztatott polárisa, 
egyenletét ezen az alapon nyerjük:
tip= St (ía- 1) x -  4 ( F - l f y  +  t (<4 +  3) z =  0. (6.2)
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Ily módon eljutottunk az önérintési burkoló paraméteres egyenlet­
rendszeréhez :
u : v : w  — (813-  8t ) : ( -4 /* +  8£a-  4): (£5+  3f). (6.3)
Innen a t burkoló pontegyenletrendszere:
x : y : z =  (í6 -  7t*+ 3£2 -  3): (4í5- 1213) :(tl - 2£a+ 1). (6.4)
Összefoglaljuk az eredményeket: a t-burkoló hatodrendű 
ötödosztályú racionális görbe.
7. A T-iß pont rajta van a (A parabola lg húrján, a t-íu 
egtjenes pedig átmegy a húr pólusán. Ugyanis a lg húr vonal­
koordinátáinak aránya u : v :w =  1 : — (A +  u): lg- Vagy (5.2) 
révén a t paraméterre redukáljuk:
u : v : w  = 8(tís- l ) :  -8£(£2-  1): (f4- 4 Í 2- 1).
Ha pedig az (5.4) és (7.1) koordinátákat egybevetjük, látjuk, 
hogy ux-\-vyA-wz =  0. Másrészt meg a lg  pólusának koordinátái 
között az arány x : y : z =  2A/r: (A + p ): 2, vagy áttérve a t para­
méterre :
x : y : z  =  2(íí — 4£2—1): 8£(£2— 1): 16(í3 — 1). (7.2)
A (6.3) és (7.2) értékeire szintén teljesül az ux-\-vy +  íoz =  0 
egyenlet.
8. Most pedig megmutatjuk a U-vonalnak egy más származ- 
tatási módját, amiből majd az is kiderül, hogy a kardioiddal 
kollineár görbe.
Adva van egy K~ kúpszelet, rajta egy A  pont és adva van 
egy d egyenes, amelyik IP-et Iv I., képzetes pontpárban metszi. 
Mozogjon a IP görbén a 1 \ és pont, egyező irányítással, 
oly módon, hogy az A l \  egyenes az yl j-ben vont érintőt állan­
dóan a d egyenesen messe. A 1\ / ’2 változó egyenes egy L  görbét 
burkol, amelyik kollineár a kardioiddal. Ugyanis az Iv /2 pontpárt 
a sík képzetes körpontjaiba átvivő kollineáció a IP  kúpszeletet 
K 3 körbe, a d egyenest a végtelenbe viszi át. A Pv P3 pontoknak 
megfelelő Í \ ,  l \  pontok a K 2 körön egyező irányítással futnak,
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úgy, hogy P2 sebessége a Poének kétszerese. Ez pedig a 
kardioidnak ismert származtatási módja.
A 7-vonal az L  görbe mintájára származtatható. IP vezér­
kúpszelet gyanánt válasszuk azon hiperbolát, amelyiknek a 
paraméteres pont- illetve vonal-egyenletrendszere a következő:
x : y :  z =  6 r:(8 r* -4 ), (8.1)
u : V : W =  (8r2+ 4 ) : - 4 r  : (r2+  2). (8.2)
A vezérpont gyanánt válasszuk ki a K 2 hiperbola (—1, 0, 8) 
pontját, cl vezéregyenes gyanánt pedig a C2 parabola vezér- 
egyenesét: a (4, 0, 1) egyenest. Az így meghatározott L  görbe 
éppen a 2 -vonal.
Ugyanis a t ponthan T érintője, (5.5) szerint, a
8x  +  (2ta-  6 í) y  +  (3í2+ l) z  =  0
egyenes. Ez a K 2-et két pontban metszi, amelyeknek a para­
métere, a (8 . 1) értékek helyettesítése útján a következő:
1 1 — t2
r i=  y . ' (8 -3>
A r1 pontban K 2 érintője az
t t j : vx: wt =  (4/2+  8 ): { - i t ) : (2 t2- 1)
egyenes, rä pontjára, pedig
x %: ya: z2 =  ( —í4+ 10P — 1): ( -  12/3 +  12/): (8/4-3 2 í2+  8)
a koordináták aránya. Az (xv  y2, z3) és (—1,0, 8) pontot össze­
kötő egyenes koordinátáinak az aránya:
z t* :P :to*= (8 í2- 8 ) :4 í : ( í a- l ) .
Az (uv vv UJj) és («*, w*, to*) metszéspontjára: 
x : y : z  = (—t):(t* -l):4 t,
tehát ez a pont a. t változása közben a (4, 0, 1) egyenesen fut, 
amit éppen bizonyítanunk kellett.
9. Az
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x  — x ,  y  — 2 y ,  z  — — i x  +  2  z ' (9.1)
egyenletrendszer centrális kollineációt képvisel az (x, y, z) és 
(x , y, z) társpontok között. A kollineáció tengelye az (1, 0, 0) 
egyenes és középpontja az (1, 0, 4) pont (a C% parabola csúcs­
érintője, illetve fókusza). Ez a kollineáció a í?  parabolát át­
viszi a
C” =  2£'"2+  2i/2 — xy  =  0 
körbe, K2 hiperbolát a
Tv2 =  2rr2 +  2y2 — z^— őcz — 0
körbe, a sík végtelenben fekvő egyenesét a ( — 2, 0, 1) egyenesbe, 
a I'f-et pedig a C2 körrel hiperoszkuláló 71* kúpszeletbe.
A C2 és /T2 koncentrikus, sugaruk viszonya 1 :3 . A (—2, 0, 1) 
egyenes (1, 0, 2) pontban érinti a C2 kört. Ff két pontban 
metszi a végtelenben fekvő egyenest. E pontokhoz (1, 0, 4)-bőI 
derékszögű sugárpár vezet és ezek ugyanott metszik a (—2,0, 1) 
egyenest ahol a f f .
A kollineáció a 7-vonalat L  kárdioidba viszi át, amelynek 
(1, 0, 2) pont csúcspontja, C2 kör főköre és K 2 kör vezérköre.
Összefoglaljuk a legutóbbi eredményeket. Adott körhöz °o2 
hiperoszkuláló kúpszelet tartozik. Ezek közül oo1 metszi a kör 
szilárd érintőjét olyan involúcióban, amelynek a társpontjait a 
a kör középpontjából derékszög vetíti. Az így értelmezett 4 
indexű racionális kúpszeletrend szernek az önérintési vonala 
kardioid.
Kárteszi Ferenc.
ÜBEE DAS SYSTEM 
DER GLEICHSEITIGEN HYPEEBELN,
DIE EINE PA BABEL HYPEEOSKULIEEEN.
In einer früheren Arbeit'2 habe ich das System jener Parabel unter­
sucht, die eine gleichseitige Hyperbel hyperoskulieren. In vorliegen­
der Arbeit stelle ich die Frage umgekehrt auf: es sei das im Titel 
gekennzeichnete Hyperbelsystem zu untersuchen.
Die Untersuchung führt zu folgenden Ergebnissen : Der Index des
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Hyperbelsystems ist 4. Der Geometrische Ort der Hyperbelmittel- 
punkte ist ein Spiegelbild — in bezug auf ihre Leitlinie gebildet — 
der Parabel. Die Selbstberührungslinie des Hyperbelsystems, d. h. der 
Ort jener punkte, wo zwei Hyperbeln einander berühren, ist eine alge­
braische Kurve vierter Ordnung und dritter Klasse. Diese Selbstbe­
rührungslinie ist, wie das mit Hilfe einer anderen Erzeugung gezeigt 
wird, kollinear zur Kardioide. Die Selbstberührungs-Hüllkurve, d. li. 
die Kurve erzeugt durch die in den Selbstberührungspunkten berühren­
den Tangenten, ist eine algebraische Kurve sechster Ordnung und 
fünfter Klasse.
Ein kollineares Bild des betrachteten Hyperbelsystems ist folgen­
des : Das System jener Kegelschnitte, die einen Kreis berühren und 
eine seiner Tangenten in solchen Punkten schneiden, die aus dem 
Kreismittelpunkt durch senkrechte Geraden projiziert werden. Die 
Selbstberührungslinie dieses Systems ist eine Kardioide.
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KITŰZÖTT FELADATOK.
Az itt közölt három feladat kitűzésével újból életre keltjük a ki­
tűzött és megoldott feladatok rovatát, mely régebben, már az első 
kötettől kezdődően, fontos és hasznos szerepet töltött be lapunkban. 
A  rovat vezetését D r. E gervári J enő  egyetemi m . tanár volt szíves 
elvállalni. Kérjük t. munkatársainkat, hogy a kitűzött feladatok 
megoldásait, valamint a kitűzésre szánt feladatokat (megoldásukkal 
együtt), az ő címére ( B u d a p e s t , I V ,  K e c sk e m é t i -u tc a  4 .) szíveskedje­
nek beküldeni. Örülnénk, ha e rovat felújításával szorosabbá sikerülne 
tenni azt a kapcsolatot, mely lapunkat olvasóihoz, különösen közép­
iskoláink tanáraihoz fűzi.
1. Bebizonyítandó, hogy ha a
P(z) =  C±Z +  C2ZS d --------1- c„zn
polinom együtthatói pozitív, fogyó, háromszorosan monoton soro­
zatot alkotnak (azaz cv— 3cv+i+  3c,+2— cv+3 2>0, v =  l , 2 , . . . , n ;  
c„+i= cn+2— cn+3= 0), akkor P„(z) összes zérushelyei az egység­
kör belsejébe esnek. (Egervári/)
2. Bebizonyítandó, hogy ha a zv z2, z3, Cj, C2> C8 számok a
2  (CiZj +  ZA-Zf) =  (v t +  Zi) (Z lc  +  Zí) (i, k ,  1=1,2, 3)
egyenleteknek eleget tesznek és zv z3, z3 különbözők, akkor a
2 (Ziíi + CfcCi) — {z í +  si) (Cfc F C i)
egyenletek is ki vannak elégítve.
(i, k, i= l ,  2,3)
(Egerváry)
3. Egy konvex oktaéder lapsúlvpontjai parallelepipedont hatá­
roznak meg; továbbá az oktaéder átlóinak végpontjain átmenő és 
a másik két átlóval párhuzamos síkok szintén parallelepipedont 
alkotnak. Bebizonyítandó, hogy a nevezett két parallelepipedon 
hasonló, hasonló helyzetű és belső hasonlósági pontjul: az okta­
éder testsúlypontja. (Egerváry)
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Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad- 
-°e des Geschäftsführenden Secretärs R . O rtva y , Budapest, VIII., 
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Tagjainkhoz.
Társulatunkhoz befolyt jubiláris adományok, melyekről 
megelőző füzetünkben, valamint a jelen füzetben közölt köz­
gyűlési titkári jelentésben számolunk be, lehetővé teszik, hogy 
lapunk jelen kötetét és valószínűleg néhány további kötetet 
jelentékenyen megnövesztett terjedelemben küldhessünk szét 
tagjainknak.
Ebből az alkalomból t. tagjaink segítségét is kérjük, fel­
szólítva őket, hogy
új tagokat szerezzenek Társulatunknak.
A tagokul ajánlottak nevét, foglalkozását és lakáscímét kérjük 
az ügyvezető titkárral (Ortvay Rudolf, Budapest, VIII. Múzeum- 
körűt 4/c, Egyetemi elméleti fizikai intézet) közölni.
VÉGESKENDŰ GEOMETRIA.
1. Bevezetés. — Értelmezések.
Számos matematikus foglalkozott az algebrai görbéknek és 
felületeknek a projektiv térben való alakjával és valós kivételességei- 
nek (szingularitásainak) számai között fennálló összefüggésekkel. 
A fejló'dés természetes menete volt annak a vizsgálata, hogy az 
algebrai görbéknek, illetőleg felületeknek milyen tulajdonságai 
függetlenek algebrai előállításuktól, úgyhogy egyszersmind olyan 
nem algebrai görbéknek, illetőleg felületeknek is tulajdonsága^ 
amelyeknek viselkedése csak bizonyos tekintetben hasonló az 
algebrai görbéknek, illetőleg felületeknek viselkedéséhez.
Egy valós algebrai síkgörbének minden pontjában az érintés­
ponttal folytonosan változó érintője van, a sík bármely egyenesé­
vel pedig végesszámú valós közös pontja van. (Ez a szám a sík­
görbének vagy az algebrai rendszámával egyenlő vagy ennél páros 
számmal kisebb.) Az algebrai síkgörbéknek olyan zárt síkgörbék 
az általánosításai, amelyeknek megvan ez a két tulajdonságuk.
Az algebra^ térgörbék általánosításai olyan zárt térgörbék, 
amelyeknek minden pontjukban a ponttal folytonosan változó 
símulósíkjuk van és amelyeknek a tér bármely síkjával végesszámú 
közös pontjuk van.
Az algebrai felületeknek általánosításai olyan zárt felületek, 
amelyeknek minden pontjában a ponttal folytonosan változó 
érintősíkjuk van és amelyeknek és érintőkúpjaiknak síkmetszetei az 
előbb mondott tulajdonságokkal bíró zárt síkgörbék.
Az ilyen görbék és felületek tulajdonságainak összességét 
«geometria finita»-nak (géométrie finie) vagy Juel-féle geometriá-
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nak nevezik. C. J uel  dán matematikus végezte ugyanis ebben az 
irányban az alapvető jelentős vizsgálatokat. Célszerű ezt a geo­
metriát végesrendű geometriának nevezni.
Egy síkgörbe (lineáris) rendszáma, illetőleg (lineáris) indexe 
azoknak a (valós) pontoknak maximális, illetőleg minimális száma, 
amelyekben a görbét síkjának egyenesei találják. (A metszésponto­
kat megfelelő sokszorossággal kell számítani.) Egy síkgörbe osztály­
száma, illetőleg osztályindexe azoknak a (megfelelő sokszorossággal 
számított) valós érintőknek maximális, illetőleg minimális számat 
amelyek a síkgörbe síkjának pontjaiból a görbéhez húzhatók.
A másodrendű síkgörbéknek bármely ívét konvex ívnek nevez­
zük. A Juel-féle geometria olyan síkgörbékkel foglalkozik, amelyek 
véges számú konvex ívből összeállíthatók. A görbén két szomszédos 
konvex ívnek közös végpontja vagy közönséges pont, vagyis a sík­
görbén egy konvex ívnek belső pontja, vagy pedig kivételes pont. 
A kivételes pont lehet áthajlós pont (inflexiós pont), vagy pedig 
csúcspont. A csúcspont lehet közönséges vagy elsőfajú és lehet 
csőralakú vagy másodfajú. Ezekhez a kivételességekhez hozzá­
számítjuk még a kettőspontokat (és a többszörös pontokat), 
továbbá a kettősérintőket (és a többszörös érintőket).
A térgörbe rendszáma, illetőleg indexe a görbe és egy sík közös 
pontjai számának maximuma, illetőleg minimuma. A térgörbén a 
síkgörbe áthajlós pontjának megfelelő kivételes pont a stacionárius 
pont. Egy ilyen P  pontban a símulósíknak a görbével legalább 
négy szomszédos közös pontja esik egybe. Ez azt jelenti, hogy 
P  símulósíkja közelében van olyan sík, amely a görbét P  közelé­
ben legalább négy szomszédos pontban metszi.
A felület rendszáma azoknak a valós pontoknak maximális 
száma, amelyekben a felületet egy olyan egyenes találja, amely 
nem esik teljesen a felületre. Ezeknek a pontoknak minimális 
száma a felület indexe.
Ennek a cikknek az a célja, hogy a végesrendű geometria neve­
zetesebb eredményeiről vázlatos képet • nyújtson. A szövegben 
a zárójelben levő számok ennek a cikknek végén levő iro­
dalmi összeállításban az ugyanazon számok alatt felsorolt szer-
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zőkre és dolgozataikra vonatkoznak. Az adott irodalmi összeállítás 
nem akar igényt tartani a teljességre. Aránylag elég részletesen 
fel van sorolva az irodalom M o n t el  (16a), L in sm a n  (12a) és 
H a u p t  (7a) munkáiban.
2. Másodrendű és harmadrendű síkgörbék.
A lineáris rendszámot tekintve (az egyeneseken mint elsőrendű 
vonalakon kívül) a legegyszerűbb görbék a másodrendűek. Az ilyen 
görbék konvex görbék és egyszersmind másodosztályúak. A másod­
rendű görbéknek nincsenek kivételességeik, vagyis nincs kettős­
pontjuk, csúcspontjuk, kettőséi intőjük, sem áthajlós érintőjük.
Ennek a tételnek megfordításakép Möbius (17) kimutatta, hogy 
az olyan síkgörbe, amelynek semmiféle kivételessége sincs, szükség­
képpen másodrendű (és másodosztályú). K n e se r  A. (11) azt is 
kimutatta, hogy az olyan síkgörbe is mindig másodrendű, amely­
nek legfeljebb kettőspont- vagy legfeljebb kettősérintőkivételes- 
ségei vannak.
Bármely másodrendű görbe a síknak egy véges tartományában 
fekvő oválisába vetíthető.
Két olyan másodrendű görbének, amelynek nincs közös pontja, 
vagy négy közös érintője van, vagy egy sincs. Ha két másodrendű 
görbének k (páros) számú közös pontja van, akkor ugyanennyi a 
közös érintőinek száma is. Könnyen be lehet látni, hogy k akár­
milyen páros pozitív egész szám lehet (9c), (26</).
Möbius (17) kimutatta, hogy az olyan harmadrendű síkgörbé­
nek, amelyen nincs kettőspont, sem csúcspont, pontosan három 
áthajlós pontja van, miként az ilyen tulajdonságú harmadrendű 
algebrai görbéknek. A nem algebrai harmadrendű síkgörbéknek 
három áthajlós pontja — az algebrai harmadrendű síkgörbéktől 
eltérőleg — általánosságban nem fekszik egy egyenesen (17), (9c).
Ha egy harmadrendű görbének van kettőspontja vagy csúcs­
pontja, akkor azokból együttvéve is csak egy lehet. A kettős­
ponttal vagy csúcsponttal bíró harmadrendű görbének pontosan 
egy áthajlós pontja van.
14*
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Az általános (kettős- és csúcspontnélküli) harmadrendű görbét 
három áthajlós pontja három konvex ívre bontja. (9c)
A harmadrendű algebrai görbék vagy egy, vagy két különálló 
zárt görbéből, menetből állanak. A nem algebrai harmadrendű 
görbéknek is vagy egy menetjük van, vagy kettő. Ha két menetjük 
van, akkor közülök az egyik harmad-, a másik pedig másodrendű, 
s a görbének nincs kettőspontja, sem csúcspontja.
Az általános egymenetű harmadrendű görbének vagy hat, vagy 
négy az osztályszáma. Az első esetben a három áthajlós érintővel 
meghatározott háromszög belső pontjaiból hat, a második esetben 
pedig egy érintő sem húzható a görbéhez. Ebben a második esetben 
a háromszög belsejében fekvő bármely másodrendű görbe a har­
madrendű görbével együtt is csak harmadrendű görbét alkot.
A kettősponttal bíró harmadrendű görbék osztályszáma négy, 
a csúcsponttal bíróké pedig három. Mindkét fajta görbe csak egy 
menetből áll.
Az általános harmadrendű' síkgörbéknek nincs más kivételessé- 
gük, mint áthajlós pont. Hasonlókép csak csúcspontkivételességei 
vannak az általános harmadosztályú görbéknek.
Kimutatható, hogy az olyan síkgörbe, amelynek van csúcs­
pontja, de másfajta kivételességei nincsenek, három csúcsponttal 
bíró harmadosztályú görbe. Az olyan síkgörbe pedig, amelynek 
áthajlós pontokon kívül másfajta kivételességei nincsenek, áthajlós 
pontja pedig van, szükségképpen harmadrendű görbe (26i), (10a, b).
3. Negyedrendű síkgörbék.
Amíg a harmadrendű görbéknek csak olyan fajtái vannak, 
amelyek harmadrendű algebrai görbék között is előfordulnak, 
addig a negyedrendű görbék között olyanok is vannak, amelyek­
nek megfelelő tulajdonságú negyedrendű algebrai görbe nincs.
A szét nem eső negyedrendű algebrai görbéknek legfeljebb 
három kettőspontjuk lehet, meneteik száma pedig legfeljebb négy. 
A negyedrendű nem algebrai görbéknek akárhány kettőspontja és 
akárhány menete lehet. Ezt a következőkép láthatjuk be:
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Ha egy kör kerületét 2n egyenlő részre osztjuk, akkor a páros 
és a páratlan szögpontok két olyan w-oldalú szabályos konvex sok­
szöget határoznak meg, amelyek egymást 2n számú pontban met­
szik. Ezt a két sokszöget lehet hozzájuk elég közel fekvő olyan két 
oválissal helyettesíteni, amelyek egymást szintén 2n pontban 
metszik.
Ez a két ovális együttvéve két másodrendű görbére széteső 
negyedrendű görbét alkot, mivel a görbe rendszáma a két ovális 
rendszámának összegével egyenlő. Ennek a realitás szempontjából 
«reducibilis» negyedrendű görbének 2n kettőspontja van.
Ha A jelöli ennek a negyedrendű görbének egy kettőspontját, 
akkor ebben a kettőspontban a mindkét oválison belül fekvő 
tartománynak a mindkét oválison kívülivel való összekötésével és 
a kettőspont megszüntetése után a helyette keletkező két szög- 
pontnak alkalmas lekerekítésével egy menetből álló és 2n—1 
kettősponttal bíró negyedrendű görbét kapunk.
Ha az előbb kapott negyedrendű görbének további k—1 (fe<2w) 
kettőspontját az előbb vázolt módon megszüntetjük, akkor k me­
netből álló és 2n—k kettőspontot tartalmazó negyedrendű görbé­
hez jutunk.
A 2n kettősponttal bíró és két oválisból álló (reducibilis) negyed­
rendű görbe kettőspontjait máskép is meg lehet úgy szüntetni, 
hogy az azután kapott görbe szintén negyedrendű maradjon. 
Az A kettőspontban ilyenkor olyan két tartományt kell egymással 
összekötnünk, amelyek közül akármelyik az egyik oválison belül 
és a másikon kívül van (9c), (26</).
Az egymenetű negyedrendű görbéknek osztályozását J uel adta 
meg (9c, e, j). Ő az ilyen görbéket négy különböző csoportba osz­
totta.
Az I. csoportba tartoznak azok a negyedrendű görbék, amelyek­
nek nincs kettőspontjuk, sem csúcspontjuk. Az ilyen görbék 
középpontos vetítéssel mindig átvihetők olyan görbékbe, amelyek­
nek a sík végtelen távoli egyenesével nincs közös pontjuk. Az így 
kapott görbén belül mindig el lehet egy oválist úgy helyezni, hogy 
a két görbe együttesen is csak negyedrendű legyen. Az I. csoportba
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tartozó negyedrendű görbéknek mindig vannak kettősérintőik. 
Ezeknek száma akármilyen nagy k szám lehet. Ha a kettősérintők 
száma k, akkor a görbének 2k áthajlós pontja van úgy, hogy bár­
mely kettősérintőhöz egy jól meghatározott áthajlós pontpár ren­
delhető.
A II. csoportba azokat a negyedrendű görbéket sorolja J u e l , 
amelyeknek van olyan A kettőspontjuk, amelyek az illető görbé­
ket két páratlan (mégpedig harmadrendű) álmenetre, pszeudo- 
menetre bontják. Egy ilyen negyedrendű görbének az egyik ál­
menete a görbének az a zárt része, amelyet azalatt írunk le, amíg 
A-ból a görbén kiindulva és rajta tovább haladva A -hoz először 
jutunk vissza. A másik álmenet a görbének megmaradó másik zárt 
része. Az álmenet abban különbözik a menettől, hogy A-ban az 
érintője nem folytonos. A két álmenetnek A szögpontját le lehet 
úgy kerekíteni, vagyis a két álmenetet az A szögpontot tartalmazó 
kicsiny ívnek deformációjával át lehet úgy alakítani, hogy a kapott 
két harmadrendű menet szintén negyedrendű görbét alkosson. 
A II. csoportba tartozó görbéknek nincs kettősérintőjük, indexük 
pedig kettővel egyenlő, mivel bármely egyenesnek a két harmad­
rendű álmenettel legalább egy-egy közös pontja van. Minthogy 
egy negyedrendű görbének indexe legfeljebb kettővel egyenlő, 
azért a II. csoportba tartozó negyedrendű görbék indexe a lehető 
legnagyobb, az ilyen görbék tehát maximális indexűek.
A II. csoportba tartozó negyedrendű görbék kétfélék: vagy két 
kettőspontjuk és négy áthajlós pontjuk van, vagy pedig három 
kettőspontjuk van és két áthajlós pontjuk.
A III. és a IV. csoportba tartozó negyedrendű görbéket az 
jellemzi, hogy bármely kettőspontjuk a görbéket két páros (rendű) 
álmenetre bontja. A III. csoport negyedrendű görbéit az különböz­
teti meg a IV. csoportba tartozóktól, hogy a III. csoportba tartozó 
bármely negyedrendű görbéhez egy kettőspontjából sem húzható 
olyan érintő, amely a görbét a kettősponton kívül érintené. A IV. 
csoportba tartozó bármely negyedrendű görbe akármelyik kettős­
pontjából ellenben húzható a görbét a kettősponton kívül érintő 
egyenes. Ki lehet mutatni, hogy az egyik fajta kettőspont fellépése
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kizárja a másik fajtának létezését, föltéve, hogy a görbe nem ta r­
tozik a II. csoportba.
Egy negyedrendű síkgörbének legfeljebb három csúcspontja 
lehet. Kettőspontjainak, kettősérintőinek és áthajlós érintőinek 
száma akármekkora lehet. Ha az egymenetű negyedrendű görbé­
nek van kettősérintője, de nincs csúcspontja, akkor kettőspontjai­
nak száma a kettősérintők számánál az áthajlós érintők számának 
felével kisebb.
Ha egy többmenetű negyedrendű görbének egyik menete páratlan, 
akkor egy másik menete is az, s mind a kettő harmadrendű. 
Ehhez a két menethez még legfeljebb egy menet járulhat. Ez 
a harmadik menet másodrendű.
Az olyan negyedrendű görbének, amelynek van két páratlan 
menete, egy kettőspontja van. Ebben metszi egymást a két párat­
lan menet. A görbének nincs kettősérintője.
Ha egy többmenetű negyedrendű síkgörbének nincs páratlan 
menete, akkor bármely két páros menetének metszéspontjaira és 
kettősérintőire ugyanaz a tétel áll, mint két másodrendű görbére.
Ha tehát egy negyedrendű síkgörbe két páros menetének nincs 
közös pontja, akkor vagy négy közös érintőjük van, vagy egy 
sincs. Ha k (>0) közös pontja van a két páros menetnek, akkor 
a közös érintőik száma is fc-val egyenlő. Ha két páros menetnek 
nincs közös érintője, akkor közös pontjaik száma 4 vagy 0. Ha k 
közös érintőjük van (k>0), akkor ugyanennyi közös pontjuk 
is van.
Meg kell jegyeznünk, hogy a két páros menet közül az egyik 
vagy mindkettő negyedrendű is lehet.
4. Juel megfeleléstótele.
Egy síkgörbe rendszáma és áthajlós pontjainak száma egyszerre 
páros vagy páratlan. Egy síkgörbe osztályszáma és csúcspontjai­
nak száma szintén egyszerre páros vagy páratlan (9c).
Már Staudt k im utatta , hogy két síkgörbe metszéspontjainak 
száma páros, ha közülök legalább az egyik páros (rendszámú).
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Két páratlan (rendű) síkgörbe metszéspontjainak száma mindig 
páratlan. Természetesen fel kell tételeznünk azt, hogy a metszés­
pontok száma véges.
A v ég esren d ű  g e o m etriá b an  n a g y  szerepe t já ts z ik  J u e l  k ö v e t­
k ező  té te le  (9c), (16a, b):
Ha egy egymenetű zárt görbe pontjai között egy olyan (p, q) 
vonatkozás (korreszpondencia) áll fenn, amelyben a görbe bármely 
P  pontjának a szerint, amint azt X , illetőleg Y  pontnak tekintjük, 
q számú Y, illetőleg p számú X  pont felel meg, és ha azalatt, amíg 
az X  pont bizonyos értelemben leírja a görbét, az Y  pontok ellen­
kező értelemben folytonosan mozognak a görbén, akkor p-\-q 
olyan pont van a görbén, amelyben egy X  pont egy neki meg­
felelő Y ponttal összeesik.
Ennek a tételnek egy egyszerű alkalmazása a következő:
Ha egy n-edrendű síkgörbének az 0 pont (n—2)-szeres pontja, 
akkor az 0 ponton vagy két olyan egyenes megy át, amely a 
görbét 0-n kívül két összeeső szomszédos pontban találja vagy 
egy sem. (Az ilyen két szomszédos pont lehet érintéspont vagy 
csúcspont).
Ha ugyanis X  és Y jelöli a görbének olyan két pontját, amely 
O-val egy egyenesen van, akkor X  és Y között egy (1,1) megfelelés 
van. Ebben a vonatkozásban vagy 1+1=2 összeesés van, vagy 
egy sincs a szerint, a mint X  és Y ellenkező, illetőleg megegyező 
értelemben mozog a görbén. Ha a görbének egy akármilyen kis 
ívén X  úgy mozog, hogy mozgása alatt Y vele ellenkező, illetőleg 
megegyező értelemben mozog, akkor X  és Y egymáshoz viszonyí­
to tt mozgása mindvégig ugyanaz marad, bárhol mozogjon is X  
a görbén (9c).
J u e l  m egfe leléstéte lébő l h o z h a tó  le a k ö v e tk e z ő  té te l is (26 i ) :
Ha a zérusindexű Gn síkgörbének nincs áthajlós érintője és 
nincs közös pontja sem a Gm síkgörbével, sem pedig annak egy 
áthajlós érintőjével sem, és ha végül a Gn, illetőleg Gm görbének 
egy pontjából m, illetőleg n érintő húzható a másikhoz, akkor a. 
két görbének m .n  közös érintője van.
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5. Olyan zérusindexű síkgörbékről, amelyeknek nincsenek 
érintőkivételességeik, vagyis nincsenek áthajlós érintőik 
és nincsenek kettős és többszörös érintőik.
A négynél magasabbrendű, nem algebrai síkgörbék közül az 
irodalomban először azok alkották a kutatás tárgyát, amelyeknek 
nincsenek áthajlós érintőik, s azonkívül zérusindexűek (4), (26j).
Az ilyen görbék mindig olyan görbékbe vetíthetők, amelyeknek 
a sík végtelen távoli egyenesével nincs közös pontjuk. Egy olyan 
síkgörbének, amelynek nincs érintőkivételessége és a végtelen 
távoli egyenessel nincs közös pontja, a sík bármely egyenesével 
vagy csak egy, vagy pedig pontosan két párhuzamos érintője 
van (26j).
Ennek megfelelően a mondott tulajdonságú görbéknek kétféle 
fajtája van. Az elsőfajta görbének páratlan, a második fajtának 
páros számú csúcspontja van.
Ha c jelöli a páratlan számú csúcsponttal bíró elsőfajta Bc görbe 
csúcspontjainak számát, akkor ez a c csúcspont a görbét c konvex 
ívre bontja. A Bc görbe n rendszáma, m osztályszáma és a c szám 
között az
m <s n — 1 ;g c
egyenlőtlenség áll fenn (26j).
A Bc görbe kettőspontjainak d számára pedig fennáll a
c — 3 , c(c— 3)
—
( Í C __  ÍQ __  2) \
:< -------- ö-------- ) nem negatív egész
 ^ / c __3
számhoz van olyan Bc görbe, amelynek d =  — ---- f- 2k kettős-
A
pontja van. (4), (26j)
Bármely páratlan c számhoz (c>3) van c-edosztályú és (c+l)-ed- 
rendű Bc görbe.
Ha Kc jelöl egy páros c számú csúcsponttal bíró és zérusindexű 
olyan síkgörbét, amelynek nincsenek érintőkivételességei, akkor 
erre a K c görbére a következőket állíthatjuk (2&j):
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A K c görbét csúcspontjai c számú ívre bontják, s ezek közül 
legalább c—1 konvex ív. Az utolsó ív vagy szintén konvex, vagy 
pedig harmadrendű ív. Ennek a harmadrendű ívnek lehet egy 
kettőspontja, de más kivételessége nem. A K c görbe m osztály- 
száma, n rendszáma és kettőspontjainak d száma között az
m ^ng^c+ 2  és a A---- 2 <g d=  ----- 2 + 2 k < —C- —
A A ‘1
egyenlőtlenség áll fenn, ahol k nem negatív egész számot jelent.
Bármely c nem negatív páros egész számhoz van olyan K c görbe,
amelynek — kettőspontja van és van olyan is, amely a c> 2  eset- 
A
ben negyedosztályú. Bármely páros c számhoz van (c+2)-osztályú 
és ugyanilyen rendű K c görbe.
Ha a végesben fekvő Bc vagy Kc görbének azokat az íveit, 
amelyek a sík végtelen távoli pontjaiból a görbe átlépése nélkül 
elérhetők, határíveknek és ezeknek azt a (konkáv vagy konvex) 
oldalát, amely a sík végtelen távoli pontjaiból elérhető, külső 
oldalnak nevezzük, akkor B c görbe valamennyi határívének külső 
oldala konkáv. Egy Kc görbe határíveinek külső oldala általában 
részben konkáv, részben konvex. Az oválisokon kívül nincs más 
olyan K c görbe, amelyen valamennyi határívnek konvex volna a 
külső oldala. Vannak olyan K c görbék, amelyeken a határívek 
külső oldala mind konkáv (26j). 6
6. Maximális indexű síkgörbék, maximális osztályindexű
síkgörbék.
A magasabbrendű nem algebrai görbék közül a legbehatóbb 
vizsgálat tárgyát a maximális indexű görbék alkották. A maximális 
indexű n-edrendű síkgörbóknek n—2 az indexe (24), (26a, b).
A maximális indexű síkgörbéknek legfeljebb egy csúcspontjuk 
van. Ha egy ilyen görbének van csúcspontja, akkor azon nem megy 
át más érintő, mint a csúcspont érintője. A maximális indexű gör­
bének két különböző pontban érintő kettősérintője nincs, a görbe 
önmagát azonban érintheti. Ha az érintéspont végesben fekszik,
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akkor érintőjének ellenkező oldalára esik a görbének elég kicsiny 
két érintett íve.
Abból, hogy maximális indexű síkgörbének csak közönséges 
kivételességei vannak, következik, hogy a maximális indexű foly­
tonos érintőkkel bíró síkgörbékre nem kell feltételezni azt, hogy 
véges számú konvexívre bonthatók fel, mert ez a mostani feltételek­
ből következik (7b).
A maximális indexű síkgörbék helyett sok tekintetben előnyö­
sebb ezek duálisait, a maximális osztályindexű síkgörbéket vizs­
gálni. Ezek a görbék önmagukat nem metszhetik (26b).
Ha a síknak azok a pontjai, amelyekből egy w-edosztályú 
maximális osztályindexű síkgörbéhez n—2 érintő húzható, a 
projektív síkon összefüggő tartományt alkotnak, akkor a görbe 
irreducibilis, vagyis menetei nem bonthatók fel olyan csoportokra, 
hogy az egyes csoportok meneteiből alkotott görbék osztály­
számainak összege a görbe osztályszámával legyen egyenlő. Egy- 
menetű görbe tehát mindig irreducibilis.
Ha ellenben a síkon azok a pontok, amelyekből egy maximális 
osztályindexű görbéhez osztályindexével egyenlő számú érintő 
húzható, k számú önmagában összefüggő, de egymással össze 
nem függő síktartományt alkotnak, akkor a görbe reducibilis 
és éppen k irreducibilis görbére esik szét. Az egyes tartomá­
nyok határához tartozó menetek alkotják az egyes irreducibilis 
görbéket és ezek osztályszámainak összege a görbe osztályszámá­
val egyenlő (26b).
Bármely maximális osztályindexű síkgörbének valamennyi 
menete szintén maximális osztályindexű görbe.
Annak a tartománynak összefüggési száma, amelynek pontjai­
ból a maximális osztályindexű irreducibilis G síkgörbéhez osztály- 
indexével egyenlő számú érintő húzható, módot ad a G görbe 
fajszámának értelmezésére. Ha ez a tartomány (p -j-l)-sze re sen  
összefüggő, akkor p-t a G görbe fajszámának nevezzük. A maximá­
lis osztályindexű síkgörbe önmagát nem metszi. Egymenetű maxi­
mális osztályindexű görbére tehát az előbb jellemzett tartomány 
vagy egyszeresen, vagy kétszeresen összefüggő. Ebből következik,
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hogy egymenetű maximális osztályindexű görbének vagy zérus, 
vagy az egység a fajszáma (266, c).
Ha az irreducibilis és maximális indexű G síkgörbének h menete 
van, akkor vagy h—1, vagy h a fajszáma.
Ha a maximális osztályindexű G síkgörbe k irreducibilis görbére 
esik szét és ezeknek a faj száma p lt p 2, . . . ,  p/c, akkor a G görbének
p  =  Pi +Vi + ■ ■ ■ +  Pk— & +  1
a fajszáma. (Ekkor azoknak a tartományoknak összefüggési száma, 
amelyeknek pontjaiból a G görbéhez osztályindexével egyenlő 
számú érintő húzható,
Pl + 1) Pi + !»• • •> Pk +1 •)
A maximális osztályindexű síkgörbe irreducibilitásának és 
reducibilitásának előbb mondott topológiai tulajdonságán kívül 
van egy aritmetikai jellemző tulajdonsága is. A G maximális 
osztályindexű síkgörbe akkor irreducibilis, ha osztályszáma 2-vel 
nagyobb, mint menetei osztályindexének összege. Ha G osztály­
száma 2/c-val nagyobb, mint menetei osztályindexeinek összege, 
akkor a görbe k irreducibilis görbére esik szét (266).
A fajszám segítségével a maximális osztályindexű síkgörbe 
kivételességeinek száma egyszerűen kifejezhető. Ha n jelöli a görbe 
osztályszámát, m  a rendszámát, c a csúcspontok, d  a kettősérintők 
és a az áthajlós pontok számát (a= 0  vagy 1), akkor (26c)
c =  n — 2 +  2p  és d +  a — —— ----—  — p.
A
A görbe m  rendszámára fennáll az
m  <g m (n — 1) — 2d  — 3a =  2n-— 2 + 2 p  — a =  n +  c — a =  M
egyenlőtlenség. Ez az egyenlőtlenség pontos, mivel van olyan 
n-edosztályú d kettősponttal, a áthajlós ponttal és p  fajszámmal 
bíró maximális osztályindexű síkgörbe, amelynek rendszáma 
éppen M  (26d).
Az alábbi három ábra egy-egy hetedosztályú maximális osztály­
indexű síkgörbét állít elő.
Az első görbe nulladfajú és 12-edrendű, a második illetőleg
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harmadik görbe pedig elsőfajú és 12-edrendű illetőleg 14-edrendű. 
A síkban ugyanis nincs olyan egyenes, amely az illető görbét több 
pontban találná, mint az ábrán az e egyenes.
Ilyen görbékből többmenetű maximális osztályindexű síkgörbék 
is előállíthatok. Ha pl. a síknak abban a tartományában, amely­
nek pontjaiból a harmadik görbe íveinek konvex oldala érhető 
el, az első görbével hasonló tulajdonságú görbét veszünk fel, akkor 
kétmenetű maximális osztályindexű reducibilis görbét kapunk. 
Ha pedig a második görbét a síknak abban a tartományában 
vesszük fel, melynek pontjaiból a harmadik görbének konkáv 
oldala érhető el, vagy pedig az alkalmasan megnagyobbított első
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görbével határolt véges tartományba helyezzük, akkor két menet­
ből álló maximális osztályindexű irreducibilis görbét kapunk.
(26 b.)
A dualitás elve alapján megfelelő tételek mondhatók ki a maxi­
mális indexű síkgörbékre is.
Egymenetű síkgörbe csak akkor lehet egyszene maximális 
indexű és maximális osztályindexű, ha vagy másodrendű, vagy 
csúcsponttal (és egy áthajlós érintővel) bíró harmadrendű görbe* 
Többmenetű ilyen görbe kétféle van, az egyik negyedrendű és 
negyedosztályú, a másik hatodrendű és hatodosztályú. Mindkét­
fajta görbe egymást két-két pontban kívülről érintő (két, illetőleg 
három) másodrendű görbéből áll (26d).
Bármely n-edrendű maximális indexű görbének legfeljebb annyi 
másodrendű menete, illetőleg legfeljebb annyi végesben fekvő
másodrendű menete lehet, mint amennyi az illetőleg szám­
ban foglalt legnagyobb egész szám (26d).
Bármely n-edrendű p-edfajú és c (c=0 vagy 1) csúcsponttal bíró 
maximális indexű síkgörbének n—2—p—c kettőspontját át lehet 
vágni úgy, hogy ezáltal a görbe n—2 harmadrendű álmenetre és 
menetre, továbbá zérus vagy egy másodrendű álmenetre vagy 
menetre bomoljék fel. (A c = l esetben másodrendű menet vagy 
álmenet nem léphet fel.) A kapott álmeneteken egynél több szög­
pont is lehet. Ezeknek lekerekítésével az álmeneteket ugyanolyan 
rendű menetekbe lehet úgy átvinni, hogy a kapott menetek n-ed­
rendű, maximális indexű és p = n —2—c fajszámmal bíró görbét 
alkossanak (26e).
A síkgörbék cirkulációja azoknak a pontoknak minimális száma, 
amelyekben a görbét síkjának egy páratlan (rendű) görbéje metszi. 
A görbe indexe és cirkulációja egymástól különbözhetik. Maximális 
indexű síkgörbék indexe és cirkulációja azonban egymással egyenlő. 
A maximális indexű görbék maximális cirkulációjriak és megfor­
dítva (26e), (24), (5).
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7. A maximális osztályindexű síkgörbék tulajdonságainak 
egyezése a valós algebrai görbék tulajdonságaival.
Ha a maximális osztályindexű w-edosztályú G  síkgörbe algebrai 
és algebrailag is n-edosztályú, akkor hozzá kétlevelű K lein— 
KiEMANN-féle felület tartozik. Ennek a felületnek megszerkesztése 
a következőkép tö r té n ik :
A G algebrai görbe bármely érintőjéhez a felület egy jól meg­
határozott valós pontját rendeljük, mégpedig valós érintőhöz az 
érintéspontot, képzetes érintőhöz pedig az érintő egyetlen valós 
pontját. Ha T jelöli a síknak azt az összefüggő tartományát vagy 
azt a különálló részekből álló tartományát, amelynek pontjaiból 
a G görbéhez csak n—2 valós érintő húzható, akkor a T tartomány 
minden pontja a K lein—KiEMANN-féle felületnek kétszeresen 
számított pontja; mivel belőle a G görbéhez húzható két képzetes 
érintőnek egyetlen valós pontja. A G görbének bármely P  pontja 
az F  felületnek egyszeres pontja, minthogy a G görbe P-ben nem 
metszheti önmagát és így P-be csak egy érintőnek érintéspontja 
esik. A síknak egy olyan pontja, amely nem esik sem a T  tarto­
mányba, sem pedig annak határára, nem pontja az F  felületnek.
Ebből következik, hogy az F felület a G görbe menetei mentén 
összeforrasztott két egymást fedő T tartományból áll. Ha a G görbe 
ellipszis, akkor az F  felület egészen összelapított ellipszoidnak 
tekinthető.
Az F  felület zárt, illetőleg határolt a szerint, am int a G görbé­
nek nincs, illetőleg van áthajlós érintője. H a ugyanis az e egyenes 
a G görbének áthajlós érintője, akkor e hozzátartozik a T  tartom ány 
határához, mivel átlépésekor a G görbéhez húzható (valós) érintők 
száma kettővel változik. Áthajlós érintővel bíró G görbéhez ta r­
tozó K lein—KiEMANN-féle felületet z á r ttá  tehetjük azáltal, hogy 
az egym ásra fektetett két darab T tartom ány t a G görbe menetein 
kívül még az e egyenes mentén is összeforrasztjuk.
A G görbéhez tartozó K lein—K iEMANN-féle felület szerkeszté­
séből következik, hogy F  és T egyszerre összefüggő, s ha közülök
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az egyik k  számú különálló, de önmagában összefüggő felületből 
áll, akkor a másik is így viselkedik.
Ebből következik, hogy egy olyan maximális osztályindexű 
algebrai görbére vonatkozólag, amelynek algebrai és realitási 
osztályszáma ugyanaz, az algebrai irreducibilitásból, illetőleg 
reducibilitásból következik a realitási irreducibilitás, illetőleg 
réducibilitás és megfordítva.
Az olyan maximális osztályindexű w-edosztályú algebrai G gör­
bére vonatkozólag, amelynek a realitási osztályszáma is n, az 
algebrai és a realitási faj szám egyezése a görbéhez tartozó K lein— 
RiEMANN-féle felület és a T síktartom ány közötti vonatkozásból 
következik.
A kétféle fajszám  egyezéséből következik, hogy a G algebrai 
görbének valam ennyi érintőkivételessége valós, mivel az algebrai 
fajszám  ÖLEBSCH-féle értelmezéséből következik, hogy a G algebrai 
görbe valós és képzetes érintőkivételességeinek együttes száma a 
G görbe valós érintőkivételességeinek számával egyenlő.
Mivel a G algebrai görbének nincsenek izolált érintőkivételességei, 
azért a görbe algebrai M rendszámára az ismert KLEiN-féle össze­
függés miatt fennáll az
M a =  n -f- c (1)
összefüggés. A PLÜCKER-féle egyenlet, illetőleg a fajszám Clebsch- 
féle értelmezése miatt fennáll az
illetőleg a
M  = n(n  — 1) — 2 d — 3a,
(n — l)(n  —  2) 3 _
V - -------- 2---------- —a.— a
( 2)
(3)
egyenlet. Az (1), (2) és (3) egyenletből következik a
c = n -(- 2p — 2
egyenlet.
Tekintettel arra, hogy egy valós algebrai görbe algebrai rend­
száma nem lehet kisebb, mint a realitási rendszáma, azért
m ^  M =  2n +  2p — 2 — a =  n(n  — 1) — 2d — 3a ‘
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Ebből következik, hogy a maximális osztályindexű síkgörbékre 
fennálló összefüggések ugyanazok, mint a csupa valós érintőkivé­
telességekkel bíró algebrai görbékre érvényes összefüggések (26d).
8. Harmad- és negyedrendű térgörbék.
A harmadrendű térgörbék egy menetből állanak és semmi­
féle kivételességük sincs. Nincs tehát kettőspontjuk, csúcspontjuk, 
nincs stacionárius síkjuk, vagyis nincs olyan símulósíkjuk, amely 
a görbét háromnál több összeeső pontban találja.
Kimutatható a következő tétel (7 e) :
Ha egy harmadrendű térgörbének bármely gömbbel legfeljebb 
hat közös pontja van, akkor a térgörbe véges számú olyan ív­
ből előállítható, amelyeknek bármely gömbbel legfeljebb négy 
közös pontjuk van.
Az egymenetű negyedrendű térgörbék épúgy, mint a negyed­
rendű racionális térgörbék, négy különböző csoportba oszt­
hatók. (22 a)
Az I. csoportba a maximális indexű (kettősindexű) negyed­
rendű térgörbék tartoznak. Ezeknek a tér bármely síkjával van 
közös pontjuk. Az ilyen görbéknek nincs stacionárius síkjuk, sem 
két pontban érintő síkjuk.
A többi három csoportba tartozó negyedrendű térgörbe kolli- 
neációval végesbe hozható. Föltételezzük tehát, hogy a térgörbe 
és vele együtt a térgörbe konvex B burokja egészen végesben 
fekszik.
A II. csoportba tartozó negyedrendű térgörbéket jellemzi az a 
tulajdonságuk, hogy teljesen a hozzájuk tartozó B konvex burok 
határán fekszenek.
Ha egy negyedrendű (nem maximális indexű) térgörbének van 
pontja a hozzátartozó B  konvex burok belsejében, akkor a görbé­
nek B belsejében vagy egy, vagy pedig pontosan két (egymástól 
elválasztott) íve fekszik. Az első esetben a görbét a IIL, a máso- 
•dikban pedig a IV. csoportba soroljuk.
A II. csoportba tartozó negyedrendű térgörbéknek négy stáció-
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nárius síkjuk van, de nincs háromszorosan metsző egyenesük. 
A III., illetőleg a IV. csoportba tartozó negyedrendű térgörbék­
nek két stacionárius síkjuk van, illetőleg egy sincs. A III. és IV. 
csoportba tartozó görbéknek a hozzájuk tartozó konvex burok bel­
sejébe eső íve vagy ívei barmadrendűek, a B  belsejében fekvő 
bármely ponton át pontosan egy olyan egyenes megy át, amely 
a görbét három pontban találja.
Ha egy negyedrendű térgörbének van csúcspontja, akkor a 
térnek a görbén kívüli tetszőleges P  pontján át a görbének 0, 2 vagy 
négy stacionárius síkja és 0, 1 vagy 2 kétszeresen metsző egyenese 
(biszekánsa) megy át. A csúcsponttal bíró negyedrendű térgörbe 
érintői felületét a térgörbének egy stacionárius síkja másodrendű, 
egy közönséges símulósíkja pedig harmadrendű görbében metszi a 
térgörbe érintőjén kívül. Egy térbeli egyenes legfeljebb öt érintő­
jét metszi a térgörbének (9m), (7d), (22a), (23), (12c).
9. Maximális indexű térgörbék.
A maximális indexű w-edrendű térgörbét a tér egy síkja vagy n, 
vagy n—2 (összeeső vagy különböző) pontban találja. Az I. cso­
portba tartozó, negyedrendű görbékhez hasonlóan egy maximális 
indexű térgörbének sincs stacionárius síkja, sem pedig két pontban 
érintő érintősíkja. Az w-edrendű maximális indexű 6®> térgörbét 
bármely érintőjén átmenő síksor tagjai az érintéspont beszámításá­
val mind n pontban találják (9i), (15a, b), (26a, /).
Az w-edrendű maximális indexű térgörbének nincs zérus­
indexű menete vagy álmenete, meneteinek száma legfeljebb n—2. 
Ha a menetek száma ezt a felső határt eléri, akkor valamennyi 
menet harmadrendű és a görbének semmiféle kivételessége nincs.
k, íj, í2, . . . ,  ik és n 
az
• • ■ ~ \ ~ h — n — ^
egyenletnek eleget tevő tetszőleges pozitív szám, akkor mindig 
van olyan w-edrendű maximális indexű térgörbe, amely iv i2, . . .,ik 
indexű k menetből áll (26a, /).
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Az w-edrendű maximális indexű térgörbe tagszámán a
(n — 1) (n — 2) h
számot értjük, ahol d a görbe kettőspontjainak számát, h pedig a 
görbe látszólagos kettőspontjai számának maximumát jelenti a 
térnek a görbén kívüli pontjaira vonatkozólag (26/).
Az egymenetfi maximális indexű térgörbék mind zérusfajúak. 
Az s menetből álló és k irreducibilis görbére széteső maximális 
indexű térgörbéknek p=s-f-l—2k a fajszámuk.
A reducibilitás és irredueibilitás fogalma a síkgörbékéhez hasonló. 
(Egy térgörbe tehát akkor reducibilis, ha meneteit lehet két vagy 
több csoportra úgy osztani, hogy az egyes csoportokba foglalt 
menetekből álló görbék rendszámainak összege a görbe rend­
számával egyenlő. Ha ilyen csoportokba osztás nem lehetséges, 
akkor a görbe irreducibilis.)
Bármely ra-edrendű és p-edfajii. maximális indexű térgörbe 
valóságos és látszólagos kettőspontjainak együttes száma a térnek 
a görbén kívüli bármely pontjára vonatkozólag
vagy (n — 1) (n — 2) ~P, vagy
(n — 1) ( n  — 2)
-p+ 1 .
A térgörbe osztályszáma a görbéhez a tér egy tetszőleges pontján 
átmenő símulósíkok számának maximuma. E símulósíkok számá­
nak minimuma a görbe osztályindexe. A maximális indexű tér­
görbék — az ilyen síkgörbékkel ellentétben — mind maximális 
osztályindexűik. Osztályszámuk n+2p, ha n jelöli a görbe rend­
számát, p pedig a fajszámát (26/).
A térgörbe rangszáma a görbe olyan érintőinek maximális száma, 
amelyek a tér egy egyenesét metszik. Az w-edrendű, p-edfajú 
maximális indexű térgörbéknek legfeljebb 2n-)-2p—2 a rangszáma.
Bármely maximális indexű térgörbe olyan folytonos deformá­
ciókkal, amelyek alatt a görbe rendszáma, indexe és fajszáma 
változatlan marad, mindig átvihető kettős- és többszörös pont­
nélküli térgörbébe. Az így kapott térgörbének semmiféle kivételes­
sége nincs (26/).
1 5 *
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10. A többméretű projektív térben fekvő görbékről.
A g-méretű projektiv Rq térben fekvő G(D görbékről feltételezzük, 
hogy folytonosak, zártak és minden pontjukban a ponttal folyto­
nosan változó símulótereik vannak, tehát folytonos érintőik, 
símulósíkjuk,. . . ,  simuló hiperegyenesük és símulóhipersíkjuk van. 
A görbe rendszáma, illetőleg indexe azoknak a pontoknak maximális, 
illetőleg minimális száma, amelyekben a görbét az Rq térnek hiper- 
síkjai találják (7(f), (22b), (21), (26g).
A síkban (g=2) a másodrendű és a harmadrendű görbék mene­
teinek és kettőspontjainak száma korlátos. A közönséges térben 
(q= 3) a harmadrendű, negyedrendű és ötödrendű görbék menetei­
nek és kettőspontjainak száma korlátos.
A negyedrendű síkgörbék és a hatodrendű térgörbék menetei­
nek és kettőspontjainak együttes számára ellenben nem adható 
meg egy felső korlát. Még kevésbbé korlátos a menetek és a kettős­
pontok száma olyan síkgörbékre és térgörbékre vonatkozólag, 
amelyeknek rendszáma négynél, illetőleg hatnál nagyobb.
Igaz a következő általános tétel (26g):
A g-méretű projektiv Rq tér bármely w-edrendű G(D görbéje 
meneteinek és kettőspontjainak együttes száma az n <  2g esetben 
legfeljebb 1—q lehet (26g). (Ebben a tételben a csúcspontokat
a kettőspontok közé kell számítani.)
Ebből a tételből többek között a következő tétel hozható le :
Valamennyi G görbe egymenetű, nincs kettőspontja, sem 
csúcspontja. Nincs olyan egyenes az Rn térben, amely a görbét 
három pontban találja, sem olyan két olyan egyenes, amely a 
görbét két-két pontban metszi és egymást a görbén kívül metszi
A Güü görbéknek osztályszáma is n (22b).
Ez azt jelenti, hogy az Rn térnek egy tetszőleges P  pontján át 
legfeljebb n simuló hipersíkja megy át a G^ > görbének, és azt, hogy 
van olyan P  pont, amelyen a G<j!> görbének éppen n símulóhipersíkja 
megy át.
A G(nn-1) görbék vagy két menetből állanak és nincs kettőspont­
juk, vagy egy menetből, s akkor legfeljebb egy kettőspontjuk lehet.
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A harmadrendű síkgörbékre vonatkozó tételnek általánosítása a 
következő': Bármely G^1-" görbe véges számú (n—l)-edrendö ívből 
összetehető (7 /).
Az Rq térben fekvő n-edrendfí Gkü görbének indexe legfeljebb 
n—q*, ahol q* a q számban foglalt legnagyobb páros számot 
jelenti (26 g).
A maximális indexű (n—q* indexű) GG* görbék meneteinek 
száma akkor is korlátos, ha q-hoz képest akármilyen nagy is n. 
A menetek számának maximuma ugyanis n + 1 —q. Ha a menetek 
száma ezt a maximumot eléri, akkor a menetek, legfeljebb egy 
zérusindexű menetet leszámítva (q páros értéke esetén), mind 
egységindexűek.
Egy maximális indexű G$\ görbének egy zérusindexű menete 
sem lehet, ha q páratlan szám. Ha pedig q páros szám, akkor a 
görbének legfeljebb annyi zérusindexű menete lehet, mint amennyi
2 -f- n — p ,a ------=— — szambán foglalt legnagyobb egész szám.
A maximális indexű síkgörbének és közönséges térbeli görbék­
nek nem egy tulajdonsága megfelelő változtatásokkal a háromnál 
magasabb méretű térben fekvő maximális indexű görbékre is érvé­
nyes. így pl. páratlan q esetén a maximális indexű GW görbe egy 
símulóhiperegyenesén áthaladó hipersíksor tagjai mind n pontban 
találják a görbét. 1
11. Görbeívek kiegészítése teljes görbékké rendszámuk 
megtartásával.
Bármely másodrendű I 2 görbeív a végpontjait összekötő egyik 
szakasszal együtt másodrendű görbét alkot. Az így kapott másod­
rendű görbének általában van szögpontja, azonkívül egyenes 
darabja. Ezt az egyenes darabot csak akkor nem lehet konvex 
ívvel helyettesben', ha az I 2 ív egyik végpontjának érintője a 
másik végponton átmegy (7h, i).
Ha I 2 végpontjainak érintői az I2 íven kívüli 0 pontban metszik 
egymást, akkor az az 0  középpontú projektív tükrözés, amelynek 
tengelye az 12 ív végpontjait összekötő egyenes, I 2-t olyan I'2 ívbe
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viszi át, amely 1,-vel egy folytonos érintővel bíró másodrendű 
görbét alkot (7h, i), (21).
Egy I.j harmadrendű térbeli görbeív a végpontjait összekötő 
egyik szakasszal együtt harmadrendű (általában szögpontokkal 
bíró) zárt görbét alkot. Ezt az egyenes szakaszt, amikor az 13 ív 
egyik végpontjának símulósíkja sem tartalmazza a másik vég­
pontot és amikor a két végpont érintője nem metszi egymást, egy 
harmadrendű I'3 ívvel úgy lehet helyettesíteni, hogy I 3 és I3 együtt­
véve folytonos érintővel és folytonos símulósíkkal bíró harmad­
rendű térgörbét alkosson (7h).
Ez a tétel az n-méret ű Rn térben fekvő n-edrendű I n görbeívekre 
is általánosítható, vagyis egy ilyen In görbeív — bizonyos kivételek 
leszámításával — az i?ntér egy másik n-edrendű ívével kiegé­
szíthető egy olyan n-edrendű zárt görbévé, amelynek az I n ív vég­
pontjaiban határozott érintője, símulósíkja,..., símulóhiperegye- 
nese és símulóhipersíkja van (21).
Kivétel nélkül igaz a következő tétel:
Az Rn tér bármely n-edrendű /„  görbeíve mindig kiegészíthető 
egy másik, szintén n-edrendű I'n görbeívvel egy olyan (nj-l)-ed' 
rendű zárt görbévé, amelynek az I n ív végpontjaiban határozott 
síinulóterei vannak (21).
A síkbeli n-edrendű I n görbeív a végpontjait összekötő egyik 
szakasszal együtt n-edrendű (általában szögponttal bíró) zárt sík­
görbét alkot. Bizonyos kivételek leszámításával az egyenes szakasz 
úgy helyettesíthető egy konvex ívvel, hogy a kapott zárt görbének 
az I n végpontjaiban is határozott érintői legyenek (7 h). 12
12. Görbék rendszámának általánosítása. Ciklikus rendszám.
A síkgörbék közönséges vagy lineáris (a sík egyeneseivel való 
metszéspontjaira vonatkozó) rendszámán kívül más rendszámot is 
lehet értelmezni. Ilyen a ciklikus rendszám.
A G síkgörbe ciklikus rendszáma a görbe olyan pontjainak 
maximális száma, amelyek egy körön vannak (9 a), (7 g), (18).
A folytonos görbülettel bíró és ciklikusan n-edrendű konvex
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görbén van legalább n olyan pont, amelyben a görbületnek szélső 
értéke van.
Bármely zérusindexű és ciklikusan w-ed rendű síkgörbének a 
lineáris rendszáma w-nél nem nagyobb. (Természetesen feltételez­
zük, hogy a görbének véges számit többszörös pontja van). (13)-
Van azonban véges lineáris rendszámú, de akármilyen nagy 
ciklikus rendszámú síkgörbe. Ilyen lehet egy ovális is (7c).
A síkgörbék ciklikus rendszámának a térgörbék szférikus rend­
száma felel meg. Ez a rendszám a térgörbe olyan pontjainak 
maximuma, amelyek egy gömbön vannak. A lineárisan harmad­
rendű és szférikusán hatodrendű térgörbékre vonatkozólag már 
idéztünk egy tételt (7 e).
Egy G síkgörbe rendszáma tovább általánosítható. Legyen S  a 
síkgörbéknek egy olyan folytonos rendszere, amelyben egy-egy 
görbét egyértelműen meghatároz fc pont. A G görbének az S  rend­
szerre vonatkozó rendszáma, illetőleg indexe a G görbe és a rend­
szer görbéi olyan metszéspontjainak maximális, illetőleg minimális 
száma, amelyek az S  rendszer alappontjaitól különböznek (7 /).
A G görbének az így általánosított rendszámra vonatkozó kivé­
telességei a Gr görbe közönséges kivételességeitől különbözhetnek.
A G síkgörbe rendszámának ezzel az általánosításával előállít­
hatok több méretű térben fekvő görbék. Ha ugyanis az S rendszer­
nek derékszögű koordinátákban
Ao/o(*. y ) + l j i ( x ,  y ) + - - - + h f k ( x ,  y ) = 0 
az egyenlete, akkor a G görbét az
®b=/o(*> y ) y  x i = f i ( x > ?/)>•••> **=/k(*. y )  
transzformáció a fc-méretű Rk térnek egy olyan görbéjébe viszi át, 
amelynek az Rk tér hipersíkjaira vonatkozólag ugyanaz a rend­
száma, illetőleg az indexe, mint a G görbének az S görberendszer 
görbéire. Itt x0, xv . . xk az Rk tér egy pontjának homogén Des- 
CARTES-féle koordinátáit jelöli (26/, g).
A rendszám fogalmának további, halmazelméleti és topológiai 
általánosítása végett utalunk H a upt  0 .  összefoglaló dolgoza­
tára (7 a).
2 3 0 SZOKEFALVI NAGY GYULA.
13. Mozgásrendszám, eltolásrendszám, tükrözésrendszám.
Egy G síkgörbe lineáris, ciklikus vagy egy S  rendszerre vonat­
kozó rendszáma és indexe a görbén kívül a tekintetbe vett alap- 
görbéktől (egyenesektől, köröktől, illetőleg az S  rendszer görbéitől) 
is függ. Lehet azonban a G görbének olyan rendszámát és indexét 
is értelmezni, amely csak a görbétől függ, amely tehát a görbének 
belső, intrinszekus tulajdonsága. Ilyen rendszám a G síkgörbe 
mozgásrendszáma, kinematikus rendszáma.
A G síkgörbe mozgásrendszáma a G görbe és a belőle a sík moz­
gásaival származó (G-vel egybevágó, de G-vel össze nem eső) 
G' görbék metszéspontjainak maximális száma. Ezeknek a pontok­
nak minimális száma a G síkgörbe mozgásindexe, kinematikus 
indexe (1), (3), (20).
A körök az egyedüli olyan görbék, amelyeknek mozgásrendszáma 
is kettővel egyenlő. A kinematikusán negyedrendű görbék a cik­
likus negyedrendű görbékkel megegyeznek.
A G síkgörbe eltolásrendszáma azoknak a pontoknak maximális 
számával egyenlő, amelyekben a G görbét belőle a sík eltolásaival 
keletkező görbék metszhetik. A metszéspontokból azonban le kell 
számítani a G görbe végtelen távoli pontjait. Ezek ugyanis eltolás­
sal nem változnak.
Azok a zárt görbék, amelyeknek eltolásrendszáma kettővel 
egyenlő az (egyenes szakaszt nem tartalmazó) másodrendű görbék. 
Azok a görbeívek, amelyeknek eltolásrendszáma az egység, olyan 
konvex ívek, amelyeknek nincsenek párhuzamos érintőik (20).
A lineáris rendszám az eltolásrendszámtól páratlan számban is 
különbözhetik. A NEiL-féle parabolának például 3 a lineáris rend­
száma és 2 az eltolásrendszáma (20).
Egy G síkgörbének tükrözésrendszáma a G görbe és a belőle 
tengelyes tükrözéssel származott görbék metszéspontjainak maxi­
mális száma.
14. Másodrendű felületek.
Egy felület rendszáma, illetőleg indexe a felület és a háromméretu 
tér olyan egyenesei közös pontjainak maximális, illetőleg minimális
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száma, amelyek nem esnek a felületre. Föltételezzük, hogy az 
olyan egyenesek, amelyeknek a felülettel van egy közös szakasza, 
teljesen a felülethez tartoznak.
A realitás szempontjából másodrendű felületek tulajdonságai 
lényegében megegyeznek az algebrai másodrendű felületek tulaj­
donságaival.
A másodrendű felületek az algebrai másodrendű felületekhez 
hasonlóan bárom osztályba foglalhatók.
Az elsó' osztályba tartoznak az ovaloidok. Az ilyen felületek 
kollineációval a térnek véges részébe hozhatók s akkor valamennyi 
pontjuk elliptikus. Az algebrai másodrendű felületek közül ebbe 
az osztályba tartozik az ellipszoid elliptikus paraboloid és a két- 
köpenyű hiperboloid.
A második osztályba foglalhatók azok a másodrendű felületek, 
amelyeknek van hiperbolikus pontjuk. Az ilyen felületeknek 
minden pontjuk hiperbolikus. Az ebbe az osztályba tartozó felü­
letek kivétel nélkül mind algebraiak, mégpedig vagy egyköpenyű 
hiperboloidok vagy hiperbolikus paraboloidok.
A harmadik osztályba tartozó másodrendű felületeknek van 
parabolikus pontjuk. Ezeknek a felületeknek minden pontja 
parabolikus. Ezek a felületek másodrendű kúpfelületek vagy 
henger felületek. Ezek a felületek lehetnek algebraiak vagy nem 
algebraiak. Egy másodrendű nem algebrai síkgörbének egy síkján 
kívüli pontból való vetítésével ugyanis nem algebrai másodrendű 
kúpot kapunk (6), (9 b), (26 ft).
Legyen F  olyan végesben fekvő másodrendű felület, ovaloid, 
amelynek pontjaiban a normális metszetek görbületei folytonosak 
és zérustól különböznek és amelynek nincs gömbdarabja, sem 
körvonalgörbületi vonala.
Egy ilyen ovaloidot akkor mondunk ciklikusan negyedrendűnek 
vagy röviden ciklikusnak, ha bármely olyan körrel, amely nem 
fekszik teljesen a felületen, legfeljebb négy közös pontja van.
Egy olyan gömb, amely a ciklikus ovaloidot két pontban érinti 
és amelynek van még közös pontja a felülettel, a felületet két kör­
ben metszi.
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A ciklikus ovaloidnak bármely pontján át a felületnek két köre 
megy át és ezeknek síkjai mind átmennek egy közös ponton. 
A ciklikus ovaloid algebrai felület, mégpedig vagy ellipszoid, vagy 
algebrai ciklida (9 b, m).
15. Harmadrendű felületek.
Az olyan harmadrendű felületek, amelyeknek van egy kettős­
vonaluk, végtelen sok egyenest tartalmaznak és vagy kúpfelületek 
(esetleg hengerfelületek), vagy pedig vonalfelületek (torzfelületek). 
A kettősvonal szükségképpen kettősegyenes, mert bármely két 
pontját összekötő egyenes a felületet háromnál több pontban 
találja és így hozzátartozik a felülethez. Ha tehát nem volna 
egyenes a kettősvonal, akkor kétszeresen végtelen sok egyenes 
tartoznék a felülethez. Ez azonban lehetetlen.
Ha a felület egy tetszőleges P  pontjához tartozó érintősík a 
kettősegyenest egy Q pontban metszi, akkor a I ’Q egyenes a felü­
lethez tartozik, mivel vele legalább négy közös pontja van.
Ezzel ki van mutatva, hogy a kettősvonallal bíró harmadrendű 
felületek végtelen sok egyenest tartalmaznak.
A kettősvonal nélküli harmadrendű felületeknek legfeljebb négy 
kúpos pontjuk van. Ha A. B, C és D négy ilyen kúpos pont, akkor 
az ABCD négylapnak mind a hat éle rajta van a felületen s ezen­
kívül a felületnek van még három egyenese (9 k).
Az általános harmadrendű felületen is mindig van egyenes, sőt 
mindig van három olyan egyenes, amelyek egy síkba esnek. 
A kúpos ponttal nem bíró harmadrendű felület egyeneseinek 
száma 3, 7, 15 vagy 27 (9 /).
A legegyszerűbb olyan harmadrendű felület, amely nem egyszer­
smind harmadrendű algebrai felület, a következő egyenlettel állít­
ható elő:
xy=z5jr 23+ l ,  vagy xy=z5+z3-f l+ s i n  z.
Ezek közül az első felület algebrai, a második azonban nem 
algebrai (9/).
Van olyan harmadrendű felület, amely pontosan 27 egye-
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nest tartalmaz, s amely algebrailag nem harmadrendű felület
(2), (14).
16. Negyedrendű felületek.
A nem algebrai negyedrendű felületek közül a kutatás tárgyát 
először a negyedrendű gyűrűfelület alkotta (9 g).
Egy ilyen felület egy oválisnak a síkjában fekvő, de az oválist 
nem metsző tengely körüli forgatásával keletkezik.
Ha az ovális tetszőleges, akkor a forgásfelület rendszáma akár­
milyen nagy páros szám lehet. A gyűrűfelület akkor és csak akkor 
negyedrendű, ha legfeljebb négy pontban találja az oválist síkjá­
nak bármely olyan hiperbolája, amelynek melléktengelye a gyűrű- 
felület tengelye.
A negyedrendű gyűrűfelület egyszersmind negyedosztályú is, 
vagyis a térnek egy egyenesén sem megy át négynél több érintő­
síkja a felületnek, de van olyan egyenes, amelyen keresztül éppen 
négy érintősík megy a felülethez.
Azokon az egyeneseken, amelyek a negyedrendű gyűrűfelületet 
négy pontban metszik, a felületnek négy érintősíkja megy át. 
Az olyan egyeneseken át, amelyeknek a felülettel két közös pontjuk 
van, a felületnek két érintősíkja halad át. Az olyan egyeneseken 
át, amelyeknek a felülettel nincs közös pontjuk, a felületnek vagy 
négy érintősíkja megy át, vagy egy sem.
A negyedrendű gyűrűfelületet bármelyik kettősen érintő síkja 
két oválisban metszi. A felületnek kontúrja egy P pontból csak 
akkor tartalmaz áthajlós pontot, ha P a felületnek parabolikus 
pontja. Ha P a felületen kívül fekszik, akkor a konturgörbe mindig 
végesbe vetíthető.
J uel a negyedrendű felületek közül a gyűrűfelületen kívül az 
általánosított Stein eR-féle felületet vizsgálta (9 7t, l).
Az algebrai Steine R-f éle felület olyan negyedrendű felület 
am elyet minden érintősíkja két kúpszeletben metsz. A nem algebrai 
STEiNER-féle felület olyan negyedrendű felület, amelyet bármely 
érintősíkja két másodrendű görbében metsz. Ez a két másodrendű 
görbe azonban általában  nem kúpszelet.
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Az algebrai vagy  nem algebrai STBiNER-féle felületnek vagy egy 
kettősegyenese van , vagy három . Az utóbbi esetben a három 
kettősegyenesnek van egy közös pontja. A felület összes kettős­
érintői a felületnek azokba a kivételes síkjaiba esnek, amelyek a 
felületet egy-egy másodrendű görbe mentén érintik. Ha a felület­
nek csak egy kettősegyenese van, akkor az ilyen kivételes síkok 
száma kettő. H a ellenben három  kettősegyenese van a St e in e r - 
féle felületnek, akkor a kivételes síkok száma vagy zérus, vagy 
négy.
A három kettősegyenessel bíró és (valós) kettősérintő nélküli 
STEiNER-féle felület maximális indexű. Ez azt jelenti, hogy bármely 
egyenesnek van legalább két közös pontja a felülettel.
17, Maximális indexű felületek.
A magasabbrendű nem algebrai felületek közül eddig csak a 
maximális indexű felületekre vonatkozólag vannak általános ered­
mények (26 h), (9 d, l).
A maximális indexű felületeknek minden többszörös vonala 
egyenes. Egy w-edrendű maximális indexű felület fajszámán a
_  (w — 1) (w — 2) _  
p 2
számot értjük, ahol d a felület kettősegyeneseinek a száma. A több­
szörös egyeneseket megfelelő sokszorossággal kell kettősegyenesek­
nek számítani. Ha a felületnek van kuszpidális egyenese (ilyen 
legfeljebb egy lehet), akkor azt is a kettősegyenesek közé kell 
számítani.
Miként egy síkgörbe több menetből állhat, akként egy felület 
több különálló felületből, köpenyből állhat.
A felületek irreducibilitását és reducibilitását éppúgy értelmezve, 
mint síkgörbék esetén, a következő tétel mondható k i:
Ha egy maximális indexű n-edrendű felület iv i2, . . . ,  is indexű 
köpenyekből áll és ha
n = ix-\-i2-{- ■.. + f s+2k,
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akkor a felület k irreducibilis felületre esik szét. Ennek a tételnek 
megfordítása is igaz (26 h).
Az n-edrendű maximális indexű felület köpenyeinek száma leg­
feljebb n—1 lehet. Ha a köpenyek száma eléri az n—2 vagy az 
n—1 számot, akkor a felületnek n—2 harmadrendű köpenye van. 
Az esetleges (n—l)-dik köpeny szükségképpen másodrendű. A n—2 
páratlan köpeny páronkint egy-egy egyenesben metszi egymást. 
A felület kettősegyeneseinek van közös pontjuk. Ebben a tekin­
tetben csak hatodrendű felület alkothat kivételt. Van ugyanis 
olyan hatodrendű maximális indexű felület, amelynek négy har­
madrendű köpenye páronkint egy tetraéder hat élében metszi 
egymást. Ennek a felületnek lehet egy ovaloidköpenye is, amely a 
tetraéder belsejében fekszik (26 h).
Ha egy maximális indexű felületnek az egyik köpenye kúp­
felület (vagy hengerfelület), akkor — legfeljebb egy ovaloid kivé­
telével -— valamennyi köpenye ugyanazzal a csúccsal bíró kúp­
felület (26 h).
Ha egy maximális indexű felületnek van ovaloidköpenye, akkor 
nem lehet a felületnek torzfelületköpenye, vagyis a felületnek 
vagy csak végesszámú egyenese lehet, vagy pedig minden más 
köpenye közös csúccsal bíró kúpfelület. Az ovaloidköpennyel bíró 
többköpenyű maximális indexű felület rendszáma és indexe nem 
változik meg akkor, ha a felületből az ovaloidköpenyt elhagy­
juk (26 h).
Az egyköpenyű maximális indexű torzfelületek fajszáma zérus. 
Az ilyen n-edrendű felületek kétfélék : vagy van egy (n—2)-szeres 
és egy kétszeres vezéregyenesük, vagy pedig van egy (n—l)-szeres 
és egy egyszeres vezéregyenesük (9 T).
Van olyan maximális indexű kétköpenyű felület, amelynek két 
köpenye tetszőlegesen előre megadott ?i1(>2) és n2(;>2) rend­
számmal bíró torzfelület. Nincs ellenben olyan maximális indexű 
felület, amely kettőnél több torzfelületköpenyből állana (26 h).
A két torzfelületköpenyből álló maximális indexű felületek 
mindig reducibilis felületek, vagyis rendszámuk a két köpeny 
rendszámának összegével egyenlő (26 h).
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Ez a tétel csak akkor áll, ha feltételezzük, hogy a felület egy 
egyenes szakasszal együtt szükségképpen a teljes egyenest ta r­
talmazza (26 h), (9 /).
Az w-ed rendű maximális indexű egymenetű síkgörbék fajszáma 
vagy zérus, vagy az egység. Ezzel szemben az n-edrendű maximális 
indexű egyköpenyű felület fajszáma elérheti az n-edrendű maxi­
mális indexű felületek fajszámának maximumát, az n—2 szá­
mot is (26 h).
Az olyan maximális indexű n-edrendű felület, amelynek faj- 
száma nagyobb, mint n—5, feltétlenül irreducibilis.
18. Sokszög mint görbe, soklap mint felület.
A síkgörbéket úgy is lehet értelmezni, hogy a görbefogalom a 
projektív sokszögeket is magába foglalja.
A projektív síkszögeknek értelmezése végett felveszünk a sík­
ban n (^8) egymástól különböző olyan Av A 2, . . . ,  An pontot, 
amelyek közül nincs olyan három, amely egy egyenesre esik. 
A ciklikusan egymásra következő A /cA k+í (k—1, 2 ,.. , ,n ; An+1 =  A t) 
pontpárokat összekötjük az A kA k+í egyenesnek az Ák és Ak+t 
ponttal meghatározott egyik szakaszával. Ez a szakasz lehet 
véges vagy végtelen nagy. Az így kapott zárt törtvonal projektív 
«-szög. Az Av A 2, . . . ,  An pont a sokszög n szögpontja, az 
egymásra ciklikusan következő szögpontpárok összekötő n szakasza 
a sokszög n oldala.
Egy projektív sokszög akkor m-edrendű, ha a sík egyeneseivel 
való közös elemeinek maximális száma m. A közös elem lehet pont 
vagy sokszögoldal. A sokszögnek indexe azoknak a közös elemeknek 
minimális száma, amelyekben a sokszöget síkjának egy egyenese 
találhatja.
A közönséges konvex sokszög másodrendű. Ha azonban egyik 
oldalát az azt az oldalt teljes egyenessé kiegészítő szakasszal 
helyettesítjük, akkor harmadrendű sokszöget kapunk. Ha az 
n-oldalú konvex sokszögnek k—2 (/c<jn) oldalát helyettesítjük a 
kiegészítő szakasszal, akkor fc-adrendű és (k—2)-indexű sokszöget
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kapunk. Egy olyan egyenes ugyanis, amely a konvex sokszög meg­
hagyott. két oldalát találja, a többi oldalát nem metszi és így a k—2 
oldal kiegészítését metszi. Az olyan egyenes pedig, amely a konvex 
sokszöget nem metszi, a k—2 oldalnak kiegészítő szakaszát metszi.
Könnyű belátni azt is, bogy egy konvex sokszög valamennyi 
oldalának, vagy egy kivételével valamennyi oldalának a kiegészítő 
szakasszal való helyettesítésével szintén maximális indexű projek­
tív sokszöget kapunk.
A projektív sokszög Ak szögpontjában találkozó két oldalt 
tartalmazó két egyenes a projektív síkot két szögtérre bontja fel. 
Az egyik szögtérbe eső egyeneseket az A,, szögpontban érintők­
nek, a másikba esőket pedig metszőknek tekintjük. Az oldalak 
számának olyan módon való növelésével, hogy ezáltal az egyes 
oldalak hossza és az egyes szögpontokhan az érintőket tartalmazó 
szögterek nyílásai zérus felé közeledjenek, a sokszög mind jobban 
és jobban megközelíti a görbe fogalmát.
A projektív sokszögekre vonatkozó tételekből tehát határérték­
ként a görbékre vonatkozó tételeket kapunk.
A projektív sokszögnek görbékként való tárgyalása azért cél­
szerű, mert rájuk a megfelelő tételek megállapítása gyakran köny- 
nyebb, mint a görbékre. Másrészt tárgyalásuk megengedi az egye­
nes szakaszt és szögpontot nem tartalmazó görbékre vonatkozó 
tételeknek olyan görbékre vonatkozó általánosítását is, amelyeken 
vannak egyenesszakaszok és szögpontok (5 a,b), (7 i, j, k),(Sb), 
(10 c, d), (19 a, b, c), (26k), (25).
Bármely végesrendű síkgörbe ugyanazon rendű sokszöggel 
egyenletesen közelíthető meg (Ti, k).
A térgörbék helyett a zárt térbeli sokszögeket lehet tárgyalni, 
s rájuk a térgörbékre vonatkozó tételeket megállapítani.
Hasonlókép szolgáltatnak a projektív soklapok olyan tételeket, 
amelyek a felületekre is érvényesek. Amíg síkgörbék és térgörbék 
sík-, illetőleg térsokszögekkel egyenletes megközelíthetők, addig 
ugyanezt felületekre és soklapokra nem állíthatjuk. Már a harmad­
rendű felületeknek harmadrendű soklapokkal való megközelítése 
sem mindig lehetséges (19 a).
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SzőJcefalvi Nagy Gyula.
GEOMETRIE ENDLICHER ORDNUNG.
Verfasser gibt einen Überblick über die wichtigsten Ergebnisse aus 
der im wesentlichen von C. J uel eingeschlagenen Untersuchungsrichtung. 
Es handelt sich um die gestalt liehe Beschreibung der einfachsten projektiv 
geschlossenen krummen Gebilde endlicher Ordnung mit gewissen Dif­
ferenzierbarkeitseigenschaften.
Dieser Bericht gliedert sich in die folgenden 18 Paragraphen :
1. Einleitung. Definitionen. — 2. Ebene Kurven zweiter und dritter 
Ordnung. — 3. Ebene Kurven vierter Ordnung. —4. Das Korrespondenz­
prinzip von C. Juel. — 5. Ebene Kurven vom Index Null ohne Tangenten­
singularitäten. — 6. Ebene Kurven vom Maximalindex. Ebene Kurven 
vom Maximalklassenindex. — 7. Übereinstimmung der Eigenschaften 
der ebenen Kurven vom Maximalklassenindex mit denjenigen von den 
reellen ebenen algebraischen Kurven. — 8. Raumkurven dritter und 
vierter Ordnung. — 9. Raumkurven vom Maximalindex. — 10.. Kurven 
in mehrdimensionalen projektiven Räumen. — 11. Ordnungfeste Er* 
Weiterung eines Bogens zu einer geschlossenen Kurve. — 12. Verallge­
meinerung der Ordnung von Kurven. Die zyklische Ordnung. — 13 
Bewegungsordnung, Translationsordnung, Spiegelungsordnung. — 14. 
Flächen zweiter Ordnung. — 15. Flächen dritter Ordnung. — 16. Flächen 
vierter Ordnung. — 17. Flächen vom Maximalindex. — 18. Polygon 
als Kurve. Polyeder als Fläche.
Der Bericht schliesst mit einem Literaturverzeichnis. Dies macht 
aber keinen Anspruch auf Vollständigkeit. Es sei hier auf die von 
Montel, Linsman und insbesondere auf den Bericht von Haupt 
[im Literaturverzeichnis Abhandlung (16a), (12a) bzw. (7a)] verwiesen. 
Im Bericht von Haupt wurden auch solche Gesichtspunkte in Be­
tracht gezogen, welche im gegenwärtigen Bericht ausser Acht gelassen 
wurden, wie z. B. die mengentheoretisch-topologische Verallgemeine­
rung der Ordnung und die Strukturfragen der allgemeinen krummen 
Gebilde. Gyula (Julius) v. Sz. Nagy.
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B evezetés.
B o ly a i J ános 1 az euklidesi geometria egyéb axiómáinak el­
fogadása mellett bebizonyította, hogy ha valamely e0 egyenes és 
egy rajta kívüli P 0 pont síkjában P 0-on át csak egy olyan egyenes 
fektethető, amely e0-t nem metszi, akkor ugyanaz bármely e egye­
nes és bármely rajta kívüli P  pont esetében fennáll. Bizonyításában 
mélyen kihasználta a folytonosságot. B. B a l d u s1 2 és H . 6 .  F o r d e r 3 
a HiLBERT-féle I., II., III. axioma-csoportokat 4 5*és a folytonosság­
ból az ARCHiMEDES-féle axiómát használták fel az említett tétel 
bebizonyítására.3 (A P-n átmenő és e-t nem metsző egyenes léte­
zése tudvalevőleg már következik az I., II. és III. axioma-csopor- 
tokból.) Végre J .  H je l m s l e v '* tárgyalásaiból adódik a tételnek 
olyan bizonyítása, amely folytonossági axiómát egyáltalában 
nem használ fel.
Mind e bizonyítások lehetővé teszik az euklidesi és a hiper­
bolikus síkgeometriának síkbeli axiómák alapján való szétválasz­
tását, vagyis annak kimutatását, hogy a síkban bizonyos axiómák 
elfogadása mellett vagy az egyik, vagy a másik geometriának fenn 
kell állania. A H je l m s l e v  tárgyalásain alalapuló szétválasztás­
nak nagy előnye, hogy a folytonosságtól független, de ez az 
előbbieknél persze bonyolultabb.
1 J o h a n n e s  B o l v a i  d e  e a d e m : A ppendix. S tien tiam  sp a tii absolute 
veram  exhibens etc. M arosvásárhely, 1832., főkép 13. §. M agyarul 1. 
S t ä c k e l  P á l : Bolyai F ark as  és Bolyai János geom etriai v izsgálatai, ford. 
B a d o s  I gnác. B udapest, 1914. II. kö t. 203. old., vagy M at. és F iz. Lapok
VI. (1897) 157— 158. old.
2 B. B A l d u s : N ichteuklidische G eom etrie. Berlin und Leipzig, 1927 
(Sammlung Göschen N r. 970). 52— 54. old.
3 H. G. F o r d e r  : The Foundations of Euclidean Geometry. Cambridge, 
1927. 307— 308. old.
4  D .  H i l b e r t : Grundlagen der Geom etrie. 7 .  Aufl. Leipzig und 
Berlin, 1930.
5  M agyarul 1. K e r é k j á r t ó  B é l a : A geom etria a lap ja iró l. I. kö t. 
Szeged, 1937. 288— 289. old.
0 J . H j e l m s l e v : Neue Begründung der ebenen G eom etrie. M athe­
m atische Annalen 64 (1907), 449—474. old., főkép 1. §.
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J. H jelm slev  7 további tárgyalásai alapján ugyancsak sikerül 
az elliptikus, az euklidesi és a hiperbolikus síkgeometriának 
síkbeli és a folytonosságtól független axiómák alapján való szét­
választása.
A három térgeometria szétválasztásának problémája természete­
sen sokkal egyszerűbben oldható meg. Mindazáltal azt hisszük, 
hogy pedagógiai szempontból nem felesleges és metodikai szem­
pontból talán nem érdektelen, ha az alábbiakban bemutatjuk 
ennek az egyszerűbb problémának egy új megoldását. Ebben az 
axiómák közvetlenül az egész térre vonatkoznak, és a szét­
választás (az alábbi tétel bebizonyítása) szintén a folytonosság 
felhasználása nélkül történik.7 8
A HiLBEET-féle illeszkedési axiómák mellett megfelelő rendezési 
(elválasztási) és egybevágósági axiómákat véve alapul (amelyek az 
egyenes nyílt vagy zá rt voltának feltevésétől függetlenek), be lesz 
bizonyítható az ism ert 9 következő általános té te l:
Valam ely e egyenes és egy rajta k ívü li P pont síkjában a P-n 
átmenő egyenesek közül e-t vagy 7nindegyik metszi, vagy egy és csak egy 
nem m etszi, vagy pedig több nem metszi, a szerint, hogy m elyik eset 
áll fenn  egyetlen e0 egyenes és egyetlen rajta kívüli P0 pontra vonat­
kozólag.
Az első, a második, illetőleg a harmadik eset bekövetkezését 
kifejező további axiómát rendre metszési, párhuzamossági, illetőleg 
nem-metszési axióm ának  fogjuk nevezni. A párhuzamossági vagy a 
nem-metszési axióma esetén fennállónak — megfelelő értelme­
zések mellett — a HiLBEKT-féle rendezési és egybevágósági axiómák. 
Ha a folytonosság axiómáját is elfogadjuk, akkor az axióma-rendszer 
teljessé válik s rendre az elliptikus, az euklidesi, illetőleg a hiperboli­
kus, azaz B olyai—LoBACSEVsziaj-féle geometriát jellemzi, a szerint,
7 J . H j e l m s l e v : E inleitung in  die allgemeine Kongruenzlehre 
M athem atisk-fysiske Meddelelser 8, Nr. 11; 10, Nr. 1 (K ebenhavn, 1929),
8 Más m egoldást n y ú j t  p l .  J. L. C o ö l i d g e : The E lem ents of Non- 
Euciidean Geometry. Oxford, 1909.
9 V. ö .  F .  E n r i q u e s : Prinzipien der Geometrie. Encyklopädie der 
m athem atischen W issenschaften I II . A B. 1., főkép 43. old.
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amint a metszési, a párhuzamossági vagy a nem-metszési axiómát 
tesszük fel a többiek mellett. (Az alábbi II5. axiómát csak a pár­
huzamossági és a nem-metszési axióma elfogadása esetén kell 
külön feltenni.)
I. Az illeszkedés axiómái.
1. §. A pont, az egyenes és a sík, valamint a pont és egyenes, 
illetőleg a pont és sík illeszkedése fogalmát (amit máskép úgy 
fejezünk ki, hogy a pont az egyenesen, ill. a síkon rajta van stb.) 
adottnak tekintjük. Ezekre vonatkozólag feltesszük az alábbi 
axiómákat.10
I4. Minden egyenesen van legalább két pont.
12. Bármely két ponton át fektethető egy és csak egy egyenes.
13. Van legalább három olyan pont, amelyek nincsenek ugyanazon 
egyenesen.
14. Bármely három, nem egy egyenesen fekvő ponton át, fektethető 
egy és csak egy sík.
15. Minden síkon van legalább egy pont.
16. Ha az egyenes átmegy a sík két pontján, akkor minden pontja 
rajta van a síkon. (Ekkor azt mondjuk: az egyenes a síkon rajta 
van stb.)
17. Ha két síknak van közös pontja, akkor azoknak van még egy 
közös pontja.
18. Van legalább négy, nem egy síkon fekvő pont.
2. §. Az I3. axiómából folyólag minden egyeneshez található 
rajta kívüli pont s az I4., I4., I6. axiómákból következik, hogy 
valamely e egyenesen és egy rajta kívüli P ponton át egy és csak egy 
sík fektethető. E síkot így jelöljük : (e, P).
Az I3. és I2. axiómák alapján bármely pont legalább két egye­
nesnek közös pontja s az Ij., I2., I4., I6. axiómákból folyik, mi­
szerint két egymást metsző egyenesen át egy és csak egy sík fektethető. 
Az e és / egyeneseken átmenő síkot így jelöljük: (e, /).
Az I , . I2., I6., I4 . axiómákból folyólag az ugyanazon ponton
10 D. H i l b e r t , 4  3— 4. old. I t t  az axióm ák számozása más.
A h á r o m  g e o m e t r i a  s z é t v á l a s z t á s a . -247
átmenő a és ß síkok egymást egyenesben metszik. Ez egyenest így 
jelöljük : (a,ß ).
Az Ix. , I3. , I4., I8. , Ig. axiómákból következik, hogy bármely 
egyenesen át fektethető két különböző sík. Ennek alapján az I5., I8.,
I2., I7., I6 •, I4 . axiómákból folyik, miszerint minden síkon van 
három, nem egy egyenesben fekvő pont.
Az I3., I4., I8., I2., I6. axiómákból pedig következik miszerint 
minden ponton át fektethető három olyan sík, amelyek nem mennek 
át ugyanazon az egyenesen.
II. Az elválasztás axiómái.
3. §. Legyenek a, /:?, y, 0 ugyanazon egyenesen átmenő síkok. 
Ezeknek bizonyos vonatkozását így fejezzük ki: az a, ß síkokat 
elválasztják a y, 8 síkok.
E fogalmat adottnak tekint­
jük és feltesszük az alábbi 
axiómákat,11 ahol is a, ß | y, d,
Ul. a , ß X  y, d azt jelenti, hogy 
az a, ß síkokat elválasztják,
ill. nem választják el a y, ö 
síkok. (Az a és ß, ill. y és 
d sorrendje nem jön tekin­
tetbe.)
l l r  Ha a és ß egymást az 
s egyenesben metsző síkok és 
egyikük azé egyenest valamely 
s-en kívüli pontban metszi, akkor az e egyenesen van olyan P és Q 
pont, hogy a, ß \ (s, P), (s, Q) (1 . ábra).
II2. Ha a, ß\y ,  8 , akkor e síkok mind különbözők s egyszersmind 
y, 8 I a, ß. 1
11 V. ö. W eber—W ellstein : Encyklopädie der Elem entar-M athe- 
m a tik  I I . ,  3. Aull. Leipzig und Berlin, 1915. 153— 154. old., aho l is a 
p ro jek tiv  geom etriának a  pontpárok elválasztására vonatkozó m egfelelj 
axióm ái v annak  felsorolva.
1. á b ra .
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113. Ha a, ß\y ,  d, altkor a, y X ß, 8 és a, d X ß, y-
114. Legyenek (a, b), (b, c), (c, a) az S ponton átmenő síkok, amelyek
nem metszik egymást ugyanazon egyenesben, p és q -pedig az S-en 
átmenő oly egyenesek, amelyek nem feküsznek e síkok egyikén sem.1- 
Ha (a, b), (a, c) \ {a, p), (a, q), akkor vagy (b, a), (b, c) X (b, p), (b, q)
viszont (c, a), (c, b) | (c, p), (c, q), vagy fordítva (2 . ábra).
Ez axiómában az a szemléleti megállapítás nyer kifejezést, 
hogy az (a, b), (b, c), (c, a) síkok az S  ponton átmenő egyenesek hal­
mazát négy részre (háromélű térszögre) osztják, amelyek közül 
kettő-kettő e síkok közti hat lapszögből egyet-egyet tesz ki.
II5. Ha A j, A 2, A 3 nem egy egyenesen fekvő pontok, ezek síkjában 
az A iA k egyeneseken kívül van olyan P pont, hogy ha Q e síkon kívüli 
pont, i= l ,  2, 3-ra az A {Q egyenesen átmenő minden a sík, amelyre 
AjQ Ak, AiQAi XAiQP, a (tehát maga A{QP is), metszi az A kA/ 
egyenest ('S. ábra).
Megjegyzendő, e II5. axióma az alábbi IV. metszési axióma 
mellett felesleges.
4. §. Érvényesek a következő tételek:
1. tétel. Ha X, p,  a, ß, y ugyanazon egyenesen átmenő különböző 
síkok, akkor a X, p síkokat az a, ß ; ß, y ; y, a sík-párok közül vagy 
kettő választja el, vagy egy sem. 12
12 Ilyenek létezése a  11,. axióm ából következik (2. §.).
2. á b ra .
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2. tétel. Legyenek a, b, c, d az S  -ponton átmenő egy síkban fekvő 
egyenesek, s és s' pedig az S-en átmenő, nem ezek síkjában fekvő 
egyenesek. Ha (s, a), (s, b) \ (s, c), (s, d), akkor egyszersmind 
(s', a), (s', b) j (s', c), (s', d).
Mind a két tétel bizonyítása a projektív geometria pontpárokra 
vonatkozó duál tétele bizonyításának 13 duálja.
5. §. Az utóbbi tétel alapján az elválasztás fogalmát átvihetjiik 
a síksorról a surgársorra: az S  ponton átmenő' és egy síkban fekvő 
a, b, c, d egyenesekről azt mondjuk, hogy az a, b egyeneseket el-
választják a c, d egyenesek, jelben a, b\c, d, ha S-en át egy nem 
ezek síkjában fekvő s egyenest fektetvén (s, a), (s, b) \ (s, c), (s, d). 
A I I j .—II5. axiómákból folynak az alábbi té telek : 14
13 V. ö. W eber—W ellstein,11 155— 156. old.
14 V. ö. K. F reuden thal : Gem einsam e axiom atische Begründung 
der ebenen euklidischen, hyperbolischen und ellip tischen  Geometrie. 
Diss. München, 1936, ahol is e té te lek  rendezési ax ióm ák .
3. á b ra .
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1. tétel. Ha a és b egymást az S pontban metsző egyenesek s egyi­
kük az ugyanazon síkban fekvő e egyenest valamely S-től különböző 
pontban metszi, akkor az e egyenesen van olyan P és Q pont, hogy 
a, b | SP, SQ (4. ábra).
2 . tétel. Ha a, b\c, d, akkor ez egyenesek mind különbözők s 
egyszersmind c, d\a,  b.
3. tétel. Ha a, b\c, d, akkor a, c X b, d és a, d X b, c.
4. tétel, Legyenek A, B, C nem egy egyenesen fekvő pontok, P és Q 
pedig olyan pontok ezek síkjában, amelyek nem feküsznek az AB, BG, 
CA egyenesek egyikén sem. Ha AB, AC  | AP, AQ, akkor vagy 
BA, BC X BP, BQ, viszont CA, CB | CP, CQ, vagy fordítva (5a., 5b. 
ábra).
5. tétel. Ha A v A2, A s nem egy egyenesen fekvő pontok, ezek sík­
jában az AiA/c egyeneseken kívül van olyan P  pont, hogy i = 1, 2, 3-ra 
az Ar n átmenő minden s egyenes, amelyre A tAk, A tA[ X A{P, s
(tehát maga A,P is), metszi 
az A kA[ egyenest (6 . ábra).
6 . §. Tétel. Legyenek A, 
B, C, D az e egyenesen fekvő 
pontok, S és S ' pedig ezen 
kívüli pontok. Ha SA , S B \ SC, 
SD, akkor egyszersmind S'A, 
S 'B  | S'C, S’D.
Bizonyítás. Ha az (e, S)
5b. ábra.5a. ábra.
6. ábra.
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és (e, S') síkok különbözők (7. ábra), akkor az SS' egyenesen és 
rendre a A, B, C, D pontokon átmenő síkokra a feltevés szerint 
SS'A , SS 'B \SS'C , SS'D. Ennélfogva S 'A, S 'B \S 'C , S'D.
Tegyük fel most, hogy az (e, S), és (e, S') síkok összeesnek. 
Akkor egy ezen kívüli S” pontot választván, az előbbiek szerint 
S ”A, S"B  | S"C, S ”D. Ebből pedig épen úgy következik, hogy 
S 'A, S 'B  | S'C, S'D. Qu. e. d.
E tétel alapján az elválasztás fogalmát átvihetjük a sugársorról 
a pontsorra: az e egyenesen fekvő A, B,C, Dpontokról azt mondjuk,
hogy az A, B pontokat elválasztják aC,D pontok, jelben A, B\C,  D, 
ha valamely e-n kívüli S  pontra S A , SB \ SC, SD.
7. §. Minthogy két egymást metsző sík mindig elválasztható 
(IIj. ax.), a 4. §. 1. tételéből folyik a következő
1. tétel. Ha a, ß, y egy egyenesen átmenő különböző síkok, akkor 
van oly Ő sík, amelyre a, ß \ y, d.
2. tétel. Ugyanazon egyenesen átmenő négy különböző sík kettejét a 
másik kettő elválasztja.
Bizonyítás.15 Legyenek e síkok a, ß, y, d s tegyük fel, hogy
a, y X ß, ő (1)
a, d X ß, T■ (2)
15 V. ö. K. F reudenthal ,14 12— 13. old,., ahol is az egyenespárok 
elválasztására vonatkozó megfelelő té te l van bebizonyítva.
7. á b ra .
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Messük e síkok s metszésvonalát valamely síkkal, amely a-t az 
a, ß-t a b egyenesben metszi (8 . ábra). Azután fektessünk a-n át 
két olyan síkot, amelyek az a és (a, b) síkokat elválasztják (IIr  ax.), 
s messe ezek egyike a y síkot c-ben, másika pedig a § síkot d-ben.
Ekkor a szerkesztés szerint 
a, (a, b) | (a, c), (a, d), (8)
tehát (II3. £x.)
a, (a, ' c) X (a, b), (a, d) (4)
és
a, (a, d) X (a, b), (a, c). (5)
A b, d egyeneseknek az a, c, s 
egyenesekhez viszonyított hely­
zetét tekintve, (1)- és (4)-ből 
folyók g (II4. ax.)
y, (c, a) X (c, b), (c, d). (6) 
A b, c egyeneseknek az a, d, s 
egyenesekhez viszonyított hely­
zetét tekintve pedig (2)- és 
(5)-bó'l (II4. ax.)
d, (d, a) X (d, b), (d, c). (7)
Ha mármost b, c, d nincsenek egy síkban, akkor az a, s egyenesek­
nek e b, c, d egyenesekhez viszonyított helyzetére (6 )- és (7)-ből 
(II2., II4. ax.)
(b, c), (b, d) X (b, a), ß, (8)
s a c, d egyeneseknek az a, b, s egyenesekhez viszonyított helyzetére 
(3)- és (8 )-’ból (II2., I I4. ax.) a, ß \ y ,  d■ Ha viszont b, c, d egy sík- 
. ban vannak, akkor (b, c) és (b, d) összeesvén (II2. ax.)
ß, (b, a) X (b, c), (b, d) (9)
s a c, d egyeneseknek az a, b, s egyenesekhez viszonyított helyze­
tére (3)- és (9)-ből (II4. ax.) ismét a, ß \ y, d- Qu. e. d.
3. tétel. Ha a A, ju, a, ß, y síkokra A, a\fi, ß és A, ß \ ji, y, akkor 
A, a l/i, y-
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Ez a II3. axióma alapján könnyen adódik a 4. §. 1. tételéből.
8 . §. Tétel. Legyenek A és y egymást az s egyenesben metsző síkok. 
Akkor az s-en átemnő többi sík két meghatározott osztályba sorozható 
úgy, hogy
1° ha a és a egy osztályban vannak, akkor A, a X a- a ;
2° ha a az egyik és ß a másik osztályban van, akkor A, y \ a, ß;
8° ha a és a! az egyik, 8 és ß' a másik osztályban van, akkor 
a. a X ß, ß'-
És mindkét osztályban végtelen sok sík van.
Ez a 4. §. 1., és a 7. §. 1., 2., 3. tétele alapján nehézség nélkül 
belátható.
Az egyenespárokra vonatkozó hasonló tétel ennek nyilván 
folyománya (5. §.). A pontpárokra vonatkozó duál tétel pedig, 
ugyanúgy bizonyítható be, 
az idézett tételek duáljai 
alapján (6. §.).
A 4 és y síkok által a 
fenti tétel szerint meghatá­
rozott síkosztályok mind­
egyikét, a A és y síkokat is 
hozzászámítva, lapszögnek 
nevezzük és így jelöljük:
(A, y)<$-- Hasonlóan defi­
niálható az egymást metsző l és m egyenesek által meghatáro­
zott két szög (9. ábra), amelyek mindegyikét így jelöljük:: 
(l, Ezek egymás mellékszögei. Ugyancsak hasonlóan definiál­
hatjuk az L és M  pontok 
meghatározta két egyenes­
részt (10 . ábra), amelyek 
mindegyikét így jelöljük:
LM.
Valamely (A, y )2$. lapszög közbülső a, a síkjairól azt mondjuk, 
hogy X-tól y felé a megelőzi a'-t vagy a' követi a-t, ha A, a j  a, a- 
Hasonlókép definiáljuk a szög és az egyenesrész irányítását 
(9., 10. ábra).
9. áb ra .
10. áb ra .
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Ugyanabban a síkban fekvő két szöget, amelyeknek közös 
csúcsa és egy közös szára van, akkor mondunk egyenlő fekvésűnek,
ha egyik a másiknak része (11 . ábra), 
különben pedig ellenkező fekvésű szö­
gekről beszélünk (12a., 12b. ábra). 
Hasonlóan definiáljuk az egyenlő és 
ellenkező fekvésű egyenesrészek fo­
galmát.
Könnyen belátható, miszerint adva lévén a síkban az S  pont és 
a rajta átmenő l egyenes, mindazok a szögek, amelyeknek csúcsa S 
és egyik szára l, két csoportra oszlanak úgy, hogy különböző csoportba
tartozók ellenkező, egy csoportba tartozók viszont egyenlő fekvésnek. 
Természetesen hasonló tétel áll fenn az egyenesrészekre vonatko­
zólag.
9. §. Legyenek A, B, C nem egy egyenesen fekvő pontok s 
P  olyan pont ezek síkjában, amely nem esik az AB, BC, CA egye­
nesek egyikére sem. Ez egyenesek által meghatározott hat szög 
közül legyenek az AP, BP, CP egyeneseket tartalmazók rendre 
a, ß, y, ezek mellékszögei pedig a , ß', y ■ Az 5. §. 4. tétele értelmé­
ben a síknak az AB, BC, CA egyeneseken kívüli bármely pontja vagy 
az a, ß, y, vagy az a, ß ', y ', vagy az a', ß, y', vagy pedig az a , ß', y 
szögeknek közös pontja, és az 5. § 1. tételéből következik, hogy 
mind a négy szögcsoportnak van közös belső pontja (13. ábra).
Egy-egy ilyen szögcsoport közös pontjainak összességét három­
szögű síkrésznek nevezzük. Az A, B, C pontok e négy háromszögű 
síkrész szögpontjai, egy-egy szögcsoport tagjai a megfelelő három­
12a. á b ra . 12b. áb ra .
11. áb ra .
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szögű síkrész szögei, az ezek által tartalmazott AB, BC, CA egyenes­
részek az oldalai, mindegyik oldal az őt tartalmazó szöggel szemben 
fekszik és fordítva.
Minthogy a szóbanforgó szögek közül bármelyik kettő, amelyek 
nem mellékszögek, meghatározza azt a harmadikat, amely velük 
a fenti szög-csoportok egyikét alkotja, két-két ilyen szöghöz 
meghatározott háromszögű síkrész tartozik, amelynek ezek két 
szögét alkotják.
10. §. Ha AB  és AC nem egy egyenesen fekvő egyenesrészek, 
ezek hajlásszögének azon ABC háromszögű síkrész harmadik szögét 
nevezzük, amelynek két szöge az AB-1 tartalmazó (CA, CB) 2 .^ 
és az AC-t tartalmazó (BA,  BC) 2$. szög (9.' §.). E szöget így 
jelöljük: BAC2$.- (E jelölésnek csak akkor van határozott értelme, 
ha az A B  és AC egyenesrészek meg vannak adva.)
Megmutatjuk, hogy ha AD az AB-vél egyenlő fekvésű egyenes­
rész, akkor DAC2$. azonos a BAC2$. szöggel.
Bizonyítás. Feltehetjük, hogy AD  az ^H-nek része, vagyis D 
az A B  egyenesrész közbülső pontja, amely azt az AD és DB  
részekre osztja.
Legyenek a szóbanforgó A BC háromszögű síkrész A, B, C csúcsú
17Matematikai és Fizikai Lapok XL Vili.
13. á b ra .
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szögei rendre a, ß, y (14. ábra) s legyen 7-nak az AD-t, ill. DB-1 
tartalmazó része yv  ill. y2. Jelöljük ßi-gjel annak az ADC három­
szögű síkrésznek D csúcsú szögét, amelynek másik két szöge a és y1; 
a tétel be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy az AG egyenes­
részt tartalmazó (DA, DC) szög éppen ez a ßv
Az 5. §. 1. tétele szerint az AG egyenesen van olyan E  pont, 
hogy DE a ßx szögnek közbülső egyenese. Ugyanazon tétel értel­
mében a DE  egyenesen van olyan F pont, hogy CF a yx szögnek
közbülső egyenese. Minthogy y1 jelentése folytán CF a y% mellék­
szögéhez, vagyis a GE-t tartalmazó (CB, CD)2f. szöghöz tartozik, 
azért CD, CB X CE, CF. S mivel a DE, D F  egyenesek összeesvén 
DB, DC X DE, DF, az 5. §. 4. tétele szerint BC, BD X BE, BF. De F 
a szerkesztés értelmében a ßx és yx szögek közös belső pontja lévén, 
a ß1 jelentése folytán a-nak is belső pontja, tehát a-nak és 7-nak s 
ennélfogva /9-nak is belső pontja, vagyis B F  a ß szögnek közbülső 
egyenese. így pedig az előbbiből következik, miszerint BE  is a ß 
szögnek közbülső egyenese, vagyis E az AC egyenesrész közbülső
14. áb ra .
A HÁROM GEOMETRIA SZÉTVÁLASZTÁSA. 257
pontja. Mivel pedig E  választása folytán DE a ßx szögnek köz­
bülső egyenese, ezzel kimutattuk, hogy az AC-t tartalmazó 
(DA, DC)2$. szög /^i’gyel azonos. Qu. e. d.
Megmutatjuk továbbá, miszerint az A csúcsú (l, ni) *4 szög 
l szárán felvévén valamely AB egyenesrészt, ehhez az m száron talál­
ható oly AC egyenesrész, hogy BAC2$. ez (l, m) *4 szöggel azonos.
Bizonyítás. Válasszunk m-en egy az .4-tói különböző C pontot 
s tekintsük az A B  egyenesrészt tartalmazó C csúcsú (m, ra) -4
szöget (15. ábra). Ha mármost az (l, m)<$. és (to, n)<$ szögek áltaj 
meghatározott ABC  háromszögű síkrészben a B  csúcsú (l, n)<$. 
szöggel szemben levő oldal AC, akkor a BAC^4 szög éppen az 
(■l, ni).4 . Qu. e. d.
III. Az egybevágóság axiómái.
11. §. Az (a, 5)^4 és (a', b')2f. szögek, ill. az A B  és A 'B ' egyenes­
részek bizonyos vonatkozását így fejezzük k i: (a, b)<$. szög egijbe- 
vágó az (a', b')<$ szöggel, ill. AB egyenesrész egybevágó az A ’B’ egyenes­
résszel, jelben (a, b)<$. =  (a’, b')2 .^, A B = A 'B ’. E fogalmakat adot­
taknak tekintjük és feltesszük a következő axiómákat.
H íj. Adva lévén az (a, 5) «4 szög, bármely (a', c’)*>c szög
17*
15. ábra .
258 szász pal .
ható egy és csak egy véle egyenlő fekvésű (a', b’ amelyre (ar b}2f. =
=  (a \ b’) ^ .
1112. Minden szög egybevágó önmagával.
1113. Ha (a, b)2$: =  (a', b')<$. és (a', br)^ .= (a", b,r) 2 a k k o r  
[a, b)2j. =  {a", b")2j..
1114. Ha (a, fe)^4 =  (a'. V)2$. és k közbülső egyenese az (a, b) ^  
szögnek s az ezzel egyenlő fekvésű (a, k)2$. szögre (a, k)2$.= (a",
ahol (a', k')2f. az (a b ' ) 2^-vel egyenlő fekvésű, akkor k" közbülső 
egyenese (a’, b’)^.-nek, és az (a, b)2$., ül. (a\ b')2$.-vel egyenlő 
fekvésű (b,k)<$., ill. (b',k')2}. szögekre (b,k)^.=(b' ,k' )21 (16. ábra).
1115. Ha az ABC és A 'B'C ' háromszögű síkrészekben A B = A 'B ', 
10= 2X 1 ' és BAC2}.=B'A 'C '4, akkor ABC 2$. =  A'B'C ' 2$., 
ACB^. =  A 'C 'B '^ .
1116. Adva lévén az A B  egyenesrész, bármely A'C' egyenesrészhez 
található oly vele egyenlő fekvésű A'B', amelyre A B = Á 'B '.
I I I , . Ha l B ' = l B  és 1 rW 7= Ä B , akkor l B r= A "B " .
12. §. A IIIj^., III2., III3. axiómákból következik, hogy ha 
(a, b)2£ =  (a', b’),2}. akkor fordítva (a', b')2^.=(a, b)2f.- Legyen 
ugyanis (17. ábra) (a', b')2f. =  (a, b")2j., ahol az utóbbi az (a, b)2$.
16. ábra.
17. áb ra .
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szöggel egyenlő fekvésű (Híj. ax.). Akkor a feltevés alapján egy­
szersmind (a, V)2$. =  (a, (III3. ax.). De mivel másrészt
(a,b)2 ,í =  (a, b)2f. (HI2. ax.), azért az (a, &")-4 szög összeesik (a ,tyű­
vel (IIIr  ax.), tehát valóban (a', b')2$.={a, b E szerint a szö­
gek egybevágósága nemcsak identikus és tranzitív (III2., HI3. 
ax .) , hanem szimmetrikus vonatkozás is.
A III6. és III7. axiómák alapján egymás után adódik,16 miszerint 
A 5 =  AB, továbbá ha A B = A 'B ', akkor A 'B ' =  AB, és ha AB =  
= A 'B ' =  A "B " akkor A B = A ”B". Tehát az egyenesrészek egybe­
vágósága is identikus, szimmetrikus és tranzitív vonatkozás.
A 1 0 .§-ban mondottakra tekintettel a H íj., III2. és I I I5. axiómák 
alapján könnyen belátható most már,17 hogy ha A B = A 'B ' és 
A B = A 'B " , ahol A 'B ’ és A 'B" egyenlő fekvésnek, akkor A 'B ' 
összeesik A 'B ”-vel. Vagyis az egyenesrész átrakása egyértelmű, 
mint a szögé (Illj.ax .). A Hip, IIÍ5. és III6. axiómákból pedig 
következik,18 hogy ha az ABC és A 'B 'C  háromszögű síkrészekben 
A B = 213 ', I C = I 7Cr és BAC2}. = B'A'C'<$, akkor 72 j= W C r.
13. §. Tétel. Ha A B = A 'B ' és K közbülső pontja az A B  egyenes­
résznek s az ezzel egyenlő fekvésű A K  egyenesrészre A K = A 'K ' 
ahol A 'K ' az A'B'-vel egyenlő fekvésű, akkor K ' közbülső pontja 
A'B'-nek és az AB, ill. A'B'-vel egyenlő fekvésű BK, ill. B 'K ' 
egyenesrészekre BK = B ’K '.
Bizonyítás. Fektessünk az A ponton át egy az AB-1 tartalmazó 
e egyenestől különböző / egyenest (18: ábra). Tekintsük az egyik 
(e, f)2}. szöget s legyen az A'B'-t tartalmazó e' egyenes mellé az 
A' pontnál felrakva (e, f ) ^  = (e', /')-A (Ilii- ax.). Vegyünk fel 
f-en egy az A-tól különböző C pontot, tekintsük azt az AC egyenes­
részt, amelyre a C AB 2$. szög azonos az (e, f)2$. szöggel (10. §.) 
s legyen/'-re A'-ből felrakva A C = A 'C  (III6. ax.), úgy, hogy 
C 'A 'B '2$. azonos legyen az (e', /')«4 -vel. Akkor a megfelelő CAB  és
16 V. ö .  D. H i l b e r t , 4  1 1 — 1 2 . o l d .
17 V. ö .  D. H i l b e r t , 4  15. old.
18 V. ö .  D .  H i l b e r t , 4  1 6 .  o l d .
260 SZÁSZ PÁ L.
C'A'B ', ill. a CAK  és C'A'K' háromszögű síkrészekben ACB^í  
=  A 'C B '2 f. és ACK4  = A'C'K '<4 (III5. í x ., 10. §.). Minthogy 
pedig a feltevésből folyólag CK az ACB<$. szögnek közbülső 
egyenese és ACB2$. az A C K ^c-val, valamint A'C 'B '^. az 
A'C 'K ' [ -vei  egyenlő fekvésű, azért (III4. ax.) C’K ' az A'C'B'2$. 
szögnek közbülső egyenese, vagyis K ' az A 'B ' egyenesrésznek
közbülső pontja, továbbá az ACB .4 , ill. A'C'B' <$.-ve 1 egyenlő 
fekvésű BCK2$. és B'C'K'2$. szögekre B C K ^ ^ B 'C 'K ' M i v e l  
még a CAB és C'A'B', ill. CAK  és C'A’K ’ háromszögű síkrészekben 
C B= C'B ' és CK=C'K ' (12. §.), azért az AB, ill. A'B'-vel egyenlő 
fekvésű BK  és B 'K ' egyenesrészekre ugyanazon tétel értelmében 
B K = B K '.  Qu. e. d.
Tekintettel az egyenesrész átrakásának egyértelműségére (12. §.), 
e tételből folyik, hogy ha KA és K B  ellenkező fekvésű oly egyenes­
18. á b ra .
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részek, amelyeknek K-tól különböző közös pontja nincsen s K 'A ' és 
K 'B ' ellenkező fekvésű olyan egyenesrészek, amelyekre KA = K 'A ' és 
K B = K 'B ', akkor ezeknek K'-től különböző közös pontja nincsen, 
továbbá a K-t, ül. K'-t tartalmazó AB és A 'B ' egyenesrészekre
J b ^ I T ' .
IV. A metszési, a párhuzamossági és a nem-metszési axióma.
14. §. Megmutatjuk, miszerint valamely e egyenes és egy rajta 
kívüli P pont síkjában a P-n átmenő egyenesek közül e-t vagy. mind- 
egyik metszi, vagy egy és csak egy nem metszi, vagy pedig több nem 
metszi, a szerint, hogy melyik eset áll fenn, egyetlen e0 egyenes és 
egyetlen rajta kívüli P0 pontra vonatkozólag.
Bizonyítás. Először megmutatjuk, miszerint az (e0, Pfl) síkban 
P 0-on átmenő egyenesek s az e egyenes és bizonyos rajta kívüli
P* pont síkjában P*-on átmenő egyenesek között olyan kölcsönö­
sen egyértelmű vonatkozás létesíthető, hogy e0-t metsző egyenes­
nek e-t metsző felel meg és fordítva.
Vegyük fel e végből az e0 egyenesen az B0 és S0 pontokat (19. ábra) 
s tekintsük az egyik PqP0 és az egyik B0S0 egyenesrészt, továbbá 
az ezek P0P0S'0^ ; hajlásszögével azonos (e0> / 0)*4 szöget (10 . §.). 
Legyen egy az e egyenesen átmenő síkban az e valamely B pontjá­
nál e mellé felrakva (e0, /0)^c =  (e, /)^c (11^. ax.) és /-re P-ből fel­
rakva BqPq^ B P *  (III6. ex.) s válasszuk e-n az RS  egyenesrészt
19. áb ra .
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úgy, hogy P*RS<4 az (e, /)^c szög legyen (10. §.). Az (e0, P 0) síkban 
P 0-on át valamely g egyenest fektetvén, tekintsük azt az (/0, g)2$. 
szöget, amely az R0S0-1 tartalmazó RaP(f i 02$. szöggel egyenlő 
fekvésű (8 . §.) s legyen az (e, P*) síkban / mellé P*-nál az RS-et 
tartalmazó RP*S*$ szöggel egyenlő fekvésben felrakva (f0,g) -4  =  
=  (/, h)<$. (Ilii - ax.). Minthogy a szögek egybevágósága szimmetri­
kusvonatkozás (12 . §.), a H íj. axiómából következik, miszerint az 
(e0, P0) síkban P 0-on átmenő g egyenesek az (e, P*) síkban P*-on 
átmenő h egyenesekkel ily módon kölcsönösen egyértelmű vonat­
kozásban vannak. Tegyük fel mármost, hogy g metszi e0-t vala­
mely G pontban. Akkor tekintsük az P 0jS'0-1m1 egyenlő fekvésű 
R0G egyenesrészt, amelyet tehát az előbbi (/0, g)^. szög tartalmaz 
(8 . §.), és legyen P-ből e-re az RS-sei egyenlő fekvésben felrakva 
RgG=RH (III6. ax.). Minthogy P0R0G<$. azonos a P0R0S 0^ i, 
a P*RH^. pedig a P*RS^c szöggel (10 . §.), a szerkesztésből folyó- 
lag (/„, g ) R P * H 2$. (HI5. ax.), ahol is HP* az (e, f )^t  szög által 
tartalmazót egyenesrész. De ez RP*H<$. szög az (/, h)^.-val 
egyenlő fekvésű lévén, a P*H egyenes összeesik Jt-val (III]. 
ax.), következőleg h metszi e-t. Ugyanígy következik (a szögek 
és az egyenesrészek egybevágóságának szimmetrikus volta (12 . §.) 
folytán), hogy ha h metszi e-t, akkor g metszi e0-t. Látjuk, a g és 
h egyenesek közti kölcsönösen egyértelmű vonatkozás a kívánt 
tulajdonságú.
Ebből következik, hogy a szerint, amint a g egyenesek közül 
e0-t mindegyik metszi, egy és csak egy nem metszi, vagy több 
nem metszi, a h egyenesek közül is e-t mindegyik metszi, egy és 
csak egy nem metszi, ill. több nem metszi.
Ki kell még mutatnunk, hogy az e egyenes és bármely rajta­
kívüli P  pont síkjában a P-n átmenő egyenesek közül e-t vagy 
mindegyik metszi, vagy egy és csak egy nem metszi, vagy pedig 
több nem metszi, a szerint, amint az első, a második vagy a harma­
dik eset áll fenn a P* pontra vonatkozólag.
Legyen először P  az (e, P*) síkon kívüli pont. A PP* egyenesen 
átmenő síkok és az (e, P*) síkban P*-on átmenő egyenesek között
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nyilván kölcsönösen egyértelmű vonatkozást létesíthetünk azáltal, 
hogy minden ilyen síkhoz az (e, P*) síkkal való metszésvonalát 
rendeljük (20. ábra). Ekkor minden síknak, amely e-t metszi, 
nyilván e-t metsző egyenes felel meg, és fordítva. Ugyanígy létesít­
hetünk kölcsönösen egyértelmű 
vonatkozást a PP* egyenesen 
átmenő síkok és az (e, P ) síkban 
P-n átmenő egyenesek között, 
mikor is e-t metsző síknak szin­
tén e-t metsző egyenes felel 
meg és fordítva. Ennélfogva az 
(e, P*) sík P*-on átmenő egye­
nesei és az (e, P) sík P-n át­
menő egyenesei között olyan 
kölcsönösen egyértelmű vonat­
kozás van, hogy e-t metsző egyenesnek ugyancsak e-t metsző 
felel meg. Tehát az állítás az (e, P) síkban P-n átmenő egyene­
sekre érvényes.
De ugyanígy következik, hogy az (e, P*) síkban valamely e-n 
kívüli P ' ponton átmenő egyenesek közül az e-t vagy mindegyik 
metszi, vagy egy és csak egy nem metszi, vagy pedig több nem 
metszi, a szerint, hogy melyik eset áll fenn az (e, P) síkban P-n 
átmenő egyenesekre. Ebből folyólag érvényes az állítás az (e, P a ­
sikban a P' ponton átmenő egyenesekre is. Qu. e. d.
15. §. Az alábbi három axióma közül akármelyiket téve fel, a 
fentebbiek értelmében ugyanaz bármely e egyenesre és bármely 
rajta kívüli P  pontra fennáll.
IV. Van olyan e0 egyenes és rajta kívüli P 0 font, hogy az (eu, P 0) 
síkban P0-on átmenő minden egyenes metszi e0-t. (Metszési axióma.)
IV.* Van olyan e0 egyenes és rajta kívüli P 0 pont, hogy az (e0 P 0) 
síkban P0-on át egy és csak egy olyan egyenes fektethető, amely e0-t 
nem metszi. (Párhuzamossági axióma.)
IV.** Van olyan e0 egyenes és rajta kívüli P0 pont, hogy az (e0, P0) 
síkban P0-on át több olyan egyenes fektethető, amely e0-t nem metszi.
(Nem-metszési axióma.)
20. áb ra .
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A mondottak szerint ez axiómák bármelyike a másik kettőt 
kizárja.
16. §. Elfogadván a IV.* párhuzamossági vagy a IV.** nem­
metszési axiómát, valamely e egyenes különböző A, B, C pontjairól 
akkor mondjuk, hogy C az A és B között van, ha felvévén egy, az 
e-n kívüli P  pontot, és egy, az (e, P) síkban a P-n átmenő és e-t 
nem metsző p egyenest, PA, PB\PC, p (21. ábra).
E definíciónak van értelme, mert bebizonyítjuk, hogy ez a 
megállapítás a P pont és a p egyenes speciális választásától független.
Bizonyítás. Az 5. §. 5. tételéből folyólag az egyik (PA, PB)2$. 
szögnek minden egyenese metszi e-t, tehát az (e, P) síkban P-n 
átmenő és e-t nem metsző bármely p egyenes a másik (PA, PB)2$. 
szöghöz tartozik. Ennélfogva a fenti megállapítás a P  pont fel­
vétele után a p egyenes választásától nyilván független (8 . §.). 
Ki kell még mutatnunk, hogy e megállapítás a P  pont válasz­
tásától is független.
Legyen először P ' az (e, P) síkon kívüli pont és p' az (e, P') 
síkban P'-n átmenő, e-t nem metsző egyenes (21. ábra). Akkor 
a (p', P) sík az (e, P) síkot olyan p> egyenesben metszi, amely az 
utóbbi síkban P-n átmegy és az e egyenest nem metszi. Mivel 
pedig a feltevés szerint P A ,P B \P C , p, vagyis (5. §.) a PP'
21. áb ra .
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egyenesen átmenő APP', BPP', CPP' és (p, PP') síkokra 
APP', BPP' \CPP', (p, PP'), azért e síkoknak az (e, P ') síkkal 
való metszeteire P'A, P 'B \P 'C , p'.
Ebből épen így következik, hogy ha P"  az (e, P) síknak valamely 
e-n kívüli pontja s p" e síkban a P"-n átmenő és e-t nem metsző 
egyenes, akkor szintén P"A, P"B \P"C, p”. Qu. e. d.
Nyilvánvaló, hogy ha C az A és B között van, akkor egyszersmind 
C a B és A között van (3. §.).
Megmutatjuk most, miszerint valamely e egyenes A és C jwntjai- 
hoz mindig található olyan B pont ez egyenesen, hogy C az A és B 
között van.
U. i. választván valamely e-n kívüli P  pontot, legyen p az 
(e, P) síkban egy, a P-n átmenő és e-t nem metsző egyenes. Áz 5. §. 
1 . tételéből folyólag a PA  egyenest nem tartalmazó (p, PC).2$. 
szögnek (22 . ábra) van olyan közbülső egyenese, amely metszi 
e-t bizonyos B pontban. Erre PC, p \P A , PB (8 .§.), tehát 
PA, PB  | PC, p (II2. ex.), 
vagyis C az A és B kö­
zött van.
A II3. axiómára tekin­
tettel evidens, hogy ha C 
az A és B között van, akkor 
B nincs az A és C között.
Végül megmutatjuk, 
hogy ha A, B, Cnem egy
egyenesen fekvő pontok és e valamely A és B közti D ponton átmenő 
oly egyenes az ABC síkban, amely nem megy át az A, B ,C  pontok 
egyikén sem, akkor vagy A és C, vagy B és C között van pontja 
az e egyenesnek (23. ábra).
Bizonyítás. Az 5. §. 5. tétele értelmében az AB, BC, CA egye­
neseken kívül van olyan P  pont az ABC  síkban, hogy az AP 
egyenest tartalmazó (AB, AC)<$. szögnek minden egyenese metszi 
a BG'-egyenest s hasonló áll fenn BP és CP-re vonatkozólag. Legye­
nek a szóbanforgó szögek rendre a, ß, y ; ezek az egyik ABC  három­
szögű síkrész szögei (9. §.). Ebben a BC, AC, AB  oldalak köz­
22. ábra.
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bülső pontjai a fenti definíció értelmében rendre a B és C, a C 
és A, az A és B közti pontok összeségét alkotják. A feltevés szerint 
D az A és B közé esik, vagyis az A B  oldal közbülső pontja, tehát 
a CD egyenes két részre osztja a y szöget; legyenek ezek y1 és y2, 
amelyek AB -nek rendre AD, DB részeit vágják ki az AB  egye­
nesből. Jelöljük /9-,-gyel annak az A DC háromszögű síkrésznek 
D csúcsú szögét, amelynek két szöge a és yv  e^-gyel pedig annak
a BDC háromszögű síkrésznek D csúcsú szögét, amelynek két 
szöge ß és yv  Ez ax és ßx szögek mellékszögek. U. i. legyen 
a, Yi és /^-nek valamely közös belső pontja Q. Akkor ez mint a és y 
közös belső pontja, egyben /9-nak is belső pontja. De így nem lehet 
pontja ctj-nek, mert akkor mint ax és ß  közös belső pontja, a ^-nek 
is belső pontja volna, holott y1 és 7-2-nek nincs közös belső pontja- 
Szóval Q a /^-nek olyan belső pontja, amely ar nek nem pontja s 
gy ax és ßx nem lehetnek azonosak, hanem mellékszögek. Mármost 
a 10 . §-ból tudjuk, hogy ßx tartalmazza a fenti AC egyenesrészt, 
s hasonlókép ax tartalmazza a BC  egyenesrészt. Mivel pedig ez 
AC egyenesrész közbülső pontjai A  és C között vannak, azért 
a fenti definíció szerint ^-nek minden közbülső egyenese metszi 
AC-1 egy A és C közti pontban. Hasonlóan az etj-nek minden 
közbülső egyenes metszi a BC egyenest valamely B és C közti 
pontban. De ax és ßx mellékszögek lévén, az e egyenes a feltevésből
23. á b ra .
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folyólag vagy o^-nek vagy ,'^-nek közbülső egyenese, tehát van 
pontja vagy B és C, vagy A és G között. Qu. e. d.
Ezek szerint a fenti «között» fogalom megfelel a H ilbert-féle 
rendezési axiómáknak.19
17. §. a\  IV.* párhuzamossági vagy a IV.** nem-metszési axióma 
elfogadása esetén az A és B pontok által meghatározott két AB  
egyenesrész közül egyenesdarabnak nevezzük azt, amelynek köz­
bülső pontjai A-és B  «között»(16. §.) vannak. A két A B  egyenesrész 
egyike, és csak egyike egyenesdarab. Ez a IV.* axióma feltevése 
esetén evidens, a IV.** axióma feltevése mellett pedig az 5. §.
5. tételéből következik. Nyilvánvaló, hogy csak az A B  egyenes- 
darabnak van pontja A és B között, míg a másik A B  egyenes­
résznek nincsen.
A definíció szerint valamely AB egyenesrész egyenesdarab voltát az 
jellemzi, hogy pontjait egy az AB egyenesen kívüli P ponttal összekötő 
egyenesek az egyik (PA, PB )2$. szöget alkotják. Minthogy a két 
A B  egyenesrész közül csak az egyik egyenesdarab, azt mondjuk, 
hogy a párhuzamossági vagy a nem-metszési axióma mellett az egye­
nes «nyílt».
Megmutatjuk, hogy ha két egybevágó egyenesrész egyike egyenes­
darab, akkor a másik is az.
Bizonyítás. Legyen A B = A'B' és tegyük fel, hogy az AB  
egyenesrész egyenesdarab. Eelvévén az AB  egyenesen kívül vala­
mely P pontot, tekintsük azt a (PA, PB)2$. szöget, amely AB-t 
vágja ki ez egyenesből (24. ábra). Tekintsük továbbá az AP egye­
nesdarabot s legyen egy az A'B' egyenesen átmenő síkban A'B' 
mellé ^á'-nél felrakva P AB 2$.=P'A'B'2$. (III^  ax., 10 . §.), ahol 
is A P = A 'P ' (III6. ax.). Ekkor a feltevésből folyólag az AB-t, 
illetőleg A 'B '-1 tartalmazó APB^f. és A 'P 'B '2$. szögekre 
A P B 2$. =  A 'P 'B '2$. (III5. ax.). Ha mármost az utóbbi szögnek 
valamely közbülső egyenese g', tekintsük azt a (P 'A', g')2£ szöget, 
amely ez A'P 'B '.4 -vel egyenlő fekvésű, és'legyen az APBjj. szög-
19 D .  H i l b e k t ,4 4.—  5 .  o ld .
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gel egyenlő fekvésben felrakva (P'A', g')<$ =  (PA, g)<$. Ekkor g 
az A P B ^ $  szögnek közbülső egyenese (III4. e x .) , mert a szerkesztés­
ből folyólag A'P'B' <$. =  APB*$_ (12. §.). Tehát a feltevés szerint gr 
metszi az AB  egyenest. Ebből azonban következik, hogy g' is metszi 
A'B '-t (14. §.). Szóval az A'B' egyenesrészt tartalmazó A'P 'B '25. 
szögnek minden közbülső egyenese metszi az A 'B ' egyenest, 
vagyis A 'B ' is egyenesdarab. Qu. e. d.
Tekintettel a III6., III7. axiómákra és a 13. §. tételének folyo­
mányára, továbbá a H íj., III2. és IIIg. axiómákra, a mondottakból
oly óla g az egyenesdarabok és a szögek egybevágósága megfelel a 
HiLBERT-/e'fe egybevágósági axiómáknak,20
18. §. Ha a IY. metszési axiómát fogadjuk el, akkor az A és B  
pontok által meghatározott két A B  egyenesrész mindegyikének 
megvan az a tulajdonsága, hogy pontjait egy az AB  egyenesen kívüli 
P ponttal összekötő egyenesek az egyik {PA, P B szöget alkotják 
(14. §.). Vagyis ez esetben mind a két A B  egyenesrész «egyenesdarab» 
(17. §.). Ennek alapján azt mondjuk, hogy a IV. metszési axióma 
mellett az egyenes «zárt».
V. A folytonosság axiómája.
19. §. Legyen c valamely {a, b szög közbülső egyenese, és 
osztályozzuk e szög összes közbülső egyeneseit így : a c-t a-tól 
b felé megelőző x' egyeneseket tegyük az első, a c-t követő x"
20 D. H i l b e b t , 4  11— 14. o l d .
24. ábra .
A HÁROM GEOM ETRIA SZÉTVÁLASZTÁSA. 269
egyeneseket, a második osztályba, c-t magát pedig vagy az első, 
vagy a második osztályba (25. ábra). Ez osztályozás mellett az 
első osztály egyenesei megelőzik a második osztály egyeneseit. A 
folytonosság alábbi axiómája azt a 
feltevést fejezi ki, hogy ily tulaj­
donságéi osztályozás csakis a leírt 
módon — valamely közbülső egye­
nes által — létesíthető.
Y. Ha valamely (a, b)*>i szög 
közbülső egyenesei két osztályba van­
nak sorozva úgy, hogy a-tól b felé az 
első osztály bármely egyenese meg­
előzi a második osztály bármely 
egyenesét, akkor e szögnek van oly 
közbülső c egyenese, hogy a c-t meg­
előző egyenesek mind az első, a c-t követők viszont mind a második 
osztályba tartoznak.
A szóbanforgó osztályozást valamely c-től különböző c' közbülső 
egyenes már nem létesítheti, mert akkor a c és c' közé eső egyene­
sek mindkét osztályba tartoznának.
Ez axiómából folyik az egyenesdarab pontjainak osztályozására 
vonatkozó hasonló tétel.21
20. §. Ha az illeszkedés, az elválasztás, az egybevágóság fenti 
axiómái és a IV.* párhuzamossági axióma mellett még az V. foly­
tonossági axiómát is elfogadjuk, akkor axióma-rendszerünk az 
euklidesi geometriát jellemzi. Ez axiómák ugyanis igazak az euklidesi 
geometriában (megfelelő értelmezések mellett) és belőlük követ­
kezik — mint láttuk — e geometriának ismert teljes axióma­
rendszere.
Ha a IV.* párhuzamossági axióma helyett a IV.** nem-metszési 
axiómát tesszük fel (a többiek m egtartásával), akkor az ú. n. 
hiperbolikus vagy Bolyai—LoBACSEVSZKU-/e7e geometriával állunk
21 V. ö. R. D e d e k i n d : Stetigkeit und  irra tionale Zahlen. 5. Aufl- 
Braunschweig, 1927. 11. old.
25. ábra.
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szemben. Ekkor ugyanis a HiLBERT-féle rendezési és egybevágó­
sági axiómák ismét érvényesek (16., 17. §§.) s az Y. folytonossági 
axióma alapján egyszerűen következik, miszerint bármely (e, P) 
síkban a P-n átmenő' és e-t metsző egyenesek bizonyos (pv p2)*4- 
szög közbülső egyeneseit alkotják (26. ábra), vagyis fennáll 
a hiperbolikus geometria elpattanási axiómája.22 A (plf p2)-4 -
szög szárai, amelyek tehát már nem metszik e-t, a P pontból az 
e egyeneshez húzott ú. n. elpattanó egyenesek vagy hiperbolikus 
parallelak.
Végül a IY. metszési axióma a többi fenti axiómával együtt 23 
az ú. n. elliptikus geometriát jellemzi. Ekkor ugyanis egy síkban 
fekvő két egyenes mindig metszi egymást (14. §.) és a IIj—II4. 
axiómákból folynak (4—7. §§.) a projektív geometriának a pont­
párok elválasztására vonatkozó rendezési axiómái.24
22 IX H i l b e r t : Neue B egründung der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Geometrie. M athem atische A nnalen 57 (1903), főkép 139. old., vagy 
D. H i l b e r t ,4  102. old.
23 Ezek közül I I 5. m ost felesleges.
24 L ásd11.
26. áb ra .
Szász Pál.
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ABSONDERUNG DER ELLIPTISCHEN, 
EUKLIDISCHEN UND HYPERBOLISCHEN 
GEOMETRIE.
In der vorliegenden Arbeit wird von neuem ein Axiomensystem der 
Baumgeometrie aufgestellt, aus welchem der Reihe nach die elliptische, 
die euklidische, die hyperbolische ( B o l y a i—LoBATSCHEFSKiJsche) Geo­
metrie folgt, wenn man nur noch das entsprechende Parallelenaxiom 
für eine einzige Gerade und für einen einzigen ausser ihr gelegenen 
Punkt voraussetzt. Die gewählten Axiome beziehen sich unmittelbar 
auf den gesamten Raum, und die Absonderung der drei Geometrien 
(der Beweis des unten stehenden Satzes) geschieht ohne Benützung 
der Stetigkeit.1
Zunächst wird auf Grund der gemeinsamen Yerknüpfungs-, An- 
«rdnungs- und Kongruenzaxiome (die naturgemäss von der Hypothese 
der offenen oder geschlossenen Gerade unabhängig sind) der bekannte 2 
.allgemeine Satz bewiesen:
Unter den Geraden, die in einer Ebene (g, P) durch den Punkt P gezogen 
werden, gibt es entweder keine, oder erne und nur eine, oder aber mehrere, 
die die Gerade g nicht schneiden, je nachdem der erste, zweite oder dritte 
Fall für eine einzige Gerade g0 und für einen einzigen ausser ihr gelegenen 
Punkt P0 vorliegt.
Weiter wird gezeigt, dass die drei verschiedenen Parallelenaxiome, 
die das Eintreten des ersten, zweiten, bzw. dritten Falles bestimmen, 
zusammen mit den obigen und mit dem DEDEKiNDschen Stetigkeitsaxiom, 
je ein vollständiges Axiomensystem der elliptischen, euklidischen, bzw. 
hyperbolischen Geometrie bilden.
Paul v. Szász.
1 A nders geht zuwerke z. B. J .  L. C o o l i d g e : The Elem ents of 
N on-Euclidean G eom etry. Oxford, 1909.
2 Vergl. P .  E n r i q u e s : Prinzipien der Geometrie. Encyklopädie der 
m athem atischen W issenschaften I I I .  A B I., insb. 8. 43.
.Matematikai és Fizikai Lapok XLVIII. 18
A HERMITE-FÉLE INTERPOLÁCIÓRÓL.
1. Legyen adva a — l ^ í c ^  +  1 számközben n különböző 
szám
X < ?\ X (” \ . . . ,  X ™  <n=1.2,...) (1)
és legyen
y[n), yín)......2/„n) (~=i.2 ,..) (2)
további n  tetszőleges szám, akkor a LAGRANGE-féle interpolációs 
formula
L n [x] = y  y£*> («),
/t = 1 (3)
Cí>n((^ )
l[n)(x)=  w'n(xW )(x-X™ ) w„ {x)—(x —a^n))(a:—a4n))...  (a?—íc(nn))
előállítja azt az egyetlen legfeljebb (n — l)-edfokú racionális egész 
függvényt, amely az (1) helyeken rendre a (2) értékeket veszi 
fel. Ha a (2) számok speciálisan az f(pc) függvénynek az (1) 
helyeken felvett értékei, tehát
í4 n) =  f(xf>), k =  1 , 2 , . . . ,  n, (4)
akkor az L„[x] =  L„ [f(x)] polinómot az f(x) függvény (1) alap­
pontokhoz tartozó íi-edik LAGRANGE-féle interpolációs polinómjá- 
nak nevezzük. Az L n [f(x)] polinómsorozat (n — 1, 2, . . . )  vizsgá­
latával igen sok kutató foglalkozott. Az idevonatkozó eredmények 
közül most csak a következő negatív irányút említjük meg: 
tetszőleges
™<2> „'2)WJ J tvg
...........................  (5)
/>•(*») /W«) /y>(n)rA-i , tA/g ) • • • ,
«alappontcsoport» esetén is található olyan a — 1 <; a: 5S +  1 
számközben folytonos függvény, amelyre a LAGRANGE-féle inter-
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polációs polinómok L „ [ f ( x )] («=  1, 2 ,...) sorozata nem konvergál 
egyenletesen az f ( x )  függvényhez.1 Az egyenletes konvergenciá­
hoz az f { x ) függvényre újabb feltevések szükségesek; így pl. 
egyes alappontcsoportok esetén elég feltenni az f ( x )  függvény­
ről, hogy bizonyos LiPscHiTz-feltételnek tesz eleget.2 Ha olyan 
interpolációs polinómsorozatot keresünk, amely minden folytonos 
f ( x )  függvényre egyenletesen konvergens, akkor csak olyanok 
közt válogathatunk, amelynél az ?t-edik polinóm — amely tehát 
az ocf"\ sc&  helyeken megegyezik az f ( x )  függvénnyel —
fokszáma (n—l)-nél magasabb. Természetes követelmény itt, hogy 
lehetőleg egyszerű képzésű interpolációs polinómokat vizsgál­
junk és az n-ediknek a fokszáma ne legyen túlmagas.3 Erre az 
útra először Fejér lépett és pedig vizsgálatai az ú. n. Hermite-
1 S. Bernstein, Quelques remarques sur Yinterpolation, C om m . Soc. 
M ath . C h a rk o w  14 (1914).
G. F aber, Über die Interpol a tori sehe Darstellung stetiger Funktionen, 
J a h resh e r . D . M. V er. 23. (1914) 102—210. 1.
Egy különösen egyszerű bizonyítás található L. F ejér , Die Abschätzung 
eines Polynoms in einem Intervalle, wenn Schranken für seine Werte und 
ersten Ableitungswerte in  einzelnen Punkten des Intervalls gegeben sind, 
und ihre Anwendung auf die Konvergenzfrage Hermitescher Interpolations­
reihen c. dolgozatában, M a th . Z eitschr., 32 (1930) 426 — 457. 1. Ha speciá­
lisan <ün(a;)=7’„(a;)=w-edik CsEBiSEV-polinóm, van olyan folytonos függvény, 
amelynek LAGRANGE-féle interpolációs polinómjai m indenütt divergálnak. 
L. G . G r ü n w a l d , Über Divergenzerscheinungen der Lagrange-schen In ter­
polationspolynome stetiger Funktionen, A n n a ls  o f  M a th e m a tic s  37 (1936) 
908—918. 1.
2 Ilyen pl. a CsEBisEV-alappontok esete. Egy általános alappontcsoport- 
osztályra, amelyről éppen e dolgozatban lesz szó, ezt F ejér  bizonyította be. 
L. pl. L. F ejér , Lagrange-sehe Interpolation und die zugehörigen konju­
gierten Punkte, M ath . A n n a le n  106 (1932) 1—55. 1. Egy m ásik általános
- pontcsoport-osztályt, am elyre ez érvényes, szolgáltatnak bizonyos ortogo­
nális polinómrendszerek. L . I. Shohat, On Interpolation, A n n a ls  o f  M athe­
m a tic s  34 (1933) 130—146.1. és G. Grünwald—P. Túrán, Über Interpolation, 
A n n a li  d. R . Sc. N o rm a le  S u p . d i P isa  16 (1938) 1—10. 1.
3 H a az n-edik interpolációs polinóm fokszáma tetszőleges magas 
lehet, akkor minden m indenütt sűrű pontcsoportsorozathoz lehet egy olyan 
interpolációs polinómsorozatot megadni, amely minden folytonos függ­
vényre egyenletesen konvergál. L .  G .  G r ü n w a l d ,  On Interpolation, B u ll, 
o f  A m . M ath . Soc., nyom tatás alatt.
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féle interpolációs polinóm okra vonatkoznak.1 *4 Az f{x) függvény 
ít-edik HERMiTE-féle interpolációs polinómja az az egyetlen 
legfeljebb (2n  — l)-edfokú polinóm, amely az x'”\  
helyeken rendre az f{x(l%)), f(x^) értékeket veszi fel és
amelynek differenciálhányadosa ugyancsak ezeken a helyeken 
rendre az adott d jn), d^n), . . . .  d<") értékeket veszi fel. Könnyű 
igazolni,5 hogy ennek a polinómnak explicit alakja a következő :
U n \f(x)] = 2 f ( x M ) v ' f { x ) { l f { x ) y + £ d p ( x - x M ) { l ™ {x)}\  (6) 
ahol
1
aj" (.«<">)
vf ( x ) = \ ~ J ^ J „ ))(x^xY)) (7 )
és ugyanúgy, m int a LAGRANGE-féle interpolációnál,
(x) = (ün{x)on(xf ) (x~x[n)) ’ (8)
wn(x) = (x—íc(jn>) (x—a?2n)) •■•(x—x^) .
n
A ^  f ( x ^ )  v{^  (x) { l ^  ( x ) f  polinómokat lépcsőparaboláknak, a
2  f  (XY]) v*”1 (x) {^n> (X)Y +  2  4 n) (x—x™) Yli ^ Y  polinómokat
k=  1 • k= l
pedig, ha \d(")\ < A ,  n= 1, 2 , . . .  (A állandó), álta­
lánosított lópcsőparaboláknak nevezzük. Amint látjuk, ezek a 
klasszikus interpolációs polinómok egyszerű képzésűek és az 
•n-edik fokszáma «-el magasabb, m in t a megfelelő LAGRANGE-féle 
interpolációs polinómé. Ennél lényegében kisebb fokszámú poli- 
nóm m al nem  is ju tn án k  célhoz.6 F ejér bebizonyította, hogy
1 F ejér első Ü E R M iT E -fé le  i n t e r p o l á c i ó s  p o l i n ó m o k r a  v o n a t k o z ó  v i z s ­
g á l a t a i n á l  a z  a l a p p o n t o k  a z  r t - e d i k  L E G E N D R E -p o l in ó m  g y ö k e i  v o l t a k .
L .  F ejér , Über I n t e r p o l a t i o n ,  N a c h r ic h te n  d . K . G e se llsch a ft z u  G ö ttin g en
{1916) 66—91. 1.
5 L. pl. L. F ejér , Ü b e r  W E iE R S T R A S s-’s c h e  Approximation, b e s o n d e r s  
durch H e r m i t e - s e h e  Interpolation, M a th ■ A n n a le n  102 (1930) 7 0 7 — 7 2 5 . 1.
0 így  pl. a Csebisev esetben legalább n —1 +  cn  (c>0)-nek kell az 
n-edik interpolációs polinóm fokszámának lenni, ha minden folytonos 
függvényre egyenletes konvergenciát akarunk. G. Grünwald, On a Theorem 
of S. Bernstein, A c ta  S z e g e d , nyomtatás alatt. Nagyon valószínű, hogy ez 
általános pontcsoport esetén is igaz.
A HERMITE-FÉLE INTERPOLÁCIÓRÓL. 275
b iz o n y o s  n e v e z e t e s  a la p p o n t c s o p o r t o k  e s e t é n  a  l é p c s ő p a r a b o ­
lá k , i l l e t v e  a z  á l t a lá n o s í t o t t  l é p c s ő p a r a b o lá k  s o r o z a t a  m i n d e n  
f o l y t o n o s  f ü g g v é n y r e  e g y e n l e t e s e n  k o n v e r g e n s .7 í g y  p l . ,  h a  
oj„(x ) - T„(x) =  a z  n - e d ik  C sE B isE V -p o lin ó m  (é s  íg y  x 1^  =  c o s  
n
2»(2 /c — l ) - j — , k =  1 , 2 , . . . , » ) ,  a z  f(x)  f o l y t o n o s  fü g g v é n y  á l t a l á ­
n o s í t o t t  l é p c s ő p a r a b o lá i  e g y e n l e t e s e n  k o n v e r g á ln a k  az  f (x )  f o l y ­
t o n o s  f ü g g v é n y h e z .  A  to v á b b i  v iz s g á la t o k  a z t  m u ta t tá k , h o g y  
a m e ly  p o n t c s o p o r t s o r o z a t o k r a  a  l é p c s ő p a r a b o lá k  k o n v e r g e n c iá j á t  
e g y s z e r ű e n  s ik e r ü l  b e b i z o n y í t a n i ,  o t t  a  (7 )  a l a t t i  '»^{x)  l i n e á r i s  
f ü g g v é n y  a  k  é s  n  m in d e n  é r t é k é r e  p o z i t ív .  A z o k  a  p o n t c s o p o r ­
to k ,  a m e ly e k r e  a  —  1 ^  íc +  1 s z á m k ö z b e n
V™ {x) =  1 { x - x ^ )  2> 2p > 0 ,
(9 )
k — 1, 2 , . . . ,  n; n — 1, 2 , . . . ,
v a g y  le g a lá b b  i s
v f \ x ) ^ 0 ,  k  =  1, 2 , . . . ,  n ; «  =  1, 2 , . . . ,  (10)
m á s  v i z s g á la t o k b a n  i s  i g e n  s z a b á ly o s  v i s e l k e d é s t  m u t a t n a k .8 
F e j é r  e z e k e t  a  p o n t c s o p o r t o k a t  s z ig o r ú  é r t e l e m b e n  v e t t  s z a b á ly o s ,  
i l l e t v e  s z a b á ly o s  p o n t c s o p o r t o k n a k  n e v e z t e  e l  é s  f e lv e te t t e  a z t  a  k é r ­
d é s t ,  h o g y  i l y e n  p o n t c s o p o r t o k  e s e t é n  é r v é n y e s - e  a z  e g y e s  s p e c i á l i s  
p o n t c s o p o r t o k r a  i g a z o l t  k o n v e r g e n c ia ,9 v a g y i s  h o g y  m in d e n  f o l y ­
t o n o s  f ü g g v é n y r e  i g a z - e ,  h o g y
n
2  / ' ( 4 " >) v(u ] (x)  {(<"> (x )Y  - >  f(x),  h a  n -> o o , ( 11 ) 
i l l e t v e  á l t a lá n o s a b b a n
7 L. pl. L. F ejér  2 és 5 alatt idézett munkáit.
s így  pl. ilyen pontcsoportok eloszlására szép eredményeket találtak  
E rdős P ál és Túrán P ál, On Interpolation II, I I I ,  A n n a ls  o f  M a th . 39 
(1940) 703—724. 1., 41 (1940) 510—533. 1.
9 L. F ejér , On the Characterization of Some Remarkable System of 
Points of Interpolation by Means of Conjugate Points. A m . M ath. M o n th ly  
41 (1934) 1 -1 4 . 1.
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J f K " )) < )( * ) { r N } s +
+  1 ' 0* —x^%) { ^ n) (m)}3 —► f{x), ha n -> 00,
( 1 2 )
ahoi [ dj,n) | <  A, k = l,  2 , . . n ; n —1, 2 ,... ; A állandó.
A következőkben erre a kérdésre adunk igenlő választ. Fő- 
eredményünk a következő általános tétel: Legyen az
(1)
1
,(2>
1 > iJ Ü q
»(w)
1 ’
- y Á n )
:
(13)
pontcsoportsorozat szigorú érielemben szabályos, vagyis olyan, 
hogy minden k és n-re és a — 1 <; x  ig +  1 számköz minden 
pontjára
v<»> (pc) ^  2? >  0; (14)
akkor tetszőleges a — 1 ^ íc ^  +  1 számközben folytonos f(x) 
függvényre az f(x) általánosított lépcsőparaboláinak
2 fW ? W R x ){ l£ \x ) } % +  y d ^ )( x —x[!,)){b”)(x)}i (15)
k—1 k—1
sorozata az egész — 1 ^  x  g; -f 1 számközben egyenletesen az 
f(x) függvényhez konvergál.
A szabályos pontcsoportokra a konvergenciát csak minden 
belső számközre lehet biztositani; itt azonban egyenletes a kon­
vergencia. Ennél több nem is igaz, mert pl., mint F e jé r  ki­
mutatta,10 ha wn{x) — Pn{x) — n-edik LEGENDRE-polinóm, akkor 
t4B,(a>)^0 és a lépcsőparabolák sorozata tetszőleges folytonos 
függvény esetén egyenletesen konvergál a — 1 1 —s (e> 0)
számközben a folytonos függvényhez, viszont a —1 és + 1  pont­
ban — érdekes módon — a lépcsőparabolák sorozata a folytonos
10 L. F ejék 4 alatt idézett munkáját.
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függvény integrálközepéhez konvergál. Ha csak azt tudjuk, hogy 
v(kn)(x) ^ 0  a (— 1 < )a  <  x  <  b (<  -f- 1) számközben érvényes, 
akkor a tetszőleges f(x) folytonos függvény általánosított lépcső- 
parabolái az a -f- e < x  <^b — s számközben konvergálnak egyen­
letesen az f(x) függvényhez.
2. Legyen P(pc) egy legfeljebb (2n—l)-edfokú polinóm; akkor 
a (7) értelmezésből következik, hogy11
n n
2  P ( & k )  V k  (x) ll (X) +  2  P { X k )  {X -X k) l % { x )  = P(x) (16)
k =1 k =  1
és, ha speciálisan P (x)=  1,
n
y,vk(x ) l l { x )= \ .  (17)
k= 1
Ha Vk(x0) 2()>0, I c = l ,  2 ,..., n, (17)-ből következik, hogy
h t ( x 0) ^ 4 - -  a« )k= 1 2?
3. A továbbiakban feltesszük, hogy minden íc-re
=  (19)
k =  1, 2 ...... n ; n =  1, 2 , . . . ;  — l ^ a J ^  +  1 .
Megjegyezzük, hogy p <  V*, mert vk{xk) =  1.
Szükségünk lesz a következő tételre: Legyen f(x) a — 1 ígasiS + 1  
számközben differenciálható és differenciálhányadosa folytonos; 
akkor, ha (19) teljesül,
n  n
H„[f] TE 2  f(Xk)Vk(x)lt(x) +  2  f'(Xk)[X- x k)n (x )  —> f(x), (2 0 )
k =1 fc=l
ahol => a — 1 a? ^  +  1 számközben való egyenletes konver­
genciát jelzi (ezt a jelölést a későbbiekben is használni fogjuk). 
Ugyanis a WniERSTRASS-féle approximációs tételből következik,
11 A továbbiakban, mivel ez félreértésre nem ad okot, a felső indexeket 
elhagyjuk.
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hogy, hogy a tetszőlegesen adott £>0-hoz van olyan P(x) poli- 
nóm, amelyre
| f(x) — P{x) | <  e, | f \ x )  — P'(x) | <  e. (— 1 g  x  g  +1) (21) 
Tehát, ha e > 0  tetszőleges előre megadott kis szám és P(x) az ehhez 
meghatározott (21)-nek eleget tevő polinóm, akkor elég nagy n-től 
kezdve:
P(x)  =  2  P(xk) vk(x) tk(x) +  2  ly (xk) (x—x k) ll(pc) (22) 
és fc=1
| Hn [ f ]  - f { x )  | -  | Hn [f - P ] +  P ( x ) - f ( x )  | g  | Hn [ f - P ]  | +  £ g  
i  Íj I fix k) -  P{xk)  | Vk (X) ll {x) +
k= 1
-2  I f\Xk) -  P {xk) | | x —Xk | llix )  +  £ <fc=l (23)
<  £ 2  I Vk{x) 1lk{x) +  e 2  1 X — Xk 11%(x) +  £ gk=1
<  £ 2  | Vfc(.x) I (*(«) +  2 £ 2  («) +  e.fc=l Ar=l
Tehát Vk(x)'>0  és (17), (18) miatt
I Hn [f] -  fix )  I <  2£ +  =  £ (2  + 1 (24)
fix) (25)
amiből következik állításunk.
4. A továbbiakban egy speciális függvénynek az interpolációs 
polinómjait fogjuk vizsgálni. Ez a függvény a következő:
[0  ha — l g  x  g  a
\{x — a)<! ha a g í c g  +  1,
ahol a a — 1 g  x  g  -f- 1 számközben tetszőlegesen felvett, de 
fixen tartott hely. Az értelmezésben szereplő p szám azonos a 
(19) alapfeltevésünkben levő p számmal. A //«[/’] az x = a  helyen 
felírható, ha a nem gyökhely. Arra az esetre, amikor a éppen 
gyökhely, rögtön vissza fogunk térni.
H n [ f ) x = a  —  2  f ( x k)  v k  i á )  1% i a )  +  2  f \ x k )  i a —x k )  l l  (a) =
k= 1 k= 1
=  2  (»*—a)PVfc(a) /*(«) +  2  Q { X k — a y r - \ a — X k )  l l i a )
a<ack a < x k
=  2  iXk—aWlia) (vfc(a)-p). (26)
a < x k
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Ez a formula egyik legfontosabb segédeszköze az egész bizonyí­
tásnak. Különösen megjegyzésre méltó, hogy az utolsó összegben 
szereplő tagok mind pozitívok (v*(a) — p2> p > 0). Az utolsó for­
mulában, ha a = Xk, minden tag 0  és az összeg értéke is 0 ; 
megengedjük tehát azt az esetet is, amikor egy gyökhely éppen 
a-ba esik és ekkor H„[f]x=a alatt nullát értünk. Kimutatjuk, 
hogy a (26) számsorozat • zérushoz konvergál. A bizonyításhoz 
bevezetjük a következő függvényeket:
0  ha — l<^x±s,a
ft {x) = . — v \ x —a)?+2-l-2v(m—a)?+1 ha a ^ x ^ d + í / u ,  v=  1 ,2 ,3 ,..., (27) 
(x —a)Q ha a+ l/v ig a ;|g  +  l.
Az fv (x) az egész — 1 5S oc +  1 számközben differenciál­
ható és differenciálhányadosa folytonos. Ez minden a -j- 1 jv- 
től különböző helyre világos. Az a-\- 1/v helyen először 
is az (x —a)P és a — v*(x—íi)?+2 +  %(x — a)í'+1 megegyezik
jmert — v3| — jí + -j- 2v|—j"J + 1 =  j , másrészt ugyanezen két
függvény differenciálhányadosa
q(x  — a)?-1  és - V (p + 2)(m —a)e+1 -f-2v (p + l) (x —a)'-‘
1 jc- 1az a +  l/v helyen megegyezik és értéke -j . Érvényes
továbbá az , , /ae.f v(x)=>f(x) ha v —yoo (28)
limesz-reláció. Ugyanis, ha s > 0  előre megadott kis szám és v
/ 1 Volyan nagy, hogy 31 — I <  e, akkor minden x-re (—
\ f , ( x ) - f ( x ) \ < e ,  (29)
mert a — 1 ig a z í t  és a+l/v^g&'íg-f-l számközben ft (x)—f(x)=0,  
az rt<sa?^;(i-|-l/tz számközben pedig
] f r(x) — /"(ír) | =  | — iz2(a?—a)c+2 +  2v(m—ft)e+1— (a?—o)f | <
A 3. pontban említett tétel szerint minden fix v-re
Un [/v]  ^f  v('U), ha 71 >oo. (31)
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Legyen most már s> 0  adott és v olyan nagy, hogy
\ f v { x ) - f { x ) \ < Y  (32)
(ez (28) miatt lehetséges) és
}(!)<¥• (3)
Egy ilyen ((32) és (33)-nak eleget tevő) v-t fixáljunk és hatá­
rozzuk meg n-1 olyan nagyra, hogy erre és az ennél nagyobb 
íi-ekre _
| H n  [ f v ) x = a  -  f v  (a) I =  I H n  [/*]®=o | <  y J (34)
ez a (31) miatt lehetséges. A (32), (33) és (34)-et figyelembevéve 
kapjuk, hogy elég nagy n-re
I Hn [f]x=a f{ti) | =  | H n [f]x=a \ =
=  I Hn [f fv\cc=a +  H n [f\jx=a \ ^ \ H  [f~fv]x=a | +  y , (35) 
\H n [ f - f v]x=a\ =
=  \ ^ ( f ( x k) -  fv (x k)) vk (a) l% (a) + j t ( f \ x k) -  fi (xk)) (a -  x k) lt (o) | ^
<  4" 2  vk(a) (1(a) +  V | f'{xk) - f i { x k) | | a - x k ] lk(a) — (36)
* 1  k=l
p n
=  ~o +  If \ x k) -  f i (x k) I \ a - x k \l%(a)
O k=l
és figyelembe véve, hogy ha x k nincs az a ^ x ^ a - \ -  1/v szám­
közben, f '(x k) = fi(xk),
it\f '{x k)—fi(xk) \ \a - x k\lUá) -  2  \f \ x k)—fi(xk)\\a—x k\lk(a) -
k =1 a<a?fc<a+l/r
=  2 ! p(xk—a)?-1+ v\xk—a)?+1 (p+2) — 2x (íc& —a)e(p +1) 11 a —x k\lk(a) ^
a < x k < a  + 1/v
s  2  (* ( T ‘+  ( D l 7 «<“> < (37)
a < X k < a  +  l / *
< Í74e+4) ( f  f  l i l a «  (ie+4) =
= (i)'<A (!)'<*.
() \ 1/ / () \v / ó
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lim 2 i(x k—a,yHt(á) =  0 .
n —>oo a < _ x k
Ugyanígy be lehet bizonyítani a
, . (a—x)9 ha
»<*> =  0  ha
függvény segítségülvételóvel, hogy
1 x  <,a
a <  x  <  +  1
A (35), (36) és (37) együtt adja, hogy
|Hn [/la;-a| =  2  (Xk — á)<! 11(a) (í.'fc(a)-(í) <  S (38)
a<xk
és ezt akartuk bebizonyítani. A (38)-ból következik, figyelembe 
véve a Vk(a)—()^ >Q> 0  egyenlőtlenséget, hogy
(39)
(40)
(41)
(43)
(43)
(44)
(45)
l im  2  (' a — x k) 9 l l ( a ) =  0 .
n—>co x]c<jx
A (39) és (41) együtt adja, hogy
n
lim 2  I a ~ x k |e lk(á) =  0 .
n—>oo /c=i
A (42)-ből következik, hogy tetszőleges fix d>0-ra 
lim 2  lk{a) — 0 ,
n—>■<» | a — x k \ ~ > ^
tehát, ha s > 0  adott fix szám,
n
y \ a —x k\lk(a) — 2 1 « —#*!$(«) +  2 I « ~ ock\lt{á) <
k = l  \a—a:fc|<2fp |a—a;t|>2fp
< 2e(. 2 l l i a )  + 22 íí(o) < 2e? ^ -  + 2 2  *£(«) ->e.
k<= 1 | a —a?k | >  ító(i la — x k  |> 2 f p
Vagyis
lim 2  \a ~ x k\lk(a) =  0 .
n —>oo Zc=1
Mivel a tetszőleges hely volt a — l g a : ^  +  l számközben, kap­
juk, hogy szigorú értelemben szabályos pontcsoportokra
lim 2  \ x —x k\lk(x) — 0 .
n —>oo k =  1
(46)
Ennek egy érdekes, de a továbbiakban nem használandó követ­
kezménye, hogy
(47)
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A (46) reláció egyenletesen érvényes az egész — +  l szám­
közben, mert két különböző a-ra képzett f{x) — fv{oc) különbségek 
ugyanazon v-re tehetők kicsivé, továbbá, ha ezt a r-t fixáltuk, a 
különböző a-kra képzett f x{x) függvényekre a I In [fr\ a megfelelő a 
helyeken ugyanazon «-tői kezdve válik kicsivé. Eöviden ezt úgy 
is ki lehet fejezni, hogy a használt becslések mind a-tól függet­
lenek voltak.
5. A bizonyítás további része a
n
^ j \ x ~ x k\lt(x)=>0, ha n —> oo (48)
A= 1
reláció felhasználásával már egyszerű. Legyen f(x) egy tetszőleges
a — +  1 számközben folytonos függvény és legyen e > 0
adott kis szám. Határozzuk meg a P(x) polinómot úgy, hogy
\f(x)~P (x)\ <  e/3, -  l g í c ^  +  l. (49)
Ez W eierstrass approximációs tétele miatt lehetséges. Jelölje
M  a \P'{x)\ maximumát a — \ ^ x g L ~ \ - l  számközben, vagyis
M =  max \P \x)\. (48) miatt elég nagy «-tői kezdve 
—1<*< + 1
| ^  P '(x ic ) ( x —x k) lk(x) I <  M 2 1 X — X k I lk(x) <  e/3, (50)
/. =i &=i
tehát elég nagy n-re
\ 2  f(xk) vk(x) ll{x )-f{x )  I =
k = í
=  I 2  f(%k) Vk(x) ll{x) +  P(x) — f(x) -  P(x) I —
k =  1
=  2  f(x k) Vk (x) ll {x) -  2  P (xk) Vk {x) lk\x ) —
k=1 k=l
- V P (x k) (x —x k) ti (x) +  P(x) — f(x) I =  (51)
k =  1
- j 2  (f{xk)—P (x k)) vk(x) lk(x) +  P{x) - f(x) —
— 2  P\Xk) {X -  x k) n  (x) I <;k=*l
^  2  I f(Xk) -  P(Xk) I Vk (A-) ll (x) +  I P(x)~ f(x ) | +
k=1
+  2 \P'(xk)\\(x—x k\ll(x) ^  +  -|- +  M 2  i x —x k I lk(x) <  e,
k= 1 3 O /c= 1
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amiből adódik, hogy tetszőleges folytonos f(x) függvényre
2  f{xk) vk (x) H (x) =► f(x), ha n ->  (52)
k =1
Az (48) és (52)-ből következik, hogy tetszőleges folytonos. f(x) 
függvényre
’E f ( x k)vie(x ) ll(x )+ 'Z d k( x - x k)ll(x )= yf(x), ha n —y oo, (52a)
*=i fe=i
hacsak a \d k \ számok a á-tól és n-től független korlát alatt ma­
radnak, amivel tételünket bebizonyítottuk.
6. Ha a pontcsoportsorozatról csak azt tudjuk, hogy szabályos, 
tehát, hogy
vk(x) 2 ; 0, k =  1 ,2 ,... ,  n; n =  1, 2 , . — lsg a j^  +  1, (53)
akkor minden s>0-hoz van olyan p, hogy
Vk{x)^ß.Q>0 k=  1, 2 ,..., n ; n = l ,  2 ,..., —l + e ^ í c ^ l  —e. (54)
Tehát érvényes a következő tétel: Tetszőleges a — l:ga?<s +  l 
számközben folytonos f(x') függvény szabályos pontcsoporthoz 
tartozó általánosított lépcsőparabolái minden a — Irgíc^g +  l 
számköz belsejében fekvő részközben egyenletesen konvergál­
nak az f(x) függvényhez. Ugyanígy, ha az (54) csak egy a 
(—l ^ ) a  íg íc 5(<;1) számközben teljesül, akkor ennek az 
a ^ x ^ b  számköznek minden belsejében fekvő részközében van 
egyenletes konvergencia.
A szigorú értelemben szabályos pontcsoportokra levezetett 
(48) relációból érdekes következtetések vonhatok le más inter­
polációs kérdések esetében is, így pl. a LAGRANGE-féle interpo­
lációs polinómok konvergencia-kérdése esetében is; ezeknek 
részletezésére azonban itt nem térünk ki.
Grünwald Géza.
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ÜBER DIE HERMITESCHE INTERPOLATION.
Es sei /’(as) eine im Intervalle —l^as^+ 1  stetige Funktion. Das 
Hermitesche Interpolationspolynom der Funktion /(as) ist die einzige 
ganze rationale Funktion von höchstens (2n—l)-tem Grade, die an 
dem gegebenen Stellen (1) mit der Funktion /'(as) zusammenfällt und 
deren Ableitung an denselben Stellen der Eeihe nach die gegebenen 
Werte djj° (k= 1, 2 ,..., n) annimmt. Die explizite Form dieses Poly­
noms ist mit den Formeln (6), (7), (8) gegeben. Das Hauptresultat 
dieser Arbeit ist der folgende allgemeine Satz: Wenn die «Punkt­
gruppenfolge » (13) so beschaffen ist, dass die Ungleichung (14) für 
alle k und n in sämtlichen Punkten des Intervalls —l< as< + l 
gültig ist, dann konvergiert die Folge (15) der Interpolationspolynome 
der beliebigen im Intervalle —lfgasjg+l stetigen Funktion fix) 
gleichmässig gegen fix), wenn nur [d£l) | <  A (wo A eine von k und 
n unabhängige Konstante ist). Die Hauptschwierigkeit des Beweises 
ist der Beweis von (48) (=> bezeichnet gleichmässige Konvergenz). 
Zu diesem Zweck beweisen wir, dass die mit der Formel (26) an der 
Stelle a gegebenen Interpolationspolynome der in (25) definierten 
Funktion gegen 0 konvergieren. Die Eelation (45) folgt nämlich leicht 
daraus. Die Konvergenz von (26) ergibt sich aus der für alle in (27) 
definierten fjx)  (i/=l, 2,...) geltende Limesgleichung (20) und aus 
der Eelation fy (x ) => fix).
Géza Grümmld.
A HAAR-FÉLE VARIÁCIÓS LEMMA 
ÉS ALKALMAZÁSAI.
Bevezetés.
A többdimenziós variációproblémák elméletében az első variáció 
vizsgálata a következő kérdésre vezet: milyeneknek kell lenniök 
a g ,vv vv . . . ,v n függvényeknek ahhoz, hogy valamely «-dimen­
ziós B  tartományban
m dC H— Vndx2
(dV= d x tdx2... dxn)
dC
dXvi dV — 0 (1)
legyen minden olyan egyszer folytonosan differenciálható £-ra, 
amely a B  határán eltűnik. Ugyanis a szokásos módszerekkel 
adódik, hogy az
I  — j f (.x'j, Xfii Zi Pi» Ps»• • •»Jpnjd^ — min.
/ dz « .  \ (2 )
I25“-  dxa ’ a ~ 1’
variációproblémának (a z értékeit a B  határán előre megadva) 
első szükséges feltétele
B
df ac a f d:
d p 1 d x t  5pa d x 2
df dC
dpn 8,Cn d V = 0(3)
minden, a határon eltűnő £-ra. (Ha ez a feltétel teljesül, z-1 a 
probléma extrémálisának mondjuk.)
A régebbi tárgyalásban az (1), ill. (3) feltételt a GriEEN-féle 
tétel ( n  =  1 esetében parciális integráció) segítségével úgy ala­
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kították át, hogy C differenciálhányadosai ne szerepeljenek benne. 
Azután felhasználták azt az egyszerű tételt, hogy a 0 az egyetlen 
olyan függvény, amely valamennyi, a határon eltűnő C_ra 
ortogonális, s így adódik az E u l e r -L agrange differenciálegyenlet:
2
d d f
d x a dp a
d± .
dz
A GREEN-féle tétel alkalmazásánál ki kell kötnünk, hogy vala­
mennyi va (ill. egyszer folytonosan differenciálható minden
Xß szerint, amit — az f  függvényre vonatkozó megfelelő feltevésen 
kívül — legegyszerűbben úgy biztosíthatunk, ha feltesszük, hogy 
a z  extrémális függvény kétszer folytonosan differenciálható. Ez 
a feltevés túlságosan erős és nem illik össze a probléma ter­
mészetével, mert hiszen a problémában csak az első deriváltak 
szerepelnek. Azonkívül nagyon megnehezíti a variációs problé­
mákra és a velük kapcsolatos másodrendű parciális differenciál­
egyenletekre vonatkozó existencia-bizonyításokat és az extrémális 
analitikus természetének vizsgálatát is.
Az extrémális kétszeri folytonos differenciálhatóságának fel­
tételét a legegyszerűbb, egydimenziós, esetben Du Bois-Reymond 
azáltal eliminálta, hogy nem C’-t, hanem a £-t tartalmazó tagot 
integrálta parciálisán és a további tárgyalást a következő lemmára 
alapította:
H a  a z  a < x < b  in te rv a llu m b a n  fo ly to n o s  u {x )  fü g g vén yre  
és  bárm ely, a z  a és b he lyen  eltűnő , a z  in te rv a llu m  belsejében  
egyszer fo ly to n o sa n  d ifferenc iá lha tó  j ( x )  függvényre  á ll a z
f  u  C d x  ~  0
reláció, a kko r  u  =  konstans.
Ez a lemma az egydimenziós esetben ugyancsak az Euler- 
LAGRANGE-féle differenciálegyenletre vezet, de abban az élesebb
formában, hogy a benne szereplő {^j) ) differenciálhányados 
létezését nem kell feltennünk, hanem bebizonyítjuk. Ha még
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feltesszük, hogy —^ =t= 0 , akkor a z  kétszer (sőt akárhányszor) 
differenciálható. Hasonlót nem várhatunk az n-dimenziós eset­
ben, mert, mint Hadamabd* egy egyszerű példán megmutatta, 
az extrémális második deriváltjai kétváltozós variációproblémák 
esetében nem szükségképpen léteznek.
Haar ÁLFRÉDnek mégis sikerült a Du Bois-KEYMOND-féle 
módszereket többdimenziós variációs problémákra átvinni. Vizs­
gálatait a Du Bois-IÍK\'MOND-iéle lemma egy általánosítására építi 
fel, amely a kétdimenziós esetben a következőképpen hangzik:2
Ha valamely síkbeli B tartományban folytonos g, u, v függ­
vényekre és bármely, B  határán eltűnő és B  belsejében egyszer 
folytonosan differenciálható £ függvényre áll az
g — — Gxy, u — Uy, v — Vx, G -f- 0  +  V  — 0 . (4)
A (4) relációt nyilván a következő alakban is ki lehet mondani:!‘ 1
1 J. H adamard, Sur les variations des integrales doubles, C om ptea  
R e n d u s  P a r is ,  144, (1907), 1092—1093. old.
2 H aar A , A kettős integrálok variációjáról, M ath, és T e rm é sze ttu d o ­
m á n y i  É r te s í tő , 35, (1917), 1 — 19. oldal; A. H aar, Über das Plateausche 
Problem, M ath . A n n a le n , 97 (1927), 124—1B8. oldal. Az utóbb idézett dol­
gozatban H aar arra az esetre is kim ondta a lemmmát, amikor g, u , v  
korlátos, mérhető függvények.
3 A HAAR-féle lemma így nyert integrálalakja a két-, ill. háromdimen­
ziós esetben szerepel H a ar2 alatt idézett dolgozatában, ill. a következő 
dolgozatban : A. Szűcs, Sur la variation des integrales triples et le tháoréme 
de Stokes, A c ta  S c ie n tia r u m  M ath., 3 (1927), 81—95. oldal. E két helyen 
csak az a speciális eset szerepel, amikor g  =  0 ; az általános eset erre a 
GREEN-féle tétel alkalmazásával könnyen visszavezethető. L. még M. Coral. 
On the Necessary Conditions for the M inimum of a Double Integral, D uhe  
M a th . J o u rn a l, 3 (1937), 585—592. oldal. Egyébként az integrál-alak a 
kétdimenziós esetben közbeeső eredményként szerepel a differenciálegyenlet- 
rendszer-alak levezetésében például H a a r 2 alatt idézett és a háromdimen­
ziós esetben Szűcs most idézett dolgozatában. A levezetésükben tehát 
burkoltan benne van az a tétel is, hogy az integrálalakból következik a 
differenciálegyenlet-rendszer-alak.
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reláció, akkor van bárom oly G, U, V  függvény, hogy
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bármely, a B  belsejében fekvő olyan T  tartományra, amelynek 
határa, S  szakaszonként folytonos érintőjű görbe,
Ennek a dolgozatnak 1. §-ában a HAAB-féle lemmára ebben 
az integrál-alakban új bizonyítást adunk. Ennek a bizonyításnak 
az az előnye, hogy egyszerre elvégezhető akárhány dimenzióban, 
míg az a módszer, amellyel Haab többdimenziós esetben bebizo­
nyította lemmáját4, rekurzív természetű, azaz az n-dimenziós esetet 
az n —1-dimenziósra vezeti vissza. (Például a 2-dimenziós esetet a 
Du Bois-REYMOND-féle lemmára, míg a tárgyalandó módszer erre 
a lemmára is új bizonyítást ad.) Egyszerűbb bizonyítást adunk 
a HAAB-lemma HAABtól és ScHAUDEEtól5 6 eredő megfordítására is.
Haab lemmáját a fentemlített (2) alakú (u. n. fix határú) 
variációproblémára alkalmazta. Ezáltal az első variáció eltűnését 
az EuLEB-LAGBANGE-féle egyenlet helyett olyan egyenletrendszerrel 
fejezte ki, amelyben az extrémálisnak csak az első differenciál­
hányadosai szerepelnek. Ezt az egyenletrendszert, amely n  — 2 
esetében a következő:
a (2) probléma HAAB-féle egyenletrendszerének fogjuk nevezni. 
A változó határú problémát Geegely0 tárgyalta a HAAB-féle 
lemma segítségével. Geegely eredményét az ú. n. hengeres eset­
ben egyszerűbb módszerekkel fogjuk levezetni.
A 2. §-ban a HAAB-féle lemmát a második variáció Jacobi- 
féle elméletére alkalmazzuk.
4 A. H aar, Zur Variationsrechnung, A b h a n d lu n g e n  M a th . S e m in a r  
H a m b u rg , 8 (1931), 1—27. old.
5 J. S chauder, Über die Umkehrung eines Satzes aus der Variations­
rechnung, A c ta  S c ie n tia r u m  M ath ., 4 (1928—29), 38—50. old.
6 F. Gergely, Über die Variation von Doppelintegralen m it einer 
variierender Begrenzung, A c ta  S c ie n ta r u m  M ath ., 2  (1924—26), 139— 146. 
oldal.
i
_ d ü _  df_  _ d V _  d f  & W
d x  dj j  ’ d y  d x  d z  d x d y
, u + v + w = o ,
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A klasszikus módszerek adják, hogy a (2) variációproblémának 
az első variáció eltűnésén kivül további szükséges feltétele:
r <« = /(!? -< ■ + d z d p a
V  _ 1 L _
a y k 9****
dC d : \
dxa dxp I dV >  0
(5)
minden megengedett (azaz B  határán eltűnő és B -ben egyszer 
folytonosan differenciálható) C'ra- A baloldalon álló integrált az 
I  integrál második variációjának fogjuk nevezni. Az (5) egyen­
lőtlenséghez viszont, mint ismeretes, szükséges, hogy a
Q ( y  i> y v - , _ V  P f y«y? (6)
quadratikus alak ne vegyen fel negatív értéket, azaz vagy pozi­
tív definit, vagy pozitív szemidefinit legyen (LEGENDRE-féle fel­
tétel). Az első esetben, amikor tehát Q pozitív definit (bármely, 
B-be eső (xv x 2, . . . x n) értékrendszer mellett), a (2) variáció­
problém át a z extrómálisra nézve elliptikusnak nevezzük; a 
továbbiakban csak elliptikus problém ákra szorítkozunk.
M ár most a klasszikus variációszám ítás a második variáció 
további vizsgálata végett minden z  extrémálishoz (feltéve z  két­
szeri folytonos differenciálhatóságát), hozzárendeli a következő, 
ú. n. akcesszorius (JACOBi-féle) parciális differenciálegyenletet:
d 2f  , V  d 2f  d u  V  d  I (B f  d u  | d * f  \
dz*  U — I d z d p a d x a d x a l d p adpp dXß ~  d z d p a / ’
ahol u  az ismeretlen függvény. E parciális differenciálegyenlet 
és a második variáció közötti kapcsolatot fejezi ki a következő 
két tétel: 1. Ha az akcesszorius differenciálegyenletnek van 
olyan megoldása, amely B-nek sem belső, sem határpontjában 
nem 0 , akkor a második variáció pozitív minden megengedett 
f-ra. 2. Ha az akcesszorius differenciálegyenletnek van olyan 
nem triviális megoldása, amely valamely, B  belsejében fekvő
19*
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síma, zárt S  felületen mindenütt eltűnik, akkor van olyan 
megengedett £, amely mellett a második variáció negatívvá 
válik. Ismeretes továbbá, hogy, ha z — z{xv  x v . . . , x n, t) a t 
minden értéke mellett extrémálisa a (2) problémának, akkor 
dzu = megoldása az akcesszorius differenciálegyenletnek.
Ezeket a tételeket Haab vitte át arra az esetre, amikor az 
extrémálisról csak egyszeri folytonos differenciálhatóságot teszünk 
fel (1. a 4 lábjegyzetet). E célból az akcesszorius differenciál­
egyenletet olyan differenciálegyenletrendszerrel helyettesítette, 
amelyben z-nek csak az első deriváltjai szerepelnek s amely 
hasonló eljárással (polarizálás) adódik az első variáció eltűnését 
kifejező HAAR-féle egyenletrendszerből, mint az akcesszorius 
egyenlet a klasszikus EuLBR-LAGRANGE-féle differenciálegyenletből. 
Haar eredményeit a 2. §-ban egyszerűbb módszerrel vezetjük 
le azáltal, hogy a HAAR-féle akcesszorius egyenletrendszer helyett 
egy akcesszorius variációproblémát vizsgálunk, amelynek Euler- 
LAGRANGE-féle egyenlete épp az akcesszorius egyenlet, a HAAR- 
féle egyenletrendszere pedig épp a most említett HAAR-féle 
akcesszorius egyenletrendszer.7
A 3. §-ban reguláris variációproblémák extrémálisának ana­
litikus természetét vizsgáljuk. A (2) problémát akkor nevezzük 
regulárisnak, ha a Q quadratikus alak minden B-be eső, továbbá 
a z, p v p^,. ■ . ,p n független változók minden értékénél pozitív 
definit.
A legismertebb reguláris variációprobléma a DiRicHLET-féle 
probléma, amelynek a harmonikus függvények, vagyis a Laplace- 
féle differenciálegyenlet megoldásai az extrémálisai. Ismeretes, 
hogy e megoldások — ha például csak kétszeri folytonos
7 Ez az akcesszorius variációprobléma szerepel a következő dolgozatban 
is :  W. T. Keid, The Jacobi Condition for the Double In tegral Problem of 
the Calculus of Variations, D u ke M a th . Jo u rn a l, 5 (1939), 856—870. oldal. 
Keid ugyancsak átviszi a JACOBi-féle elmélet egyes tételeit arra az esetre, 
amikor nem tesszük fel az extrémális kétszeri folytonos differenciálható­
ságát ; tárgyalásai azonban komplikáltabbak a mienknél.
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differenciálhatóságot teszünk is fel — analitikusak. Ezt a tételt 
többen általánosították ú. n. elliptikus parciális differenciál­
egyenletekre. Ezek az általánosítások érvényesek a reguláris 
variációproblémák extrémálisaira is, mert az elliptikus és ennél­
fogva a reguláris problémák is, ha az extrémális kétszer 
differenciálható, elliptikus parciális differenciálegyenletekre vezet­
nek. A legfontosabb idevágó eredmények a következők: H o pf8 
bebizonyította, hogy, ha egy elliptikus probléma extrémálisai 
háromszor folytonosan differenciálhatóak, akkor analitikusak. 
Speciális (lineáris differenciálegyenletre vezető) esetekben elég 
kétszeri differenciálhatóságot feltenni. Lényeges haladást jelent 
ehhez képest Morrey9 eredménye, aki az extrémális analitikus 
természetét pusztán a LiPSCHiTz-feltétel alapján bizonyítja be. 
Morrey módszere azonban lényegesen felhasználja a komplex 
változós függvénytan módszereit (a konjugált harmonikus függ­
vény fogalmát) és így a kétdimenziós esethez van kötve. A lineá­
ris differenciálegyenletre vezető, vagyis a (z, p v . . . ,  ji„)-ben 
quadratikus probléma esetén azonban jóval egyszerűbb és 
n-dimenziós esetre is érvényes bizonyítás adható, mint e dolgo­
zatban látni fogjuk. Az általános problémára azonban ezzel a 
módszerrel csak annyit tudunk bebizonyítani, hogy a második 
deriváltak majdnem mindenütt léteznek, négyzetesen integrál­
hatóak és az első deriváltak különbségi hányadosai quadratikus 
középértékben konvergálnak a megfelelő második deriváltak­
hoz.10 Egyébként eredményünk nemcsak reguláris variáció­
8 B. H opf, Über den funktionalen, insbesondere den analytischen 
Charakter der Lösungen elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung, Math. Zeitschrift, 34 (1932), 194—233. oldal.
9 Ch. B. Morrey, On the Solutions of Quasi-linear Partial Differential
Equations. T ra n sa c tio n  o f  the A m e r ic a n  M ath . S o c ie ty , 43 (1938), 126— 
166. oldal. '
10 E  dolgozat kéziratának első fogalm azványát 1939. júniusában e l­
küldtem  J. ScHAUDERnek. Schauder 1939. jú liu s 5-én kelt válaszában 
közölte velem, hogy ezt az eredm ényt ő is m eg ta lá lta  és 1939. m ájusában 
előadta a lem bergi m atem atikai tá rsu la tban . Nem tudom  m egállapítani, 
vájjon Schauder nyom tatásban közölte-e ezt az eredm ényt.
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problémákra vonatkozik, amennyiben a Q forma definitségét a 
(z, p v . .  . ,p n)-térnek csak egy véges, a szóbanförgó extrémális 
által meghatározott részében fogjuk felhasználni.
A továbbiakban az írásmód egyszerűsége kedvéért vektor­
jelöléseket használunk; például az (1) egyenletet így írjuk:
/(ő'C+ü grad£)dF=  0 ,
B
O» Q ^  p* \
~Q^r)
vektort jelenti. Ezenkívül azzal a tenzorelméletben szokásos 
megállapodással élünk, hogy, ha valamely görög betűvel jelölt 
index egy tagban két helyen szerepel egy képletben, akkor ennek 
az indexnek 1, 2 , .. .,  n  értékeire nézve összegezni kell. így 
például a (6) quadratikus alakot rövidebben így írjuk:
,= < * .....
Ezek a jelölések módot adnak arra, hogy az egész tárgyalást 
n  dimenzióban végezzük, a nélkül, hogy képleteink komplikál­
tabbak lennének, mint két dimenzióban.
1. §. A HAAR-lemma és korroláriumai.
1. A  HAAB-féle l e m m a .  Tétel. Legyen f í  egy n-dimenziós 
tartomány. g{xv ... ,  x n) és v(xv . . . , x n) legyen a B-ben foly­
tonos skaláris, ill. n-dimenziós vektorfüggvény. Ha
K { O = j ( C g  +  v g Y a d L Q d V = 0  (7)
B
minden, a B  határán eltűnő folytonosan differenciálható £-ra, 
akkor
\g d V = \'0vdS  (8 )
T  S
bármely, a B  belsejében fekvő olyan T  tartományra, amelyet 
egy síma (azaz folytonos normálisú) többszörös pont nélküli
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n-í-dim enziós S  felület határol.11 Itt u, a v-nak a külső 
normális irányába eső vetületét jelenti. Érvényes a lemma abban 
az esetben is, ha g-ről és u-ról csak azt tesszük fel, hogy 
mérhetőek és korlátosak; akkor azonban a fenti összefüggés 
nem lesz érvényes minden S-re, hanem csak, bizonyos értelem­
ben, majdnem mindegyikre. Ezen pontosan azt értjük, hogy ha 
Sí sima felületek olyan egyparaméteres serege, amelyek összessé­
gükben egyszeresen kitöltik a teret (például koncentrikus gömb­
sereg), akkor a (8) egyenlőség /  majdnem minden értékére 
teljesül Sr ra-és az általa határolt BA tartományra.
A tétel rövidebb kimondására a következő kifejezésmódot 
vezetjük be: Ha (7) teljesül minden, a B határán eltűnő, foly­
tonosan differenciálható C-ra, azt mondjuk, a (g, o) pár első 
variációja 0 és a (g, o) párt variációs párnak nevezzük.12 Ha 
pedig (8) teljesül majdnem minden, a f i  belsejében fekvő sima 
S  felületre és az általa határolt' T  tartományra, akkor azt 
mondjuk, a (g , o)-ra teljesülnek 5-ben a BAiR-féle összefüg­
gések, ill., hogy (g, u) HAAR-féle pár. Ha nem lehet félreértés, a 
tartomány megnevezését el is hagyjuk. Ezzel a definícióval a 
HAAR-lemmát így fogalmazhatjuk:
Minden mérhető és korlátos variációs pár ÜKKR-féle pár. 
Bizonyítás. Először arra a legegyszerűbb esetre bizonyítjuk 
be a lemmát, amikor v folytonosan differenciálható.
Az első variáció eltűnéséből következik, hogy, ha £ a T  
kerületén differenciálhányadosaival együtt 0, akkor
f(C g +  0 grad Q d V =  0.
11 Ha B  határa  sím a felület, akkor T  egybeeshetik _B-vel i s ; ugyanez 
a megjegyzés vonatkozik a HAAK-féle lem m a később szereplő általánosítá­
sa ira  is.
12 Például ha z a (2) probléma extrémálisa, akkor ©-szel jelölvén a
111 1 1  J L \
\dpt’ 3pt”" '  3Pn' 
vektort, , ©j variációs pár.
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Ebből a GAüss-féle divergencia-tétel alapján következik, hogy 
| f(div v —g)dV= I CvvdS  =  0 .
T  S
Mivel C egyébként tetszőleges, a variáció számítás klasszikus 
tétele alapján következik, hogy
g =  div u.
Ebből a GAUSS-tétel alapján megkapjuk a HAAR-lemmát :
I g dV = jv ,dS .
T  S
Ha t)-ról csak annyit teszünk fel, hogy folytonos, akkor előbb 
egy (G, 58) folytonosan differenciálható segódpárt vezetünk be a 
következő definícióval:
u x Un
G(x, u) = J j g(x +  u) du, 
ó o
u x Un
58(;c, u) =  J • • • J b{x  +  u )du.
o o
A képletben rövidség kedvéért G (xv . . x n, u ^ . . un), ill. 
g(xt -\-ux, . . . ,  x n-\-u^  stb. helyett G(x, u), ill. g(x +  u) stb.-t, 
duglu^... dun helyett pedig du-1 írtunk. Hogy definíciónknak 
mindig legyen értelme, feltesszük, hogy g és u a B-n  kívül is 
definiálva vannak és folytonosak. Ez nem megszorítás, mert, ha 
nem így volna, (g, o)-t a tartomány határán kívül folytonos 
függvényekkel folytathatnók.
Bebizonyítjuk, hogy, ha u\ +  u\ H------\-Un<d, ahol d tetsző­
leges pozitív szám, akkor (G, 58) első variációja is eltűnik minden 
olyan B-ben fekvő B^ben, amely a B  határától legalább d 
távolságra van. A bizonyítás a következő. Könnyű látni, hogy 
(g(x), ü(íc)) első variációjának eltűnéséből következik, hogy bár­
mely, a f í 1 határán differenciálhányadosaival együtt eltűnő, 
egyszer folytonosan differenciálható £-ra
f  [g(x +  u) C(x) +  u(íc -f- u) grad £] d V— 0 .
Bi
I
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Integráljuk ezt az egyenlőséget egymásután uv . . . ,u n szerint. 
Azt kapjuk, hogy (G (x, u), 93(x, u)) első variációja is 0 a B± 
tartományban.13 31 (x, u) folytonosan differenciálható mindegyik 
x  szerint. Ezt úgy látjuk be, hogy 93-t új integrációs változók 
bevezetésével
X1 + u1 ocn + Un
93(ai, u) = j  ... j  v(y)dy
X i  x n
alakra hozzuk. Folytonosan differenciálható 93 esetére azonban 
már bebizonyítottuk, hogy érvényes a HAAR-féle lemma. Ennél­
fogva, ha !  a jBj belsejében fekszik,
I G(x, u ) d V = u ) d S .
T S
Differenciáljunk az integráljel alatt sorban uv uv . .., un szerint 
és helyettesítsünk ux— «3= ... =  u„— 0-t. Akkor azt kapjuk, 
hogy
J g(x)dV  =  fv v(x)dS
T  S
bármely, a .Bj-ben fekvő T-re. Tartassuk d-t 0-hoz, akkor 
megkapjuk a tételt, hogy (g, v) B-ben HAAR-féle pár.
Tárgyaljuk most azt az esetet, amikor g-ről és ü-ról csak 
azt tesszük fel, hogy mérhetőek és korlátosak. Az előző bizo­
nyításmenet csak annyiban módosul, hogy a (G, 93) segédpáron 
kívül még a
«, Un
Gt{x, u )=  I ... IG(x, u)du, 
o b
u± Un
931(íc, u )— J...J93(m, u)du  
o o
egyenletekkel definiált (G1, 93j) segédpárt vezetjük be. A vég­
következtetés pedig annyiban változik, hogy a HAAR-relációk 
csak m ajdnem  minden felületre érvényesek, m ert h iszen  az
13 A ttól a feltevéstől, hogy £ differenciálhányadosai is eltűnjenek B 1 
határán, a «szögletek lekerekitése» ismert módszerével megszabadulhatunk ; 
egyébként a bizonyítás első része mutatja, hogy erre nincs is szükség.
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integráljel alatti differenciálás is csak majdnem minden felületre 
van megengedve.
2. A  R A \\i-fé le  lem m a, m e g fo r d í tá s a .  Tétel. Mérhető 
és korlátos H aab-féle pár variációs pár.
Bizonyítás. Ha g és v folytonosan differenciálható, akkor, 
ha az
jg d V = jv A S
T  S
HAAB-relációt valamely x  pont körüli gömbökre írjuk fel és a 
gömb sugarát 0-hoz tartatjuk, adódik, hogy
g — div o.
Az első variáció eltűnése ebből triviálisan következik a Gauss- 
tétel alapján. Ha g-ről és t)-ról csak azt tesszük fel, hogy mér­
hetőek és korlátosak, akkor előbb azt mutatjuk meg, integráció­
val (hasonlóan, mint a HAAR-lemma bizonyításánál), hogy a 
HAAR-féle relációk (G , 23)-ra, ill, ( G v  33^-re is teljesülnek. Ebből 
pedig a már bebizonyítottak szerint következik, hogy (Gv  Sy 
első variációja is eltűnik. Ebből differenciálással következik a 
tétel az általános esetre. (Differenciálni szabad az integráljel 
alatt, mert csak térfogatintegrálok fordulnak elő, felületi integrá­
lok nem.)
3. A  Ha a r - fé le  le m m a  á l ta lá n o s í tá s a .  Tétel. Ha egy
mérhető és korlátos (g, ») pár első variációja 0 egy bizonyos 
B tartományban, akkor majdnem minden síma S-re
K(p) =j(g<p +  o grad <p)dV= jp v ,d S
T  S
(T  az S felület határolta tartomány). Itt <p(x) egy tetszés­
szerinti, LiPSCHiTz-féle feltételnek eleget tevő függvényt jelent, 
amelyet a továbbiakban paraméter-függvénynek nevezünk. Más
szóval
(,g<P +  ü grad p, pő)
H aar -féle pár a B-ben.
Ugyanez érvényes akkor is, ha az első variáció eltűnése 
helyett azt tesszük fel, hogy (g, t>) Haar -féle pár.
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Bizonyítás. Szorítkozzunk először folytonosan differenciálható 
<p{x)-re. Az első variáció kifejezésében £(a?) helyett <p (x) £(x)-et 
helyettesítünk:
f[(gp +  v gradfOC+pb-grad C\dV=  0 .
B
Ezt úgy is kifejezhetjük, hogy
(gp +  o grad <p, <pn)
első variációja 0. Ha a HÁAR-féle lemmát alkalmazzuk, meg­
kapjuk tételünk első részét, egyelőre azonban csak folytonosan 
differenciálható p ( x ) - re. A csak LiPSCHiTZ-feltételnek eleget tevő 
yj-kre úgy kapjuk meg a tétel első felét, ha <p-1 megfelelő foly­
tonosan differenciálható függvények sorozatával úgy közelítjük 
meg négyzetes középértékben, hogy a közelítő függvények 
gradiensei négyzetes középértékben grady>-hez konvergáljanak.
Ilyen megközelítés például J ^ - , ~ ~  FouRiER-sorba
fejtéséből adódik. A tétel második fele a HAAR-féle lemma meg­
fordításából következik.
Megjegyzés. A most bebizonyított tétel látszólag triviális 
általánosítása a HAAR-féle lemmának. Mégis célszerű külön ki­
mondani, mert ellenkező esetben a bizonyításához szükséges 
fogást (y>£ helyettesítése C helyébe) kellene a továbbiakban 
gyakran alkalmaznunk. Ez a fogás különben ugyanaz, mint 
amivel a GREEN-tételt vezetik le a ÖAUss-tételből. Tárgyalásunk­
ban az általánosított HAAR-féle lemma ugyanazt a szerepet tölti 
be, mint a HAAR-féle tárgyalásban a GREEN-tétel. A későbbiek­
ben az általánosított HAAR-lemmát röviden «lemma» névvel is 
fogjuk idézni.
4. A  H aar-féle lem m a  a lka lm a zá sa  a  (2) variáció ­
problém ára. Ha z a (2) probléma extrémálisa, akkor, mint a
12 lábjegyzetben megjegyeztük, variációs pár, ahol
\  dpt ’ d p s ’ ’ dpn I
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A HAAK-lemmából adódik tehát bármely Z?-ben fekvő zárt síma 
S  felületre, hogy
ahol vv i/a, . . . ,  v„ az S  felület külső v normálisának irány­
koszinuszai. Ezt az összefüggést a (2) probléma HAAR-féle relá­
ciójának fogjuk nevezni.
A HAAR-lemma megfordításából adódik, hogy viszont, ha z 
teljesíti a HAAR-féle relációt, akkor extrémálisa a (2) variáció 
problémának.
5. A  Haar- /éle lem m a a lka lm a zá sa  változó h a tá rú  
variációs problém ákra. Tekintsük a (2) variációproblómát, 
azonban a nélkül, hogy z értékeit B  határán megadnók. A 
z =  z(xv x v . . . , x n) felületet határoló n — 1-dimenziós felület tehát 
nincs rögzítve, hanem sz abadonváltozhat azon az (xv x 2,. . . ,  x n} 
térre merőleges hengerfelületen, amely átmegy B  határán. Fel­
tesszük, hogy B  határa egy sima S  felület. Ismeretes és a 
variációszámítás klasszikus módszereivel adódik, hogy ha z az 
I  integrált e konkurrencia mellett minimummá teszi, akkor S-en 
teljesíti a
Ő r J L Ví+ J L
d p 1 l T  d p „
df
d p r ,
Vn =  0 (9)
feltételt. A klasszikus módszerek azonban megkívánják, hogy 
z kétszer folytonosan differenciálható legyen. A (9) feltételt 
Gergely6 bizonyította be arra az esetre, amikor z-ről csak 
egyszeri differenciálhatóságot teszünk fel. A következőkben 
Gergely eredményeit lényegesen rövidebben bizonyítjuk be.
Az ismert módszerrel kapjuk, hogy
K (0  = J |(“  C +  © grad :  \d V =  0 , (10)
li
mégpedig bármely, B-ben folytonosan differenciálható £-ra; 
öbbek között azokra is, amelyek S  mentén eltűnnek. Enn él­
fogva alkalmazhatjuk a HAAR-féle lemma általánosítását és kap­
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juk, hogy bármely folytonosan differenciálható p paraméter- 
függvényre
K{<p) — fp&rdS. ■
s
A baloldal azonban (10) miatt 0. Minthogy p az S  mentén 
tetszőleges, adódik a bebizonyítandó (9) egyenlőség.
2. §. A jACOBi-elmélet.
6 . A z  akcesszoriics probléma. Legyen z a (2) variáció­
probléma extrémálisa. A variációs problémának a z extrémális- 
hoz tartozó akcesszorius problémáján a következőt értjük:
J ~  J S2(u)dV= min.,
ahol1
Q( ,  = d j  , ? P f  du A f  du du 
U dz3 U '  dzdpa U dxa dpadpp dxa dXp
- £ £ * + * ■
d*f u -dudz2 ” 1 “ dzdpa w dxa Q (gr ad u). ( 11)
Az akcesszorius probléma első variációja így írható:
J’(0 = A fí2 (u ,0 d V ,  (12)
ahol Q{u, v) az ß(u) quadratikus alakhoz tartozó bilineáris alak:
3^ “ f
Q{u, v) =  - ^ u v  +
0A
— — 2 UV -j- —  — ----dz" dzdpa dxa
P f
dzdpa \w dxa 
dPf d(uv)
dv , du u —----- \-v ő3/  du dv dxa / 1 dpadpß d xa dxp
+  Q (grad u, gradw). (lí
Itt Q (a, b) a Q quadratikus alakhoz tartozó bilineáris a lak : 14
14 Emlékeztetünk arra, hogy minden görög indexre, amely valamely 
tagban kétszer szerepel, összegezni kell 1-től n-ig.
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Az Si alak segítségével az eredeti (2) probléma második variációját 
így írhatjuk:
J"(0 = jß(C )dV. (14)
B
Q(u, v) még a következőkép is írható:
ahol
Si{u, v) =  gv -f- t) gr ad v,
_  P f  gy  du
y dz® U dzdpa dxa
és a o vektor a-adik komponense:
dH , dH du 
dzdpa dpadpft dxp
Tehát az akcesszorius probléma HAAK-féle relációja a következő:
T
d - f
dzdpa
P f  d u  \  „
dpjfy f
7. Tétel. Legyen a probléma elliptikus és az extrémálisa 
folytonosan differenciálható, akkor
í. Ha van az akcesszorius problémának egy folytonosan 
differenciálható u  extrémálisa, amelyik a zárt ( azaz torlódási 
pontjaival kiegészített) B  tartomámyban sehol sem 0 , akkor a 
második variáció minden nem identikusán eltűnő megengedett 
(azaz B-ben és B  határán eltűnő és folytonosan differenciál­
ható) f-ra pozitív.
2. Ha van az akcesszorius problémának egy folytonosan 
differenciálható u extrémálisa, amely egy, a B  tartomány 
belsejében fekvő síma, zárt S  felületen mindenütt 0, de grad u 
az S-en nem identikusán 0, akkor van olyan megengedett C> 
amelyre az első variáció negatív.
3. Ha z(x, t) az eredeti problémának folytonosan differen-
• r * ,  ŐZciálható extrémálisserege t paraméterrel, továbbá z =  ™
egyszer folytonosan differenciálható függvénye x v x v ... ,  x n-nek, 
akkor z extrémálisa az akcesszorius problémának.
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Bizonyítás. 1. Legyen £ valamely megengedett függvény, 
továbbá legyen u az akcesszorius problémának B -ben sehol sem
c3eltűnő extrémálisa. Akkor —  is megengedett függvény, tehát 
(12) folytán
S s ( u ,£ ) d V =  0. (15)
Itt (13) és (10), továbbá a
ri Q)p A!
grad— =  —  grad£----- y grad«u  u u
és az
C £u  grad =  grad — grad u
identitások figyelembevételével
“• V) = ä ? 1!‘+ 2 Trtf. '-á t + °(*rMl“■ er*d k) =
=  <2(0 -  Q(grad 0  +  —  Q(grad u, grad 0  — — Q (grad u) =u tt
=  S (0  -  Q (grad C -  tt grad u) =u
— S 2 ( £ ) - Q \ u  grad— j .
Tehát (15) így írható:
jS (0 d V =  J q [u grad -£.) d V.
B  B  '  ^  '
Itt grad — nem identikusán 0 a B  tartományban, mert külön-tt
ben ~  konstans volna, ellentétben azzal, hogy £ a kerületen min­
denütt 0, belül pedig nem mindenütt 0. Mivel Q pozitív definit, 
a jobboldali integrál pozitív. Tehát (14) figyelembevételével
/"(0 > 0 .
2a. Először megmutatjuk, hogy az első variációt 0-vá tehetjük 
egy nem identikusán eltűnő, folytonos és az S  felület kivételé­
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vei folytonosan differenciálható C= Crgyd. Evégett ^-nek a 
következő függvényt választjuk:
j u  T-ben
Sl I 0  mindenütt másutt,
ahol u  az akcesszorius problémának az S  felületen eltűnő ex- 
trémálisa, T pedig az S  által határolt tartomány. Bár íj nem 
megengedett függvény, a szögletlekerekítés ismert módszerével 
adódik, hogy az akcesszorius probléma első variációja £j-re 0 , 
azaz
t1)dv=o .
B
Jelen esetben azonban
Í2(u, Q  = ß(£t, Q  = ß(Q.
(S-en belül azért, mert u — > S-en  kívül, mert mindkét oldal
0.) Tehát csakugyan
/"(Ci) =  fí2(Ct)dV>  0.
B
2b. Legyen most
Ca=  Ci+ kv,
ahol v egy később megválasztandó, a B  határán eltűnő folyto­
nosan differenciálható függvény, k egy később megválasztandó 
konstans. Nyilván
I" (Q  = jß(Ct)d V =  jß (£ 1)dV +  2k jß (£  v)d F +  k\fß(v)dV . (16)
B  B  B  B
Minthogy bármely megengedett C~ra
7*/'(0  =  jß{u , O dV—j(gc+  V grad Q d V -  0 ,
B  B
a lemmát a v paraméterfüggvénnyel az <S felületre alkalmazva 
adódik:
I ß(£v v)dV = I ß(u, v)dV= f ( g v  +  ti gradv)dF=: | vovdS  =
B  T  T  S
_  i- d^f du 
*~7 V dpadP[i d xa V? ~
— J'^Q (grad u, v)dS,
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mert S-eií u  =  0 . Azt állítom, van olyan v, amelyre ez az 
integrál nem 0. Ellenkező esetben ugyanis az S felületen
Q (grad u,v) =  0 . (17)
Kimutatjuk, hogy ez ellenmondáshoz vezet azzal a feltevésünkkel, 
hogy gr ad u  ^  0  az S-en.
Ugyanis
Q (grad u, y) =  a grad u,
ahol a az a vektor, amelynek a-adik összetevője
a„ -
d*f
dpadpp U,i'
Ha ez a skaláris szorzat 0, akkor grad zt-nak az a irányába 
eső komponense is 0. Ez az irány nem esik az S  felület érintő 
síkjába, mert különben
«1/ ~  dpadpß « v p =  Q { v )  =  0
volna, ellentétbén azzal, hogy Q pozitív definit. Másrészt 
grad M-nak az S  érintősíkjába eső komponensei mind eltűnnek, 
mert az u  az S  felületen állandó (t. i. 0). Ennélfogva (17)-ből 
következnék, hogy, feltevésünkkel ellentétben, grad u  minden 
összetevője 0 .
Ebből azonban adódik, hogy (16) jobboldala k alkalmas (t. i. 
I iJ(u, v)dV-ve 1 ellenkező előjelű és abszolút értékre elég kicsi)
T
értékeire negatív. A Cl-ből a szögletlekerekítés módszerével 
olyan megengedett C-t alkothatunk, amelyre nézve I"(Q szintén 
negatív.
3. M inthogy z(x, t) a t minden értékénél extrém álisa a (2 
problémának, a IlAAR-féle lemma szerint bármely sim a S  felü­
letre
£dv=je4S=j-§L*js.I
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Differenciálva t szerint
Ez épp az akcesszorius probléma HAAK-féle relációja u =  z -ra; 
z  tehát extrémálisa az akcesszorius problémának.
3. §. Elliptikus problémák extrémálisainak analitikus 
természetéről.
8. Feltételek. A problémához tartozó f ( x v . . . ,  x n, z , p v . . . , p n) 
a B  tartományban minden változójára analitikus. A probléma 
extrémálisa mindegyik íc-ben LiPSCHiTZ-feltételnek tesz eleget.
dz(Ennélfogva mindegyik p u =  ——  parciális derivált majdnem min-ÖXa
denütt létezik, korlátos és mérhető.) Nevezzük E-nek a c2n Jr l dimen­
ziós (x , z, p) térben fekvő (x v ... ,  x n, z (x ) , p j x ) , p n{xj)  
pontok halmazát, ahol x  a i?-ben változik. Legyen d  tetszés 
szerint megadott (akármilyen kis) pozitív szám ; H  — H d-nek 
nevezzük azt a halmazt, amely A'-ből a következő kiegészítéssel 
keletkezik: E  bármely két olyan pontjához, amelyeknek az 
(x)  =  ( xv . . x n) térbe eső vetületeinek távolsága kisebb, mint d , 
vegyük hozzá az összekötő szakaszuk pontjait is. Feltesszük, 
hogy, ha {xv . . ., x n, z ,p v . . . , p n) változórendszer H -ba esik, akkor 
teljesül a problémára a LEGENDEE-feltétel a következő erősebb 
értelemben:
bármely p-ra. (Az m  egy pozitív konstansot jelent, amely sem 
T}—tói, sem x v . . . , x „ ,  z , p v . . . ,  p n-  tői nem függ.)
Tétel, a) A z extrémális második deriváltjai majdnem min­
denütt léteznek, négyzetesen integrálhatók és az első deriváltak 
különbségi hányadosai négyzetes középértékben konvergálnak a 
megfelelő deriváltakhoz, b) Ha az f  a z , p v . . . , p n változóktól 
négyzetesen függ, akkor az extrémális analitikus.
9. Hogy a bizonyítást egyszerűbben leírhassuk, alkalmazzuk 
a következő jelöléseket:
g k(h) =  g (x 1, x v . . . ,  Xk- 1, x k +  h , x k+ u. . . ,  x n),
ahol g — g ( x v - . x n) tetszőleges függvény;
f k(h)= /'(ajj,.. x k- i ,  x k +  h, x k+i , . . . ,  x n, z k (h), p k ( K ) , . . p kn{h))
(ha csak g -1 vagy f -et írunk, azon g ( x v . . x n)-et, illetve 
f ( % v . x n, z , p v . p n)-et értjük),
j £ g  =  gk(h)-g,
//>■.. _  j í h!l
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(fc =  1 esetében nem írjuk ki a felső indexet; a h  indexet és az 
integrációs tartományt sem Írjuk ki, ha ez nem okozhat félre­
értést.)
Segédtételek. 1) L e g y e n  adva egy  LvBEm vE-értelem ben  
négyzetével együ tt in teg rá lh a tó  fü ggvény . H a a  fü g g vén y  
különbségi h á n ya d o sa in a k  n ég yze tin teg rá lja i egy h-tó l fü g g e t­
len korlá t a la tt  m a ra d n a k , akkor a fü g g vé n y  p a rc iá lis  deri­
vá ltja i m a jd n e m  m in d e n ü tt léteznek, négyzetesen  in teg rá lh a tó a k  
és a kü lö n b ség i há n ya d o so k  négyzetes középértékben (erősen) 
ko n verg á ln a k  a m egfelelő d er ivá lta kh o z .15
2) Ha egy négyzetesen integrálható (gk, o*) sorozat minden 
tagjára teljesülnek az általános HáAR-féle relációk minden sima 
S-re és a sorozat erősen konvergál egy (g, v) párhoz, akkor 
(g, u)-ra is teljesülnek az általánosított HAAR-relációk. Ha egy 
(g, u)-ra teljesül az általánosított lemma minden, L ipschitz- 
feltételnek eleget tevő ip paraméterfüggvénnyel, akkor teljesül 
minden olyan <p paraméterfüggvénnyel is, amelyet meg lehet közelí­
teni LiPscHiTZ-feltételnek eleget tevő <pk függvények sorozatával úgy, 
hogy <pk erősen konvergáljon <p-hez, grad <pk pedig grad 95-hez.
15 Sólyi, Über funktionen, die ein endliches Dirichlet’sches Integral 
haben. A c ta  S c ie n tia ru m  M ath . 10 (1941), 48—54. oldal.
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(Ezek az állítások triviálisan következnek abból a tételből, hogy 
az erős konvergenciából következik a gyenge.)
Bizonyításmenet, a) A HAAR-lemmával a p a-k különbségi 
hányadosainak négyzetintegráljaira egy differenciál-egyenlőtlen­
séget vezetünk le. Ennek az egyenlőtlenségnek segítségével be­
bizonyíthatjuk, hogy az említett négyzetintegrálok h-tói független 
korlát alatt maradnak. Az 1. segédtételből következik tételünk­
nek a második deriváltakra vonatkozó része, b) Quadratikus 
problémák esetében az eljárást ismételjük és így bebizonyítjuk, 
hogy az extrémális akárhányszor differenciálható. Az analitikusság 
Horp-nak a bevezetésben idézett tételéből következik.
Bizonyítás, a) Legyen P & B  tartomány belső pontja; jelöl­
jük a P  középpontú, r  sugarú gömböt 6 >-rel, felületét Kr-rel. 
Válasszuk B-et úgy, hogy Gm a B  belsejében feküdjék; meg­
mutatjuk, hogy a tétel a) állítása igaz a Gn gömbben. Ebből 
maga az a) állítás könnyen adódik, mert B  kitölthető ilyen Gn 
gömbökkel.
Legyen \h \< d ;  alkalmazzuk az általánosított HAAR-lemmát 
először a (■ , <B(h)j azután a j párra. Mindkét al­
kalommal Az-1 választjuk paraméterfüggvénynek. így a követ­
kező egyenleteket kapjuk:
Az-j- df(h)\dpa ) ilV = j  Az <£>(h)ydS,
Kr
Gr
Apa\d V  =  | dz<3vdS.
° P a  '  K r
Ezek az egyenletek érvényesek majdnem minden r-re. Kivonjuk 
a két egyenletet egymásból és a különbséget osztjuk h-val:
/{
Gr
ldf(h) d f)
\  dz dz) Dz +
I df(h) df
l dpa dpa Dp„ d V—jDz(<B(h)~B)4 S.
K r
Az, integráljel alatti különbségekre alkalmazzuk a Lagrange- 
féle középértéktételt és osztunk /t-val. Csekély átrendezés után 
egyenletünk a következőkép alakul:
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^ ^ D z D p M '~Gr Gr Gr
- / [
+ h  ( B k D p> +l£& ■+ B B  * #Kr
A * azt jelenti, hogy a változókat nem az (xv - .., x n, z , p t, . . .,pn) 
helyen, hanem egy, az (x t +  h, x v . . . ,  x n, z{h), p^h),. . . ,  pn(h)) 
és (xv . .., x n, z, Pj, . .., p n) pontot összekötő szakaszon fekvő 
helyen kell venni.
Ebből az egyenlőségből egy egyenlőtlenséget kapunk oly 
módon, hogy a baloldalt a Tjegendre-feltétel segítségével alulról, 
a jobboldalt a ScHWARTZ-egyenlőtlenséggel felülről becsüljük. 
(A LEGENDBE-feltétel teljesül, mivel (x*, x v . x „ ,  z*, p * ,. .., p*) 
a H -ba esik.) Vezessük be a következő jelöléseket:
m  =  j(DPaf dv ,
Gr
i(r) = J  (Dpafd S
Kr
(i(r) csak majdnem minden r-re létezik, mert Dpa csak majd­
nem minden Kr-en mérhető). Ezekkel a jelölésekkel a becslés a 
következő eredményt adja:
m /(r)< A í(r)1/® -)-Bi(r)lh +  C,
ahol A, B, C függetlenek r-től. Tekintetbe véve, hogy i(r)—T(r), 
a következő egyenlőtlenségre jutunk:
-C f =  i» !W ( l  d 8)
Azt állítjuk, hogy
4.R3
4  A * + C * + ~
J(i?)<A =  ----------- j-----—  •
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Ellenkező esetben, minthogy I(r) monoton növekvő, az (R , 2R) 
intervallumban mindenütt
Kr) >  X,
tehát (18) miatt
B *r(r)> m *I(rf 1--- ^ ----—m/.
C_
mX
azaz:
és ebből integrációval:
m i i
B P
m a
B 2 1
Ebből következik, bogy
Z(2 ií)
45*
> wi*Z?
m -/í
Vagyis ellentmondásra jutunk. Bebizonyítottuk tehát, hogy 1(R) 
a /i-tól független korlát alatt van. Szimmetria-okokból hasonló 
becslés érvényes a többi x  szerinti különbségi hányadosra is. 
Az \) segédtétel következtében tehát a pa-k deriváltjai majdnem 
mindenütt léteznek, négyzetesen integrálhatóak és a különbségi 
hányadosok erősen konvergálnak a megfelelő deriváltakhoz.
b) Most vizsgáljuk azt az esetet, amikor f  quadratikusan függ 
a z, p lt pn változóktól. Mindenekelőtt láthatjuk, hogy a
(G, S) = d I9 fd xk \ dz
párra is teljesülnek az általánosított HAAR-relációk. Ez abból 
következik, hogy
erősen konvergál (G, 58)-hoz, ha h a 0-hoz tart. Minthogy f  í
d^f ö
(z, p v . . jp„)-ben quadratikus, -  és —— ®-nak a-adik összeOOC^ÖZ ócc
tevője ilyen alakú:
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dxkdz a(x)Z  +  b{x)z -f c(x),
-dX](dv = 1«, fi(x )Pß +  d«, p(X)P(> +
ahol o, b, c, qa,(t, du,p, ea az x-nek analitikus függvényei és
7 _  9z p  _  dp^
~  dxk ’ “ ~  dxk ' •
RYegyük az — <  r  <  R intervallumban azon r-ek M halmazát, 
amelyre
.  4 ;
i(r, P) =  fP®d S <  —jj- •
Ez a halmaz mérhető. Azt állítjuk, hogy M  mértéke >  — • 
Ellenkező esetben ugyanis
/(R) -  l ( y )  = / i(r, P)dr>X 
2
volna, a már bebizonyított
W ) < i
egyenlőtlenségünkkel ellentétben.
Vegyük most M azon N  részhalmazát, amelyre
i(r, DhZ ) < 8--{ -
Hasonló okoskodással, mint előbb, megmutatjuk, hogy N  mér­
téke > - 7T-o
Alkalmazzuk a HAAR-lemmát a
I G(h) -  G aS(A) -  as \
\ h ’ h !
párra DZ paraméterfüggvénnyel.
Az a) alattihoz hasonló eljárással kapjuk, hogy
m U < A tU'i* +  Bxn^ +  Gv ( U = j D P l d V ,  u = j  DPI dS)
Gr Kr
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Ebből a differenciálegyenlőtlenségből, hasonló meggondolást és 
eljárást alkalmazva, mint a)-ban eljutunk a (18)-hoz analog 
következő differenciálegyenlőtlenséghez:
B \U ' m2
C/ 2 -  4
Integráljuk az egyenlőtlenséget az N  halmazon. Mivel
f w d r A w dr
1
es
azért
r  m2 to2 R
J  T " - T " 8 ’
< í
<
T/ ü \ m2J? 
) — 32
Ebből pedig, hasonló meggondolással, mint aj alatt, következik, 
hogy JPa deriváltjai is, tehát, szimmetria okokból, z összes 
harmadrendű deriváltjai léteznek, majdnem mindenütt 7>-ben 
és négyzetesen integrálhatóak a B-ben fekvő minden olyan 
gömbben, amely olyan, hogy a vele koncentrikus 4-szeres sugarú 
gömb is még H-ben fekszik. Természetesen igaz ez a tétel az 
olyan tartományokra is, amelyek véges sok ilyen gömbbel beburkol- 
hatóak, tehát B  belsejében fekvő, B  határától pozitív távolságra levő 
bármely tartományra is. Ugyanígy bebizonyíthatjuk a negyedik, 
ötödik stb. differenciálhányadosok létezését is. Ennélfogva z a 
7?-ben akárhányszor (és ennélfogva akárhányszor folytonosan) 
differenciálható. Hopp10 tétele értelmében azonban 2  kétszeri 
folytonos differenciálhatóságából következik, hogy z analitikus. 
Tehát a mi esetünkben is az extrémális analitikus.
Ezúton is hálásan köszönöm Dr. Kalmár László magántanár 
urnák, hogy dolgozatomat átnézte és tanácsaival több tételnek és 
bizonyításnak megszövegezését egyszerűbbé és elegánsabbá tette. 
_________  Sólyi Antal.
L. c. 8.
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DAS HAARSCHE LEMMA 
IN DER VARIATIONSTHEORIE UND SEINE 
ANWENDUNGEN.
E s  w u rd e  d a s  ÜAARSche L e m m a  u n d  s e in e  U m k e h r u n g  m it  e in e r  
n e u e n , n ic h t  r e k u r s iv e n  M eth od e fü r  d e n  n -d im e n s io n a le n  F a ll  b e ­
w ie s e n  u n d  m it  H i l f e  e in e s  e in fa c h e n  K u n stg r iffe s  h a n d h a b lic h e r  
g e m a c h t . D ie  T r a g w e ite  d ie ser  fa s t  t r iv ia le r  U m fo r m u n g  w u rd e  h e i  
P r o b le m e n  m it  v a r ia b le n  B e g r e n z u n g  u n d  b e i d er  JA co B isch en  T h eo r ie  
d er  z w e it e n  V a r ia t io n  g e z e ig t . E s  w u r d e n  e in ig e  d a z u g e h ö r ig e  k la s ­
s is c h e  S ä tz e  m it  d e n  HAABSchen M e th o d e n  d u r c h s ic h t ig e r  u n d  k n a p p er  
b e w ie s e n , a ls  b is h e r  b e k a n n t  w ar. F ü r  d e n  F a l l  e l l ip t is c h e r  P r o b lem e  
h a b e n  w ir  fo lg e n d e n  (m e in e s  W is se n s  n a c h  n e u e n ) S a tz  b e w ie se n . E s  
se i d a s  P r o b le m
xn, z , pv ..., pn)dxt ,..., dx„ — 0
e llip t is c h . (z  =  z (xv ..., xn, pv ..., pn) b e d e u te t  d ie  E x tr e m a lfu n k tio n ,
dz \
Pk= 7hc~'j ^ern cr  «ei f  in  a lle n  s e in e n  V e r ä n d e r lic h e n  a n a ly t is c h .
U n s e r  R e su lta t  la u te t  d a n n  fo lg e n d e r m a sse n . W en n  z  e in e r  L ipschitz- 
sc h e n  B e d in g u n g  g e n ü g t , d a n n  e x is te r ie n  d ie  z w e ite n  A b le itu n g e n  fa st  
ü b e r a ll  u n d  s in d  q u a d r a t is c h  in te g r ie r b a r . W en n  a u sse r d e m  f  v o n  d en  
V e r ä n d e r lic h e n  z ,p 1, . . . , p n q u a d ra tisch  a b h ä n g t, d a n n  i s t  z  a n a ly t is c h .
Anton Sólyi.
TÖBBTESTPKOBLÉMA A KVANTUMELMÉLETBEN.
Együttes rendszerré összefoglalt részecskék állapotának leírása 
a kvantumelmélet legmélyebb és legszebb fejezetei közé tarto­
zik. Gyakorlati szükségletként a többtestprobléma elsősorban 
elektronok esetében jelentkezik az atomspektrumok leírásában. 
A Schrödinger- és a DiBAC-féle hullámegyenletek pusztán egy 
elektron kvantumelméleti mozgásegyenletei és így csak a hidrogén- 
atom és a hidrogénszerű atomionok tárgyalására alkalmasak. 
A heliumatomtól kezdve a többelektron kérdésével állunk szem­
ben. A sugárzás terében mozgó elektronok esetében pedig a 
feladat már elektron-foton többtestproblómává bővül.
A feladatkör szakszerű felosztását a gyakorlat szabja meg. 
Vannak esetek, mikor a folyamatokban résztvevő részecskék 
száma pontosan meg van határozva és viszont előfordul, hogy 
teljesen határozatlan halmazokban lépnek bele olyan processzu­
sokba, melyek eltűnésükre, ill. keletkezésükre is vezetnek. így 
például az atömspektrumok tárgyalásánál az atom elektronjai­
nak száma változatlanul adottnak tekintendő, a sugárzási tér 
fotonjainak száma pedig határozatlan, sőt az emisszió és ab­
szorpció e szám folytonos megváltoztatását vonja maga után. 
Ugyanilyen jelenség a párképződés, ill. szétsugárzás is, mikor 
^-kvantumból elektron és pozitron keletkezik, ill. a két utóbbi 
egyesülése ^-kvantumot eredményez.
Meghatározott számú részecskék tárgyalása a kompozíció 
módszerével, határozatlan, ill. változó számú részecskéké pedig 
a szuperkvantálás módszerével történik. Sokszor a két módszer 
együttesen alkalmazandó, így például mikor rendszerünk adott 
számú elektronból és határozatlan számú fotonból áll.
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A jelen dolgozat célja a szuperkvantálás, különösen az elektro­
mágneses tér kvantálásának részletesebb ismertetése. Ezt új 
módszerrel és az irodalomban található hiányok helyesbítésével 
ejtjük meg. Teljesség kedvéért azonban a kompozícióról is egészen 
röviden megemlékezünk.
K om pozíció . A klasszikus mechanika több testecske mozgását 
lígy írja le, hogy minden tömegpontra külön-külön felállítja a 
mozgásegyenleteket, melyekben az adott külső tértől és a többi 
részecskétől származó potenciálok helyet foglalnak. A megoldás 
részletesen számot ad minden egyes tömegpont pályájáról és 
mozgásának időbeli lefolyásáról. Könnyen belátható, hogy ezt az 
eljárást a kvantum-mechanika már analitikai okok miatt sem 
másolhatja le. Egy-egy részecskének, például a /hadiknak Schrö- 
n inger- vagy DiRAC-féle mozgásegyenlete ilyen alakú:
h d(pk
i  dt
+  Hkípk — 0 , ( 1 )
ahol H k a részecske energia- vagy HAMii/roN-operatora, <pk pedig 
az állapotfüggvénye. Ez a </>k csak akkor jellemzi kizárólag a k- 
adik részecskének állapotát, ha a t időn kívül csak a részecske 
■J'k , yk, zk koordinátáit tartalmazza. Már most egyszerűen lehetet­
lenség, hogy k = í , . . . , n  esetében az (1) szimultán differenciál- 
egyenletrendszer (pk — ipk(xk, yk, zk, t) alakú megoldásokat szol­
gáltasson, hiszen a H k energiaoperátor potenciális része a többi 
tömegpont koordinátáit is tartalmazza. Külön állapotfüggvények 
csak akkor léphetnek fel, ha a kölcsönhatás elhanyagolható. 
Az elmélet rendkívül érdekes meggondolásokat fűz ehhez az 
esethez, mely azonban gyakorlati szempontból a tulajdonképpeni 
feladat 0-adik közelítését jelenti csak.
Ha tehát a kvantummechanika nem engedi meg kölcsönhatásban 
levő részecskék külön állapotfüggvényeit, az egész rendszer (/’ állapot­
függvénye iránt kell érdeklődnünk: <J)=i/>(xv yv zv ...,xk, yk,zk,...,t). 
Ennek meghatározása úgy történik, hogy az egész rendszerre 
ugyancsak
(2 )
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alakú mozgásegyenletet posztulálunk. Dirac megmutatta, hogy 
általános elméleti okok kívánják a hullámegyenletnek ezt az 
alakját. Az azóta felfedezett mezon hullámegyenlete is ilyen 
alakú, bár bizonyos kezdeti feltételek is hozzájárulnak. 7/ most 
az egész rendszer energiaoperátora, vagyis összege az egyes 
részecskék kinetikai energiaoperátorainak és a köztük fellépő 
potenciális energiának. Világos, hogy a szóbanforgó módszer, 
mely (2) integrációján alapszik, csak akkor használható, ha a 
részecskék kölcsönhatása koordinátáik függvényeként fejezhető 
ki. Atomok tárgyalásánál tényleg a legtöbb esetben megelégszünk 
az elektronok CouLOMB-potenciáljával, bár világos, hogy mozgó 
elektronok még egyéb, időlegesen terjedő elektromágneses hatást 
is kifejtenek egymásra. p  meghatározásának gyakorlati módja 
rendszerint abban áll, hogy 0-adik közelítésként a részecskék 
kölcsönhatásától eltekintünk és azt mint kicsiny zavart a 
perturbációszámítás módszereivel vesszük tekintetbe. A kölcsön­
hatástól mentes esetben nyilvánvaló, hogy tp  következőkép adódik 
az egyes részecskék állapotfüggvényeiből: ip== 2 'a i...„ 9b f a . . .<pn- 
A (p  vektortér tehát megfelel a (px, <pv ...,<pn vektorterek kompo­
zíciójának. Ismeretes az a mindmáig meg nem okolható tény, 
hogy a természet a sok lehetséges <p közül csak a szimmetrikus 
és antiszimmetrikus ip-k létjogosultságát ismeri el.
S zu p erkva n tá lá s . Idézzük emlékezetünkbe, hogy a kvantum- 
elmélet elsőszülöttére, a fekete sugárzás elméletére sajátságos 
nehézség veti árnyékát. A fekete sugárzás első alakjában a 
kvantált oszcillátor és a klasszikus elektromágneses tér kölcsön­
hatásának elmélete. E szerint az oszcillátor vagy rezgő elektron 
csak órák vagy napok alatt gyüjthetné össze azt a sugárzó 
energiát, mely például fémből való kilépésre képesíti, holott a 
tapasztalat szerint a kilépés rögtön követi a megvilágítást. Ezt 
a nehézséget véglegesen csak D irac oldotta meg az elektro­
mágneses tér kvantálásával, általános elméleti alapra helyezve 
ily módon az EiNSTEiN-fóle fotonfeltevést. Dirac eljárása abból 
a belátásból ered, hogy az elektromágneses tér — mint az
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egész rendszer egy része — nem szerepelhet klasszikus alakjá­
ban, hanem ugyancsak kvantálásnak vetendő alá.
Míg a részecske mozgását a koordinátái, tehát egyszerű időfügg­
vények határozzák meg, addig az elektromágneses tér négy poten­
ciállal jellemezendő, melyeknek mindegyike téridőfüggvény. Olyan 
rendszer kvantálását, melyet csak ilyen téridőfüggvónyekkel írha­
tunk le, szuperkvantálásnak vagy H eisenberg és P auli szerint 
helyesebben hullámterek kvantálásának nevezzük. Az első elneve­
zés onnan ered, hogy az eljárást az elektromágneses téren kívül 
(2) alakú hullámegyenletekre is kiterjesztjük, tehát ezeket mint 
kvantált mozgásegyenleteket újból kvantálásnak vetjük alá. Az 
időbeli sorrendnek megfelelően először az elektromágneses tér 
kvantálásával akarunk foglalkozni.
Ennek szinte egész külön irodalm a van. A téregyenletek 
ugyanis sajátságos elfajulást m utatnak, mely megakadályozza, 
hogy a HEisENBEjRG-PAULi-féle általános eljárást m inden további 
nélkül alkalmazzuk. A MAXWELL-egyenletek egyike:
d iv  (5 =  4 ttq (3 )
n e m  t a r t a lm a z z a  u g y a n i s  a  s k a lá r is  p o t e n c i á l  i d ő s z e r i n t i  d if fe r e n ­
c i á l h á n y a d o s á t  é s  e n n é l f o g v a  n e m  h o z h a t ó  k a n o n i k u s  a la k r a . 
E z t  a  n e h é z s é g e t  e g y  n e m r é g  m e g j e l e n t  d o lg o z a t b a n  ú g y  i g y e ­
k e z t e m  e lk e r ü ln i ,  h o g y  (3 ) -b ó l e x p l i c i t e  k i f e j e z t e m  a  s k a lá r is  
p o t e n c i á l t  é s  a z t  a  t ö b b i  M A X W E L L -eg yen letb e  h e ly e t t e s í t v e  f e l ­
á l l í t o t t a m  a z  íg y  k ia d ó d ó  n e m  f ü g g e t l e n  r e n d s z e r  H amilton- 
f i i g g v é n y é t .  A z  e l j á r á s  m é g  a n n y ib a n  h iá n y o s ,  h o g y  i l y  m ó d o n  
e l s ik k a d  a  C ou L O M B -en erg ia , a m e l y  t e h á t  k ü ls ő  t o ld a lé k k é n t  
k e r ü l  a  r e n d s z e r  ö s s z e n e r g iá j á h o z .  A  k ö v e t k e z ő k b e n  o ly a n  ú j 
e l j á r á s t  a k a r o k  k ö z ö l n i ,  m e ly  e g y f e l ő l  m e n t e s  e t t ő l  a  h iá n y t ó l  
é s  m á s f e lő l  n e m  f o ly a m o d ik  a  p o t e n c i á lo k  F o u R iE R -fe lb o n tá s á -  
h o z ,  a m i  a z  á t t e k i n t h e t ő s é g e t  m i n d e n e s e t r e  f o k o z z a .  A z o n k ív ü l  
a lk a lm a s  a r r a , h o g y  a  s z a b a d o n  v á la s z t h a t ó  m e g o ld á s o k  s o k ­
r é t ű s é g é t  i s  f e l t ü n t e s s e .
Első és főfeladatunk, a MAXWELL-egyenletek klasszikus H amilton-
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függvényének megszerkesztése. A tér kvantálása ezután már csak 
gépies eljárást jelent.
A speciális relativitás elméletének x v x 2, x 3, x i =  ict négyes 
terében dolgozunk. A négy koordináta összefoglaló jele x. 
A négyes potenciál tpv <p2, <p3 komponense megfelel 21 vektor- 
potenciál komponenseinek, <pt pedig jelenti i<P-1, hol d> a skalá­
ris potenciál. Hasonlóan jelenti a négyes áram sv  s2, s3 kompo­
nense a közönséges hármas áramot, míg s4=  íq, hol p az 
elektromosság térbeli sűrűsége. Az © elektromos térerősség 
három komponense ifki (k =  1, 2, 3), a mágneses térerősség 
komponensei pedig f28, f3V f12, ahol frs— ~ ~  — ~ L  vagy rövi­
debben f rs~  d,.<ps—ds<pr * Felhasználva a relativitás elméletében 
régóta általánossá vált megállapodást, hogy kétszer előforduló 
index összegezést jelent erre az indexre 1-től 4-ig, a négy 
MixwELL-egyenlet így írható:
drfkr =  4rcSfc, (k — 1, 2, 3, 4). (4)
Az S/c-k megadott téridőfüggvények, melyek azonban a
dksk =  0 (5)
korlátozó feltételnek vannak alávetve. Ez a kontinuitási egyen­
let rögtön következik (4)-ből, ha mindkét oldalára a dk operatort
alkalmazzuk és tekintetbe vesszük, hogy dkT= dxkdxr a fc-ban
és r-ben szimmetrikus, f kT pedig antiszimmetrikus. Ha (4)-t a 
potenciálok segítségével fejezzük ki, a következő egyenletrend­
szerre jutunk
d%pk— dk(dr<p,) — —in s k. {k =  1......4) (6)
ő2Itt df.r — 2 ' a négyes LAPLACE-operátor, melyet ezentúl □ -  
val akarunk jelölni.
Szemléletesség kedvéért néhány közkeletű elnevezést és össze-
* A parciális d. hányadosnak ez az áttekinthető és nyomdatechnikai 
szempontból rendkívül előnyös jelölése a folyóiratokban mindinkább tért 
hódít.
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függést, mely közönséges vektorokra érvényes, átviszünk négyes 
vektoroperátorokra. Bevezetjük a V — (Pi> d8> ^4) vektor-operátort 
és például (5) baloldalát (y ,  s) skaláris szorzatnak tekintjük. (5)-t 
tehát úgy interpretáljuk, hogy s merőleges y -ra . Ha egy vektor­
operátor komponenseinek négyzetösszege 1, akkor egységvektor-
operátornak nevezzük. Ily értelemben (& —1,...,4) a y  vek-
t
tornak megfelelő egységvektor. Itt □  * az az operátor, mely 
önmagára alkalmazva □  reeiprok operátorát adja. A mi négyes 
terünkben létezik (végtelen sokfélekép választható) három egymástól 
független, egymásra és a y -ra  merőleges, egymással és y-val fel­
cserélhető egységvektoroperátor a, 6, c. Az a komponensei av a2, 
aa, ai stb. Az állítás helyességét legegyszerűbben úgy látjuk be, ha 
az F(xv xv x 3, íc j függvényt, amelyre y - t  alkalmazzuk, négyes 
FouRiER-sorba fejtjük, y ,  a, b, és c ekkor közönséges négyes 
vektorokba mennek át. — A következő szkémában
«1 h C3 dtn  ”•
O/Q dJ3~*
a3 b3 d p - l
ai h
tehát minden oszlop vagy minden sor elemeinek négyzetösszege 
1, viszont két oszlop vagy két sor megfelelő elemeinek szorzat­
összege 0. Az alábbiakban alkalmasan konkretizáljuk majd az 
a, b, c vektorokat.
Nyilvánvaló, hogy e vektorok bevezetése igen célszerű, m ert 
ágy a MAXWELL-egyenletek, m in t a Schrödinger- és DiRAC-féle 
hullámegyenletek invariánsak avval a transzformációval szemben, 
m ely a négyes potenciált egy gradienssel növeli: <pk —*-9>k + dk<p. 
A gradiens az em litett egyenletekből kiesik. Ezt a tulajdon­
ságukat nevezzük mértékinvarianciának.'*1
Ennélfogva ajánlatos a négyes potenciált egy a y  irányba eső 
gradiensre és egy arra merőleges transzverzális részre bontani. 
Fizikai szerepet csak az utóbbi játszhat. Legyenek ennek kom­
* H. Weyl «Eichinvarianz»-a.
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ponensei az a, b, c irányokban Q a , Qb, Q< - Akkor teljes általános­
ságban írható:
<Pk =  (íkQa +  bkQb +  Cfcöc +  dk<p, (A = 1 , .  • . , 4 )  (8)
Hogy ez a felbontás mindig lehetséges, onnan következik, 
hogy (8 )-ból Qa, Qb, Qc és tp meghatározhatók. Szorozzuk meg 
ugyanis (8) két oldalát például a^-val (négyes összegezés!), akkor 
(7) oszlopainak tulajdonságai alapján:
Qa =  («. <p). (9)
A őfc-val való szorzás eredménye pedig \Z\(p =  ( y ,  <p).
Helyettesítsük a ^-komponensek (8 )-beli kifejezéseit (6)-ba, 
akkor <p a mértékinvariancia folytán természetesen kiesik és a 
következő egyenletrendszer áll elő :
akUQa +  bktQQb +  c k [ I } Q c =  — í-ns/,-. (s =  1 , . . .,4) (10)
A szeparálás könnyen keresztülvihető. Szorozzuk meg (10)-et 
a,r, ill. ill. C/<;“V3j1j akkor iiyorjük
O Q „  =  —  47r(a, s), ' \ Z \ Q b —  4'7t(0, s), □  Q c  =  — 4rc(c, s). (11)
A őfe-val szorozva ismét a kontinuitási egyenletet kapjuk.
A (11) rendszer teljesen egyenértékű (10)-zel, tehát az eredeti 
(6)-tal is.
Eljárásunkkal két eredményt értünk el. A négy nem független 
^-komponenst helyettesítettük a három független Q a ,  Q b ,  (?<rvel 
és evvel egyszersmind a (6)-beli téregyenletet háromra redukáltuk. 
A másik jóval fontosabb eredmény, hogy a (11) rendszer nyomát 
sem mutatja az eredeti nehézségnek, mert mind a három egyenlet 
kanonikus alakra hozható. Tegyük ezt meg az elsővel. Q a  kon- 
jugált impulzusát Pa-nak nevezzük. Némi kombinációval könnyű 
Qa-nak és P a-nak olyan Ha függvényét megszerkeszteni, hogy 
a belőle eredő kanonikus egyenletek:
P a  =
Ölig , ? dH a 
dQa 1 d{diQ„) (t =  1, 2, 3) ( 12)
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éppen a (11) első egyenletét szolgáltassák. Ilyen függvény
H a =  2 nc*Pl +  W J a f  +  (d,Qa?  +  (d/Ja?} -  (a, s)Qa. (13)
(12) szerint a kanonikus egyenletek most a következők:
Qa = 4nc*Pa, P a =  (a, s) +  ~ldi(diQ a). (t =  l, 2 , B)
Az első egyenletből
1
“ 4;rc# Ja‘
Ezt behelyettesítjük a másodikba. Akkor
diiQa— Qa — — 4jr(a, s) vagy rövidebben □ ()„  =  — 47r(a, s).
H eisenberg-Pauli szerint a H a-nak  térbeli in tegrálja — a tény­
leges HiMiLTON-függvény —  a Qa változónak megfelelő tér­
energiát szolgáltatja:
E a—J  Hadi. ' (14)
(12)-höz teljesen hasonló kifejezést nyerünk H , - r e  és H c-re. 
Eb és Ec a Qb, ill. Qc változókhoz tartozó térenergiák.
Ha a négyes áram 0, a sugárzási térrel van dolgunk. A meg­
felelő felülhúzással jelöljük:
Ha =  2n<*PZ +  ~  [(dt Qa?  +  (daOa?  +  (d3Qa?l. (15)
Azonos szerkezetű kifejezések érvényesek Hb-re és Hc-re.
Az ökonómia megköveteli, hogy a végtelen sok lehetséges 
a, b, c vektoroperátor közül a lehető legegyszerűbbeket válasszuk 
ki. Legyen a, b merőleges nemcsak a négyes y vettorra> hanem 
egyszersmind annak térbeli részére is, melynek komponensei 
dx, 9a, d3. Két és csakis két ilyen egymástól független vektor 
tényleg létezik. Követelésünk így szól:
drar — 0, drbr = 0 ,  (r — 1, 2, 3, 4) és (r
a4 =  0, =  0.
Matematikai és Fizikai Lapok XVLIII.
1, 2, 3), tehát
(1 6 )
n
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Ekkor a c vektor teljesen meg van határozva. (7) utolsó sora 
szerint
Ci +  ^44[I]_1 = 1)
viszont az utolsó oszlop szerint
9,4tD -1 +  AD-1 =  l,
hol A a hármas LAPLACE-féle operátor. Ennélfogva
c^  =  A D _1, vagyis c4 =  A*lir®. (17)
Az első és negyedik sor sorozatösszegéből ctc4 +  ő44l] _1 =  0, 
miből _ i_ 1
c1 =  — d1(dt A  ®U aj és hasonlóan
. 1 1  1 1  (1?) 
ci  =  — d3i(di A  »□  *), c3 =  — ő3(ő4A *□ ®).
A Ha és Hb kifejezéseiben szereplő (a, s) és (6, s) most már 
közönséges hármas skaláris szorzat. Viszont a Hc-ben fellépő 
hasonló tag
(c, s) =  A ” 0 _*s4. (19)
(18)-ból látható, hogy cv  c2, c3 hármas gradiens. Ez közelfekvővé 
teszi a gondolatot, hogy a gradiens negyedik komponensét azonos 
átalakítássel c4-be is belevigyük:
c4 =  A sD -i +  d4(d4A ^ D - i )  -  ö4(a4A -* n -5 ) =
_ l , _ t  .
=  A *□ 5 _ ő 4(d4A *□ *).
A ct-, c2-, c3-ban fellépő hármas gradiens hozza magával, hogy 
a sugárzás irodalmában a potenciál «longitudinális» kompo­
nensével is hosszasan foglalkozni kell. A c4-en végzett átalakítás 
révén most mint négyes gradienst a mértékinvariancia miatt 
egyszerűen elhagyhatjuk. Ezáltal új c vektort nyerünk:
ct =  0, c3 =  0, c3= 0 ,  c4 =  A “5!U®. (21)
Az új c vektorral is
3:20
(c, s )  =  A  ® D ® s 4. (2 2 )
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c már nem merőleges V 'ra> nem is egységvektor és csakis a 
mértékinvarianciának köszöni létjogosultságát. A
0e =  A*D"5ttf (23)
helyettesítés (8) szerint a potenciálok következő előállítására 
vezet:
f i  =  O ' i Q a ^ r  b 1 Q b ,
f i  —  o > i Q a  +  b i Q b ,  ^
f a ~  a a Oa +  b a Q b ,  
f i =  i 0 -
(22)-t és (23)-1 a □ Q c =  — 47r(c, s) alapegyenletbe helyettesítve 
látjuk, hogy az új 0  most a PoissoN-egyenletet elégíti ki:
A 0  —  — (25)
0  tehát az idő nélkül terjedő CouLOMB-erő potenciálja. A neki 
megfelelő energia
E *  =  j l í , i ,  d z ,  hol (26)
H *  =  -  ~  [{&ßf r  ( W f  +  ( Ő . / m  +  q0 .  (27)
(27)-ben konjugált impulzus nem lép fel, ami azt jelenti, hogy 
a CouLOMB-energia kvantálatlan marad.
Ha (15) mintájára (27) jobboldali második tagjának elhagyá­
sával bevezetjük a
H *  =  -  - £  [ ( W  +  ( W ?  +  ( b - ß f ]  (28)
kifejezést, akkor parciális integráció után
j H . j . d r  =  ~  jd >  A 0 d z  =  - —  j  ( i 0  d z .  (29)
Hfl, H b és H,j, integráljainak összege adja a keresett klasszikus 
HAMiLTON-függvónyt. Evvel feladatunk első része be is fejeződött. 
De tekintettel arra, hogy a kvantummechanika az elemi részecs-
21*
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kéket ponttöltésekként vezeti be számitásaiba, hátra van még, 
hogy eredményeinket ilyen értelemben átírjuk.
Legyen a részecskék száma n, tömegük mv ...,m n, töltésük
e1...... e„. A ft-adik részecske koordinátái X k, Yk, Zk. Összefoglaló
jelük X k. Ekkor a töltéssűrűség
q  e kd ( x — X k ) , (30)
k
hol d  a DiRAC-féle szinguláris függvény. Az áram sűrűség kom­
ponensei
1 - 1
s t  — — % e kd ( x  — X k) X k, s2 =  — % e kd ( x — X k) 1  k,
c k  ^ o k (31).
S3 =  — 'Eekd(x — X k) Zk.
Ha a részecskék DiRAC-féle egyenletet elégítenek ki, akkor
"7 x k = rí. - j Y k =  r i  =  m
T v  T% Ts> HiRAC-féle mátrixok. Ennélfogva
Sj =  V d ( x  — X k) y \  stb. (33)
k
Most sorban meghatározhatók a (13)-beli Ha, Hb és a (27)-beli 
H,/, kifejezések utolsó tagjainak térbeli integráljai.
í(a, s ) Qadz = Y e kJ’(a, y k) d ( x - X k) Qadr =  2  ek(a, y k) Qa(Xk). (34)
^ k J k
f(6, s)Qbdz — 'Zek(b, s)Qb(Xk). (35)
* k
I (jM t = 'Eek \d (x—X k) <J>dr =  2  ek $ (X k). (36)
k J k
Mivel ponttöltés esetén
0  = 2 — , hol ri =  / ( x - A i)* + -  +  - ,  (37)i V
azért
0(X k) = 2  —~  > rik = V —Xi)a-f----- 1— . (38)
i "ifc
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(36) tehát még írható
(39)
i  k  •  ik
Tekintetbe véve (24) utolsó egyenletét a /c-adik részecske 
Drr.Ac-íele energiaoperátora a következő
H£= ek(J>{Xk) +  c ( r fc, p k-  ^  ?(**)) -  mk<?rk. (40)
A többtestproblém ára most két lépésben megyünk át. Ha egy 
p illanatra  eltekintünk a kölcsönhatástól, akkor a kompozíciós 
eljárás szerint a rendszer HAMimoN-operatora
k
A kölcsönhatást úgy vesszük tekintetbe, hogy az elektromágneses 
tér I Hadv, I Hbdz, jH+dr energiáit hozzáadjuk és a if/?-ben 
szereplő <pv <pt, y3 komponensek helyébe (24) megfelelő kifeje­
zéseit helyettesítjük. Tehát
H = 2  J c*0 (Zfc) +  c [r\  jp* -  ^  [aQ„(J*) +  feQb(X*)]) -  mfcc2r fc} +  
+  J Hadz -r jt íb d r  A I H$dz.
(34) (35) és (36) alapján nyilvánvaló, hogy az összeg jele alatt 
álló rész Jhek<P(Xk) tagja kiegészíti jH ^dr-1 a teljes (/f^dr-vá, 
hasonlóan a — efc(^fc, a)Qa(Afc), ill. ~ e k{yk, h)Qb(Xk) tagok a 
J Hadz-t, ill. I líhdz-t a teljes \H adz, ill. \ Hbdr energiakifejezé­
sekké. A kiadódó kanonikus egyenletek ennélfogva teljesen meg­
felelnek az elektromágneses téregyenleteknek. Megjegyezzük még, 
hogy H  első és utolsó tagjának összege (36), (39) és (29) szerint
A teljes H operátort először F ermi állította fel FouRiER-sorba 
fejtett alakban és ebben a formában átment az irodalomba is. 
Hangsúlyoznunk kell azonban, hogy nem minősíthetjük korrekt-
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nek, hiszen bizonyos szükséges kiegészítések elmulasztása miatt 
még klasszikus szingularitásokat is tartalmaz. A helyesbítés 
röviden megejthető.
Ismeretes, hogy Dirac egyenletében a részecske tehetetlenségét 
a külön bevezetett mk tömeggel írjuk le és nem talán önterének 
visszahatásaképpen. Ez az oka annak, hogy a részecske saját 
tere nem léphet fel az egyenletben szereplő és a teret megadó 
potenciálokban. Schrödinger ezt a körülnényt saját egyenleté­
vel kapcsolatban erősen kiemelte. Ezek a potenciálok mindig 
csak a külső tér potenciáljai. így például a H-atom esetében 
csak a mag terének potenciálja és semmiesetre sem az elektron­
téré is. (41) ezt nem veszi tekintetbe. A korrekció tehát az ön­
potenciálok levonásában áll és legszemléletesebben H  első tag­
jában vihető keresztül.
0(Xk) (37)-beli alakja helyett (P(Xk)— <Pk(X k) írandó, hol 0k a
/*
részecske CouLOMB-potenciálja : —  • Ennek megfelelően j H&dr- 
_ ^
ból is levonandó J H%dz =  — — ek<Pk. A két korrekció az X k helyen, 
vagyis a á-adik részecske helyén éppen Ck' k
rkk
--t hozza levonásba
(42) kifejezéséből. Ezek a végtelenségek tehát automatikusan, 
D irac egyenletének helyes értelmezéséből kifolyólag, esnek ki (42)- 
ből.Elhagyásuk nem önkényes gyakorlati kényszerűség, mint álta­
lában olvasható.
Egészen hasonlóan járunk el a Q a és Qi, potenciálokkal. 
(41)-ben levonjuk belőlük a Qk és Qk önpotenciálokat és olyan 
HAMiLTON-féle toldalékokat illesztünk (41)-hez, hogy a belőlük 
eredő kanonikus egyenletek éppen önpotenciáloknak definiálják 
Q \ - 1 és Q f - i .  Ezt nyilván a következő kifejezések levonásával 
érjük el:
j l i a d r  =  J { ^ P T +  ~  [(dt Q f r +  (d J J kf X  (dsQÍ)*]}d r , (43) 
jH a d r  =  /{ 2„c*P£ +  [(dt Q t f +  (dt Q b f +  ( ^ Q Í f i ) d - .  (44)
Míg a Qa és Qb kanonikus változókból adódó 
O Q a =  — 47r2efc(a! rkh iU. □ 0 6 =  - 4 f f 2 e fc(í, f )  téregyenletek
k  k
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az összes részecskék mozgásából eredőnek tün te tik  fel 0 a-t és 
Qb-t, addig a Qk és Qki, kanonikus változók téregyenletei 
O Q «  =  — 47rBfc(a, y k), O Q b  =  — &nek (b, yu) a /r-adik részecske 
saját potenciáljaként adják meg Qka-1 és Qk-1.
Ezek után végleges formájában felírhatjuk az elektrodinamika 
szingularitásm entes HÁMiLTON-operátorát:
H  - - 2  1i ki=%=Jc
&k | 
^ik
Pk~  y  [a(Q a-Q ka)cck +  b(Qb-Qb)xk]) — m kc * r k  ^+  
+  ( H a d r - y  i'Hidz +  fH b d r- 'E  ÍHbdr.J k ' J k J
(45)
Az elektromágneses térenergia most már csak a részecskék 
kölcsönhatásának energiája. A CouLOMB-sajáttérek és a részecs­
kék mozgásából származó elektrodinamikái sajátterek energiáit 
a  tömegtagok helyettesítik.
Ha az egyik részecske mag (melynek hatása csak a Coulomb- 
féle tagban jut kifejezésre), a többi részecske pedig elektron, 
akkor a (45) exakt megfogalmazását adja a több elektronnal 
bíró atom problémájának.
Most rátérünk a sugárzási tér tényleges kvantálására. Ez 
gyakorlatilag úgy történik, hogy Pa-1 és Qa-t egy teljes és 
ortogonális x 2, íc2) függvényrendszer szerint sorba fejtjük.
Ilyennek választjuk a
í In  \jik =  sin r k, \ r k =  - y - i h x í +  h_jx 3 +  k3x 3) +  dkj (46)
rendszert. Itt kv k2, k3 az összes egész számhármasokat jelenti, 
dt pedig tetszőleges állandó, a (46) által adott síkhullám fázis­
állandója. kv kv  k3 a hullámnormális irányát jellemzi. Rövid jel­
zéssel legyen kf -|- IQ 4- JQ =  1il . A sorbafejtés érvényes egy l 
élhosszúságú kockában, melynek térfogatát F-vel jelöljük. Pa és 
Qa FoüEiER-sora tehát
Pa = c y p „  (t) sin r k, Qa =  C Z  Q\(t) sin A .
k k
(47)
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C normáló együttható, m elyet V -nek választunk, P ’d és Ql
pedig FouRiER-együtthatók. Q a sorbafejtése egy csapásra meg­
szünteti a különbséget az egyszerű időfüggvény —  am ilyen egy 
tömegpont koordinátája —  ós a téridőfüggvény között. A Qka{t) 
FouRiER-együttható ugyancsak egyszerű időfüggvény, konjugált 
impulzusa / J„ . A Qka-k koordináta-értelmezése is m egm arad, igaz, 
bogy nem  közönséges hárm as térben, hanem a HiLBERX-féle 
függvénytérben. Ennélfogva egészen közelfekvő gondolat, hogy 
azokat a HEisENBERO-féle csererelációkat, melyek tömegpont 
koordinátái ós im pulzusai között fennállanak, a m ostani új 
koordinátákra és im pulzusokra is érvényesítsük. Ez a gondolat 
elektromágneses té r esetében m inden változtatás nélkülaz
keresztülvihető. A csererelációk tehát a következők:
QaQa—QaQa=0, P ‘/ ? - P Ä  =  0, # < ? ? - < £ #Ik_ <\kfnó-...T , (48)
ezek pedig összefoglalhatók a P« =  -
t dQl
Ha már most tekintetbe vesszük, hogy
operatordefiní ciób an.
| sin ^ Fkdr —J co^ r kdz =  —  ( 
v v ^
akkor (15)-ből rögtön következik
fHadz = £  ((2*c*P*-|- |  —  Q*
(49)
(50
Hasonló kifejezést kapunk \H bdz-ra  is. Az összegjel alatti 
kifejezés egy FoüRiER-felbontásból eredő síkhullám energiája. 
Összehasonlítva ezt a lineáris oszcillátor energiakifejezésével:
jD2
lm +  2* V ö !, (51)
azonnal látni, hogy oly oszcillátor energiájával azonos, melynek
1 ketömege m =  ^ , frekvenciája pedig vk =  - j - .  Ennélfogva e sík-
hullám energia-saj átértékel E k = huk [ n p  -c> J ahol n tetszőleges,
határozatlan, póz. egész szám. Ez azt mondja, hogy síkhullám 
energiája csak a hv fotonenergia egészszámú többszörösével változ-
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hat. Ha eltekintünk az n mellett álló - - t o l ,  melynek szerepe2i
a sugárzó energiában ma még egészen homályos, azt mond­
hatjuk, hogy minden síkhullám egészszámú foton hordozója.
E zt az eredm ényt teljes súlyában csak akkor értékelhetjük, 
ha tekintetbe vesszük, hogy a klasszikus MAXWELL-egyenletek 
bizonyos értelem ben az «egy-foton» hullámegyenletei. Ekkor tehát 
a kvantálás autom atikusan átvezetett egy fotonról határozatlan 
számú fotonra.
Ez az érdekes tény vezetett a Schrödinger- és DiRAc-féle 
hullámegyenletek újra kvantálására. Mindkettő «egy-elektron» 
hullámegyenlet. Már pedig az elméletnek feltétlenül határozatlan 
számú részecskékkel is operálnia kell. Például mai felfogásunk 
szerint az atom magjában nincs elektron, mégis aktív testek 
/9-bomlása alkalmával elektron lép ki a magból. Olyan elméletre 
van tehát szükségünk, mely megengedi, hogy részecskék kelet­
kezését és megsemmisülését is számbavehessük. Ezt az ered­
ményt tényleg elérjük az egy-elektron hullámegyenlet szuper­
kvantálásával.
Kiindulunk D irac egyenletéből:
k d(p
i dt
1 e 0  +  c Ti — mc T } (J> 0. (52)
A konjugált egyenlet
k_ d<p* 
i dt <p¥ \e<P — c Ti -mc2r \ =  0
A csillag mint megkülönböztető jel egyszerű téridőfüggvényeknél 
a konjugált komplex függvényt jelenti, operátoroknál azonban 
az adjungált operátort.
Mind a két egyenletet ezentúl pontosan ugyanolyan értelemben 
tóregyenletrendszernek tekintjük, mint az előző részben a Maxwell- 
rendszert. m  és e adott numerikus koefficiensek szerepét játsszák. 
<p mint téridőfüggvény az elektron-hullámtér alkotó függvénye. 
(52) és (53) ebben az értelemben az elektron-hullámtér klasszikus 
egyenletei, melyeknek kvantálása tehát épp oly jogos, mint a
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MÁxwELL-egyenleteké. Ez a kvantálás semmi nehézségbe sem 
ütközik. Elfajulás nincs, a HAMLTON-függvény rögtön fe lírha tó :
H =  jt/>* |e 0  +  c — ~ 9 i )-f------1—  — mc^r^ípdr. (54)
(12) szerint meggyőződhetünk róla, hogy Dirac egyenletének 
mindkét alakja kanonikus egyenletek formájában jelenik meg, 
ha a Q kanonikus változót és a Pkonjugált impulzust következő­
képpen állapítjuk m eg:
Q =  t ,  P = - í p .
Hogy egyszerű időfüggvényekre térhessünk át, ismét sorba- 
fejtést végzünk. Legyenek például konkrét elektromágneses 
potenciálok mellett a (52) DiRAC-féle egyenlet sajátfüggvényei
ü x{xv  ajj, x 3)......uk(xv  x v  x 3),__  Ezek tndvalevőleg teljes és
ortogonális függvényrendszert alkotnak, úgy, hogy <p szerintük 
sorba fejthető:
( p = la kuk, (p*=2akuk. (55)
A kvantálásra azáltal térünk át, hogy az ak-k és a*-k között 
csererelációkat állapítunk meg, egészen úgy, mint fentebb a 
Qa-k és Pa-k között. Ezáltal az ak és ak egyszerű fügyvényjellege 
gyökeres változást szenved: operátorokká válnak. Velük együtt 
természetesen (p és </>* is. A (48) csererelációk a H eisenberg- 
féléknek pontos másolatai voltak. Hogy ezek fotonokra tényleg 
beválnak-e, azt a priori nem dönthetjük el. A velük kvantált 
sugárzási térből azonban utólagosan levezethető a fekete sugár­
zás PLANCK-féle energiaeloszlása. Ez igazolja alkalmazásukat. 
Egyik következményük, amint láttuk, az volt, hogy síkhullám sok 
azonos állapotú fotonból állhat. Fotonokra tehát semmiesetre sem 
érvényes a F ermi-Dirac-, hanem csak a BosE-EiNSTEiN-statisztika. 
A PAULi-féle kizárási elv alapján álló FERMi-DiRAC-statisztika 
szerint ugyanis két teljesen azonos állapotú részecske egy 
rendszerben nem fordulhat elő. Tapasztalatunk szerint éppen ez 
az eset áll fenn az elektronokra. Ennélfogva a (48) relációk 
nem alkalmazhatók.
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J ordan és Wigner mutatták meg, hogy elektronokra a követ­
kező csererelációk érvényesek:
dkCCm -J- 0 , nQ*k  — 0, d k  d m  -|- Clm d k  — 0, Cík d m  'h n  Öt/c — d ! : m - (66) 
Első teendőnk természetesen megmutatni, hogy (56)-nak meg­
felelő operátorok tényleg léteznek. Azért is feljegyezzük az 
operatorok matrixalakjait. Ha bevezetjük a következő rövidíté­
seket
akkor
ak =  1' X 1' X . ..  X  1' X J J x l X l . . .
a%— l ' x l ' X  .. .  X l ' x ( J  q ) X  1 X  1 ...
A kiírt kétsoros mátrixok a /c-adik helyen állanak. A szorzás 
jele direkt matrix-szorzatot jelent. Egyszerű behelyettesítés (56)-ba 
meggyőz bennünket, hogy a relációk azonosan ki vannak elégítve. 
A gyakorlat azonban könnyebben kezelhető operátorokat kíván. 
Ismertetésük céljából először is bevezetjük az uk állapotban 
levő részecskék N k számát. P auli elve alapján Nk csak 0 vagy 
1 lehet. (56) tényleg erre vezet. Ismeretes, hogy a nem kvantált 
(55)-beli ak és ak fizikai értelmezése a következő: ha tudni 
akarjuk, hogy a <f> állapotú részecskén végzett energiamórés 
mekkora valószínűséggel vezet az uk sajátállapot energiaértékére, 
akkor megejtjük az (55) sorbafejtést és ak a^-val definiáljuk a 
keresett valószínűséget. Ennek a megállapodásnak természetes 
átértelmezése a sok elektron esetére, hogy ak ak =  Nk adja meg 
az uk állapotú elektronok számát. Már most (56) első, ill. 
második egyenletéből, ha k =  m, következik (ak)2 =  0 , (a*)2 =  0 . 
A harmadik egyenlet egyenlő indexek esetén
«fc ük +  (l’k a* — 1 •
Ha erre balról ak-1, jobbról ak-1 alkalmazzuk, nyerjük
(ak f  (akf  +  (a\ akf  =  ak ak.
Tehát Nk =  Nk, vagyis Nk =  0, 1.
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Legyen ezek után
a* = NkA k Vk, a h — VfeAfciVfc.
Vk előjelfüggvóny értelmezésére szükséges, hogy az egyes álla­
potokat tetszésszerinti, de egyszersmindenkorra meghatározott 
sorrendbe szedjük. Akkor
vk = z í l í - ,m ) = .±  i.
i  =  l
Végül Ak az Aft-ra ható operátor, mely definiciószerűleg N k-1 
1— A*-vá változtatja, de A7r re (i =)= fc) nem hat. Ha m >  Á', akkor 
Fm kifejezésében bizonyosan előfordul az (1 —2iY*) tényező. 
A fc hatására ez a tényező jelet vált:
A fe( l - 2  Nk)=  1 — 2(1—A7fc) =  — (1 — 2Afc).
Ennélfogva AfcFm =  — Vm. Viszont A rn Vk =  Vk, mert Vk ki­
fejezésében N m még nem fordul elő.
Könnyen megmutatható, hogy most (56) tényleg ki van 
elégítve. Lássuk például az első egyenletet:
k fc AfeAfc 1 m Ayn Am Vm Am Am 1 fc AfcAfc =
— FfcFm(l — Afc) (1 -  Am) -j- l7fcFm(1 —A „ ,)(1 — Afc) =  0 .
A sok részecskéből álló rendszer állapotának jellemzésére egy 
Z(A71, As, . . . ,A7*,...) SchrödinGER-féle állapotfüggvényt vezetünk be. 
/ r  legyen annak a valószínűsége, hogy az ut sajátállapot 
elektronnal, a /c-dik állapot Nk elektronnal van betöltve. Az 
ak és uk operátorok a Z-ben fellépő Ni változókra hatnak. Ha a 
/  függvény szerint az uk állapotban nincs elektron: y{Nk)=ŐNk,o> 
akkor a reá alkalmazott ak operator betöltöttséget eredményez:
u* '/_ (Ni-) =  Afc A*Ffcdjvfc, o =  A/cdi—jVfc, o = l
Ha viszont /  (Xk) betöltöttséget jelez: %(Nk) =  d.\>, {, akkor a* 
alkalmazása folytán 0-sá válik:
a*/(Nh) — Afc Afc Ffcdy,, i =  Nkdi—Nk, i =  0 .
Kimondható, hogy ak betöltetlen állapotot betöltötté változ­
tat, másszóval ^-állapotú részecske keletkezésének matematikai
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megfogalmazását teszi lehetővé. Épp úgy meg lehet mutatni, 
hogy ük alkalmazása az állapotfüggvényre /,-állapotú részecske 
eltűnését eredményezi.
A vázolt lehetőségek az elméleti fizika analitikai segéd­
eszközeinek hatalmas arányú fejlődését jelentik. A fontosabb 
kérdés azonban mégis az, mi a szuperkvantálás főmunkaterülete- 
Erre egy szóval felelhetünk: a magprobléma. A legaktuálisabb 
kérdés ma kétségtelenül a proton és neutron, továbbá két proton, 
ill. két neutron között fellépő erő megállapitása. Ennek az erő­
nek felismert kicserélési jellegét úgy magyarázzuk, hogy az egyik 
nehéz részecske félnehéz testet (mezont) vagy könnyű részecskéket 
(elektront, neutrínót) bocsát ki, melyet a partnere elnyel. Mate­
matikailag ez az elgondolás eléggé egyszerűen hozható kifejezésre 
azáltal, hogy a nehéz és könnyű részecskék között olyan kölcsön­
hatást szerkesztünk meg, mely ezeknek a részecskéknek hullám- 
függvényeiből épül fel. A szuperkvantálás révén a kölcsönhatás 
kifejezésében ekkor fellépnek a jellemző a*, a* operatorok, melyek 
a részecskék keletkezéséről és eltűnéséről beszámolnak. Az úttörő 
munkát itt F ermi végezte, ki elsőnek állított fel kölcsönhatást 
a nehéz és könnyű részek közt. A nehézség ma főleg az, hogy 
a bő lehetőségek megszorítására alig van más szempontunk, 
mint az egyszerűség és relativisztikus invariancia.
A hullámegyenlet szuperkvantálásának egy másiji szép ered­
ménye, hogy lehetségessé tette az elektomágneses tér és a 
hullámegyenlet összefoglalását egyetlen rendszerré. E szerint a 
tér határozza meg a részecskék mozgását (a p*.-k DiRAc-egyenle- 
tében), másfelől ez a mozgás módosítja a teret a (4) egyenlet­
rendszer szerint, ha a jobboldali sk helyébe a DiRAC-féle négyes 
áramot helyettesítjük:
Sfc =  (tc=  1.....4)
ahol ?-4 =  i. A (p-í kvantálása nélkül már most például a
drfkr — —knie(p*<J) (57)
egyenlet súlyos visszásságra vezetne. Hiszen kvantálás nélkül 
</>*</> az elektronfelhő sűrűségeloszlását adja, (57) tehát Coulomb-
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erőket állapítana meg e felhő egyes részei között. Ennek pedig 
végzetek következményei volnának. A H  atom esetében például 
a felhőrészek közötti kölcsönhatás tekintetbevétele 30—40 %-kal 
hamisítaná meg a termek helyes értékét. Egészen máskép 
alakul a helyzet a p-k kvantálása után. Akkor (55) szerint
U*tpdz = Z a ta k = -ZN k =  N, (58)
J k  k
hol N  az összes jelenlevő részecskék szám a. e<p*<p tehát m ár nem 
egy elektron felhőjének sűrűsége, hanem  a térfogategységben 
foglalt részecskék töltése. Hogy e részecskék között (57) alapján 
CouLOMB-erő lép fel, nagyon természetes.
Végül (58) szorzása e-vel arra az eredményre vezet, hogy 
valamely rendszer összes töltése az elemi töltés egészszámú 
többszöröse.
Összefoglalás.
A töhbtestproblém a kompozíciós módszerének rövid ismerte­
tése u tán  a szuperkvantálás módszere nyer megvilágítást. Azokat 
a nehézségeket, melyeket az elektromágneses tér kvantálása okoz, 
itt újszerű vektoroperátorok bevezetésével kerüljük el. Szemmel 
tartva a DiRAc-féle egyenlet szigorú értelmezését, az energia­
függvény kifejezéséből kiküszöböljék a töltött részecskéknek 
nemcsak elektrosztatikai, hanem  elektrodinamikái önpotenciáljait 
is és így előállítjuk az elektrodinam ikának  klasszikus értelem ben 
szingularitásm entes HAMiLTON-operátorát.
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Novobátzky Károly.
MEHRKÖRPERPROBLEM 
IN DER QUANTENTHEORIE.
Im  Bahm en einer allgem einen Besprechung des quan ten  theoretischen 
M ehrkörperprohlem s werden die Schwierigkeiten, m it denen die Q uan­
te lung  des elektrom agnetischen Feldes behaftet ist, du rch  E inführung  
eines neuartigen O peratorenverfahrens behoben. Im  S inne einer korrek­
ten  D eutung der DiEAC-schen G leichung werden aus dem  Ausdruck 
der Energiefunktion sowohl das elektrostatische, als auch  das elektro­
dynam ische Selbstpotential der geladenen Teilchen ausgem erzt, w or­
aus sich ein klassich singularitälenfreier HAMiLTON-operator für die 
E lektrodynam ik ergibt.
K. F. Novobátzki/.
A KÉTATOMOS MOLEKULÁK ELMÉLETÉNEK 
ALAPJAI.1
Bevezetés.
A kétatomos molekulákra vonatkozó alapvető ismereteink sze­
rint e molekulák színképe hármas tagozódást mutat, amely 
különböző sávrendszerekből, az egyes sávrendszereken belül 
fekvő sávokból s végül e sávokat alkotó vonalakból áll. A spek­
trum e hármas tagozódását a termek, illetve a molekula energia­
nívóinak hármas tagozódására vezetjük vissza. Az energianívókra 
már régóta ismeretes egy empirikus formula, mely a következő:
W — Wei +  a (v +  I) -  b (v +  | ) 2 — c (v +  |) 3 ------- f
+  B J  ( J + l)  — DV[J(J-f- 1)J — >
ahol
B v =  B e — ae(v +  I) — ße(v +  | ) 2 > Dv =  De ye{v +  §). (2)
A formulákban szereplő v és J  változó értékek és csak egész- 
számú értékeket vehetnek fel, míg a többiek állandók.
A spektrumvonalak a fenti formulával leírható két energianívó 
közötti átmenetek révén jönnek létre. Az ilyen átmenetekben a 
formula első része, W ei, egy sávrendszeren belül állandó, a máso­
dik rész i'-vel változik és így írja le a sávrendszeren belüli sávokat, 
de egy sávon belül állandó, amikoris a harmadik rész változik J 
változásával s ez eredményezi a spektrum utolsó legfinomabb egy­
ségeit, a sávokon belüli vonalakat. így tehát a fenti három rész­
ből álló empirikus energiaformula valóban megfelel a spektrum 
hármas tagozódásának.
1 Jelen dolgozat a szerzőnek 1940 május 3-án az Elméleti F izikai Intézet
kolloquiumán tartott előadása nyomán készült.
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Az elmélet célja e formulának levezetése s a benne előforduló 
együtthatóknak ismert molekuláris állandókra való visszavezetése, 
továbbá a hármas tagozódás dinamikai értelmezése. Ez utóbbi 
már igen régi keletű s egyidejű a hármas tagozódás empirikus 
felfedezésével. E szerint a molekula rendkívül bonyolult mozgását 
három aránylag igen egyszerű modell összetételének segélyével 
iparkodtak megközelíteni. Ezek közül az első az ú. n. «stacio­
nárius molekula», melyen egy a fix magok körül keringő elek­
tronokkal bíró modellt értünk, a második az «anharmonikus 
oszcillátor» s végül a harmadik a «szimmetrikus pörgettyű». 
Ilyenformán tehát a két magot körülvevő elektronkonfiguráció­
nak egy elektron ugrása által való megváltozása felel meg a 
sávrendszerek létrejöttének, az egyes sávrendszereken belüli 
sávok a magok különböző rezgési állapotai közötti átmenetek­
ből származnak s végül, mivel a magok a rezgésen kívül még 
forognak is, a különböző forgási állapotok közötti átmenetek 
adnak számot a sávokon belüli vonalakról. Ezen energiák azután 
természetesen szuperponálódnak. így a fenti formula első része 
az «elektronenergia», a második a «vibrációs» s a harmadik a 
«rotációs».
1. Stacionárius molekula.
Vizsgáljuk meg először az elektronkonfigurációhoz tartozó 
energiákat. Ezen energianívók vizsgálatához első közelítésben a 
magokat nyugvóknak tételezhetjük fel. Ezt megmutatták B orn 
és Oppenheimer.1 A z ilyen fix magokkal bíró fiktív molekulát 
stacionáriusnak nevezzük. Itt most feltételezzük, hogy a magok 
olyan távol vannak egymástól, hogy az elektronokra együttesen 
ható eredő tér elveszti centrális jellegét és tengelymenti szim­
metriát mutat. Ha ezen axiális tér és az elektronok eredő pálya- 
és spinimpulzusmomentuma, L és S  közti kölcsönhatás nagy a 
pálya- és spinimpulzusmomentumok egymás közötti mágneses 
kölcsönhatáshoz képest, a pálya- és spinimpulzusoknak a ma­
gokat összekötő egyenessel párhuzamos komponensei A és 2'
1 Born u . Oppenheimer. Ann. der Phys. 84. 457 (1927).
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kvantált értékekkel bírnak. Ezen esetet először H und 2 tárgyalta 
modellszerűleg s az irodalomban, mint HuND-féle a) eset isme­
retes.2 3 Szemléltetésül szolgáljon az 1. ábra.
Tegyük fel, hogy a két fix magot f  elektron veszi körül. 
Akkor, minthogy minden elektron spinje a molekula tengelyéhez
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1. ábra. HüND-fóle a) eset álló m agokkal bíró m olekula esetében. 
A té r axiális szim m etriája m ia lt az eredő pálya- és sp in im ­
pulzusm om entum  a molekula tengelye m entén kvantálódik.
(a magokat összekötő egyeneshez) képest parallel és antiparallel 
módon állhat be, ez ¥  számú sajátfüggvényt ad. Ezek lesznek 
a PAULi-féle előállításban:4
a , , . . af > a „ . . af > fit...... a fi • • • ...... ^
f y l ,  ßl, «8. ’ ■ 4 • «s. ■ • •. ßf > • • • f y l i  ßt’ ■■ ■. ßt
Ha a k-dik elektron spintengelye a molekula tengelyével 
párhuzamos z koordináta-tengelyhez képest parallel, úgy ezen 
állapotot a*, indexszel, ha antiparallel, úgy ßk indexszel jelöljük. 
Ha egy oly megoldást alkalmazunk, amelyben minden egyes 
individuális spintengely külön-külön kvantálva van a z tengely 
mentén, akkor a fenti hullámfüggvények közül szükségképpen 
csak egy különbözik zérustól. De a spin- és pályaimpulzus
2 P. H und, Zeitschr. f. Pliys. 36, 657 (1926), 40, 742 (1927), 42. 93 
(1927).
3 Valóságban H und a forgó m olekulákat vizsgálta és a különböző 
vektorkapesolódási esetei erre vonatkoznak. K önnyen belátjuk azonban 
m ajd  a későbbiek folyamán, hogy a stacionárius m olekulára érvényes 
fen ti modell teljes analogonja a forgó m olekulára érvényes a) esetnek.
4 W. Pauli, Zeitschr. f. Phys. 43, 601 (1927).
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közötti mágneses kölcsönhatás ezt lehetetlenné teszi és így 2  ^
számú szimultán hullámfüggvény szükséges, melyek közül bár­
melyik modulusának a négyzete úgy tekinthető, mint a spin­
tengelyek megfelelő orientációinak valószínűsége. A stacionárius 
molekulának lesz tehát 2  ^ számú szimultán hullámegyenlete, 
mely a következő alakú:
(H o - W j 0 iítit if =  0 , (4)
ahol ik — oLk vagy flh, továbbá H0 az /’elektron x v .., y v . . ,  z 1.. .Z f  
koordinátáinak és a különböző elektronok pálya-impulzusmomen­
tuma x , y , z  komponenseinek megfelelő S la;,.., Siy..., S i2. S/* 
pAULi-féle spinoperátoroknak egy operátor függvénye. Ezen ope­
rátorok a következő tulajdonsággal bírnak, ha a <D-kre alkal­
mazzuk őket:
@a S kx^a1. . .ßk. .. =  |  @at ...ak...
S k y V a , . . — 2 Í@al .. .ßk. ■ . > $ k y @ ak. — “h |  Í@a1. (5)
S/,. @a i . . ,ah. .. —  2 @a1. . . a k. . . >  0 a k.. ,ßk. .. — 2 ^a,.../í*...
Az r magtávolságot H0, mint paramétert tartalmazza. írjuk 
ki pl. az első hullámfüggvényt, mint a beleértett koordináta 
argumentumok függvényét, melyet a következőkben a rövidség 
kedvéért elhagyunk:
0 «,...«,(#i- ■; Z f ■ ■zf, r). (6)
Minthogy /’elektron rendszerével állunk szemben (4) általános 
megoldása nem lehetséges. Tehetünk azonban olyan egyszerűsítő 
feltevéseket, melyek mellett közelítő megoldás mégis megadható, 
így feltehetjük pl., hogy H0-ban bizonyos kölcsönhatások el­
hanyagolása mellett a magokat körülvevő f  elektron közül f — 2 
vagy f — 3 zárt héjat alkot és a spektrumra csak a kívüllevő 2, 
illetve 3 valenciaelektron mérvadó. Ezen esetekkel részletesen 
B udó és K ovács foglalkoztak.5 2 valenciaelektron esetében, ha
5 A. B udó und  I. Kovács, Zeitsclir. f. Phys. 109, 393 (1938), 111, 633 
(1939) 116, 693 (1940). I. Kovács, Zeitsclir. f. Phys. 111, 640 (1939). 
I. Kovács und A. B udó, Zeitschr. f. Phys. (Megjelenés alatt.)
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pl. az elektronok eredő pályaimpulzusmomentumának a molekula­
tengelyre való vetülete A= l, az elektronok eredő spinje pedig 
S = 0 , tehát egy ú. n. 1Ü1 állapotról van szó, a megoldás lesz:
[V  d l  { p  ( x 1y 1 z ±) . q  ( x ^ y ^ ) . eíUi9>i+ ^ < p A + p  ( x p j ^ ) . q  . e ^ f i + *1 <m }] .
Xí + Xa = í
■- ^[ a( l ) ßß) - ß( i ) am,
/ 2  (7)
ahol p és g a hidrogénatom sajátfüggvényeihez analóg meg­
oldások, Áj, á3 az egyes elektronok p á 1 y a - i m p u 1 z u s m 0 m e n tu m a i n a k 
a magokat összekötő egyenesre való vetületei, az elektronok
helyzetét meghatározó hengerkoordináták, a, ß az elektronok 
spinfüggvényei. Az összegezés az összes olyan állapotokra vonat­
kozik, melyekre yf =  Áj+Á2= l .
W0 explicit alakjára a következőkben nem lesz szükségünk, 
mindössze csak az r paramétertől való függés, ami érdekel 
bennünket. Erre a hullámegyenlet megoldása nélkül is vannak 
egyszerű feltevések, melyek a tapasztalatot többé-kevósbbé meg­
közelítik s amelyekkel a következőkben még foglalkozunk.
2. Forgó molekulák.
Ha most megengedjük a magok mozgását, így a rezgést és 
a forgást, akkor mindjobban megközelítjük a valóságos mole­
kulát. A magok mozgásához is fog most tartozni egy impulzus- 
momentum (az ábrán névtelenül szerepel, mivel ez nincs kvan- 
tálva) mely, ha kis értékkel bír, Í2 = A 4-l'-val alkotja a teljes 
impulzusmomentumot, mely szintén kvantálva van s kvantum­
száma J. Ez a HuND-fóle a) eset mozgó magok esetén.2
Ha a magok mozgásához tartozó impulzusmomentum nagy, 
fellép a «spinnek rotáció által való elkötése», mely abban nyil­
vánul meg, hogy a spinmomentum parallel komponense nem 
bír többé a 2  kvantált értékkel, hanem helyette a rotációhoz 
képest gyenge mágneses kölcsönhatás elhanyagolásának határ­
esetében a pálya-impulzusmomentum parallel komponense össze-
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kapcsolódik a magmozgáshoz tartozó impulzusmomentummal 
egy eredő kvantált K  alakjában és ezen K  és S  kapcsolódnak 
össze ./-vó. Tehát a rotáció erösbödő hatására az <S spinmomen­
tum elhagyja a molekulatengelyt és a rotáció és A eredőjéhez 
kvantálódik. Innen van a fenti elnevezés. Egyébként ez az ú. n. 
HuND-féle b) eset,2 mely inkább a magasabb rotációs állapotok 
esetében van megvalósítva, míg az a) eset inkább alacsonyabb
rotációs állapotokban tapasztalható. A helyzet jól áttekinthető 
a 2. és 3. ábrán.
A valósághoz természetesen a közbülső eset áll legközelebb, 
amelyre, Van Vleck0 nyomán, a következő hullámegyenlet ér­
vényes :
(8 )
6 J .  H. V a n  V l e c k , Phys. Kev. 33, 467 (1929).
2. ábra. HüND-féle a) eset mozgó magokkal biró molekula eseté­
ben. Az L és S vektorok itt nincsenek külön feltüntetve csak 
a vetületűk : A és 2.
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ahol 8  és w a molekula tengelyének az x ' , y', z' fix koordináta-
rendszerhez képesti helyzetét meghatározó polár és azimut szö-
M  M.gek és ahol M a magok M 1 * «redukált» tömege. I tt ugyanisA.YJ- ^  I íyi 2
a magok mozgása következtében már nem kapunk helyes képet, 
ha, mint előbb, a molekulát a magokhoz rögzített x, y, z koor­
dinátarendszerből figyeljük, hanem egy fix x \  y', z' rendszert 
kell bevezetnünk, melyben a magokhoz rögzített x, y, z  rendszer 
szabadon mozoghat. Mindkét rendszer középpontját a molekula
tömegközéppontjába tettük, melyet nyugalombanlévőnek gondo­
lunk. Ezzel elhanyagoljuk a molekula transzlációs energiáját, mely 
triviális addiciós formában lépne be. Azonkívül elhanyagoljuk 
a különbséget a molekula és a magok tömegközéppontja között, 
aminek tekintetbevétele csak lényegtelen befolyást gyakorolna 
eredmény einkre.
H0 igen könnyen kifejezhető a molekulatengellyel párhuzamos 
z  tengellyel bíró és a magokkal együttmozgó x, y, z rendszer­
ben. Ekkor H0, mivel a magokkal együttmozgó rendszerben a
3. ábra. HuND-féle b) eset, melyben a rotáció erősbödő hatására 
az S vektor a molekulatengelyt elhagyván a K  vektorral 
alkotja az eredő J-1.
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magok koordinátái nem szerepelnek, ezen mozgó koordináták­
nak ugyanolyan függvénye, mint stacionárius esetben volt. H0-t 
természetesen lehetséges kifejezni a fix rendszerben is, de ekkor 
explicite tartalmazná 0  és co-1, amennyiben a molekulatengely
általában ferdén áll ebben a rendszerben. Tegyük fel, hogy
Z  Z„e21 ^ — a magok kölcsönös potenciális energiája benne van
H0-ban és így nem szerepel explicite a hullámegyenletben. Az 
általánosság megszorítása nélkül felvehető, hogy az x  tengely 
az x 'y '  síkban fekszik, ami azt eredményezi, hogy a mozgó 
koordinátarendszer helyzetének jellemzésére elegendő két adat. 
Az általunk használt szögek a szokásos EuLER-féle szögekkel a
-0 .következő összefüggést mutatják: i )=  — 0, </>=- 
Ekkor a mozgó és álló tengelyek kapcsolata így alakul:
T  >’
x  =  y ' cos co — x '  sin co,
y  =  z ' sin 0  — ( x ’ cos űi+ í/' sin co) cos 0, (9)
z  =  z '  cos 6  -j- (x ' cos co-\-y' sin co) sin 0.
Követve Born és Oppenheimer-! 1 és KRONio-ot is7, azonban 
a spin beleértésével általánosítva, igyekszünk most a meg­
oldást megközelíteni cl)—<0.^(r, 0 , co) formában, ahol 0 ( x v ..Z f)-1 
«belső» hullámfüggvénynek fogjuk nevezni s ami nem más, mint 
a stacionárius molekulára vonatkozó megoldás és ■/ egyedül a 
magkoordináták függvénye. Az explicit differenciálás véghez­
vitelében 0 , mint r , 0, co függvénye tekintendő, mivel x 1. . . z ( 
(9) szerint függ ezektől.
Meg kell még jegyeznünk, hogy a hullámfüggvényben az 
«-k és ß-k  helyett a' és 3' indexeket használtunk. Ez azt jelenti, 
hogy a PAULi-féle hullámfüggvényeknek megfelelő x , y , z  rend­
szer helyett x ',  y ' , z '- t  használtunk, azaz a spinkvantálás a mozgó 
rendszer helyett az állóra vonatkozik, ami a (8)-ban feltételezett 
fix rendszer miatt szükséges. így tehát szükséges a mi spin­
megoldásainkat az a, ß  rendszerből az a 1, ß ' rendszerbe transz­
7 B . d e  L. K ronig , Z e i t s e h r .  f .  P h y s .  46, 8 1 4 , 50, 3 4 7  (1928).
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formálni. Ezen transzformáció nélkül elhanyagolnók teljesen a 
molekularotációnál fellépő spin giroszkópiai effektust. A kívánt 
transzformáció ki van fejtve Pauli4 művében, aki a transzfor­
mációs schémát egy elektronra formulázta meg, de nem nehéz 
kiterjeszteni többre, mivel ez az egyes individuális elektronok 
koefficienseinek egyszerű szuperpozíciója, amint már Neumann 
és W ignee8 megadták. így lesz:
0ií...i'f =  it . . ■ if) 0 il. . . i f ( x 1. . z t . . . z f), (10)
f i - v
ahol az összegezés kiterjesztendő minden egyes ifc-nak ak és ßk 
két értékére és
A (i±.. . if) i^-.if) — A (i1; i ß . A  (i2 j i ß ... A (if; iß, (11)
ahol
A(a'k; at) =  cos |<9.e 2 ( w+2);
_i (  7T\
A(a'k; ßk) =  — i sin \Q  .e + 2 ' ;  (12)
A(fík\ ak) = — isinkébe2 ( w + 2 ^;
A(ß'k; ßk) =  cos |  d .e 2 + 2).
(10), (11), (12) tekintetbevételével a hullámegyenletben a belső 
hullámfüggvényen az co és 6  szerinti differenciálás most már 
keresztülvihető. íg y :
30' _  d dijk d dzk a \
dm l Ö(o d x k den dtjk dw dzk I
k= 1
(13)
ahol c'k egyenlő + 1  vagy — 1 megfelelően, amint i'k egyenlő 
dk vagy ß'k-yal és ahol a rövidség kedvéért helyett 0 '-i
írtunk. A jobboldal első tagja onnan ered, hogy a 0'-nek x t .. .Z f  
argumentumai (9) szerint tartalmazzák a>-t, a második tag pedig, 
mivel a kifejtésben előforduló együtthatók is függenek w-tól. 8
8 J. v. N eumann és E. W ignek, Zeitschr. f. Phys. 47, 203, 49, 73 (1928).
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A második tag egyszerűen kifejezhető a PAULi-féle spinoperator-
f f t
ral, mivel |  <$' 2  c* =  2  S ’^ 0 ' ,  ahol S'kz hasonló S/,-;-hoz, elte-
k=1 k= 1
kintve, hogy ez megfelel az itteni rendszernek. Ha alkalmazzuk
dOC/ca (9) transzformációs összefüggést stb. kiszámítására és az
d m
S'i,z- - S kz cos 6-f-Si-y sin 6  relációt találjuk, hogy 
dd>'
dm i  (P2 cos 0 +  Py sin 6) 0',
ahol
d Uk
-yi c d x k
(14)
S; (15)
és hasonlóképpen definiálva Px és Py. A P2 operátor megfelel 
a z, azaz a molekulatengely körüli teljesen összekapcsolt pálya- 
és spinimpulzusmomentumnak.
9 0 '
Hasonló módon könnyen látható, hogy - =  — i  Px0  és kö­
vetkezőleg a teljes hullámegyenlet lesz:
de
H„ h 2
8n2Mr2
d
dr r^ ) + c t s &
( A
I d e i P, i  P. ’) +
-f- cosec2 i de  -T----- 1 sído sin e P u — i  cos 6P. ,Í}= 0 . (16)
Ebben a hullámegyenletben a 0  és m szerinti differenciálás­
ban már csak ^-nek 6 , <u-tól való explicit függését kell tekin­
tetbe venni és nem az implicit effektusokat, melyek a mozgó 
rendszerből az állóba való transzformációban ezen szögek meg­
jelenéséből erednek. (f>—0'/(r, e, m) esetében ez azt jelenti, hogy 
d d
, -x— csak a y faktorra hat, de 0 ’-re már nem. 
d e  daj A
Lehetséges a megoldást a következő formában megadni:
0 \ x í . . . z f, r ) R { r ) u ( e ,  m) (17)
ha a hullámegyenletben bizonyos tagokat elhagyunk, neveze­
tesen :
hH
8ttW  -COtg 6 ( P X — i PyPj — i P2Py) +
d d
+  2 cosec &P,, ----- 1- 2Px-^—dm d 0 \ ^ . . . í’p (18)
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továbbá a
/i3
8 ttW  .(P i+ P S )* ' - 2r
d<Z>'
Űr — r
d*0 ' 2 r 3 őfi dtf>' 
R  dr dr .. l i .u  (19)
-nak azon részét, mely az elektron-kvantumszámokkal kapcso­
latos frekvenciák feletti átlagolásnál eltűnik. Ez (19)-nek a má­
sodik és negyedik tagja. Ezen utóbbi tagok elhanyagolása akkor 
indokolt, ha az elektronmozgáshoz tartozó frekvenciák nagyok a 
molekuláris rotációhoz képest. Ebben az esetben az elhagyott 
tagok csak másod- vagy magasabbrendű közelítésben lesznek 
számottevők.
Ezen feltevések mellett a hullámegyenlet szeparálható három 
részre, melyek sorban a következők:
/i3
Sn-Mr- ctg 6
(Ho- W o) 0 íí...$ =  O
Ő3
de  1 Ő<935- 4- cosec3# -r----- iíi cos' Olo u -
( 20)
(21)
11 rőt U  — 0
/l3
- 8 js*Mr2 dr R =  0 , (22)
ahol W'0(r)-be belefoglalva gondoljuk a (2 0 )-ban szereplő l l ’0-t 
és a (19) el nem tűnő részét, tehát az első és harmadik tagból 
származó tagokat. (21) felírásánál felhasználtuk a PZQ' — Íi0 ' 
relációt, mivel az elektronoknak a molekulatengely körül való 
teljes pálya- és spinimpulzusmomentuma konstans kvantált S2 
értékkel bír a stacionárius molekulában.
Mint könnyen felismerhető, a (20) egyenlet a stacionárius 
molekula hullámegyenlete. Említettük már az előző fejezetben, 
hogy bizonyos egyszerűsítő feltevések mellett a közelítő saját- 
függvény erre megadható. A sajátérték explicit alakját, amely 
természetesen r-t paraméter gyanánt még tartalmazza, csak két 
elektron esetében alapállapotra sikerült kiszámítani/' A formula 
azonban már így is annyira komplikált és áttekinthetetlen, hogy
9 W . H e h l e r  u n d  F. L ondon, Zeitsohr. f. P h y s. 44, 455 (1927).
csakis numerikus számításokra alkalmas. Mivel azonban (22) 
megoldhatósága szempontjából i r o-nak legalább r-től való füg­
gésére szükség van, ezen a bajon úgy szoktak segíteni, hogy 
erre bizonyos közelítő feltevéseket tesznek, melyek az empiri­
kusan meghatározott potenciálgörbékhez a legjobban simulnak 
s e mellett lehetővé teszik (22) elemi megoldását. Ilyeneket adtak 
Kratzer,10 Rosen és Morse,11 Pöschl és Teller,12 Hylleraas13 
és még sokan mások.
Mi a Morse által megadottat fogjuk használni (22) megoldá­
sára, mint ami legjobban megtartja (22) «anharmonikus oscillator» 
karakterét. Ez pedig a következő alakú :
W0(r) =  Wet +  D[ 1 -  e - “<r- r«)]a, (23)
ahol Wet az re egyensúlyi magtávolságnál a potenciálgörbe értéke 
és D az ettől számított disszociációs energia. Megvilágításul 
szolgáljon a 4. ábra.
A második hullámegyenlet a «szimmetrikus pörgettyű» egyen­
lete. Reiche és Rademacher14, Kronig és Rabi15 hullámmecha- 
nikailag, s előttük még Denisson16 a matrixmechanika alapján 
megmutatták, hogy ennek sajátértékei:
W tot(ír) =  B [ J ( J + 1) í i \  (24)
ahol B  =  — és J  az ú. n. rotációs kvantumszám. A saját-
függvények pedig a következő alakú egységre normált JAcoBi-féle 
polinomok:
u{6 , w) =  N ~  [td+>’{ l - t y }+s] eiMm, (25)
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10 Kratzer, Zeitschr. f. Phys. 3, 289 (1920).
11 N. R osen und P. M. Morse, Phys. Rév. 42. 210 (1932), P. M. Morse 
Phys. Rév. 34, 57 (1929).
12 G. P öschl und E. T eller , Zeitschr. f. Phys. 83, 143 (1933).
18 E. H ylleraas, Phys. Zeitschr. 36, 599 (1935).
14 P . R eiche és H. R ademacher, Zeitschr. f. Phys. 39, 444 (1926), 
41, 453 (1927).
15 Kronig u . R abi, Nature 118, 805 (1926), Phys. Rév. 29, 262 (1927).
10 D. M. D enisson, Phys. Rév. 28, 315 (1926).
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ahol í =  | ( l — cos 0), s= |M + i2 |;  d = \M —ß\ és p —J— §(íf+s); 
továbbá N  a normálási faktor, mely nem függ Q és m-tól s végül 
M  az ú. n. mágneses kvantumszám.
(24)-nek levezetése, mint fentebb említettük, már régi keletű, 
azonban ezen levezetések az elektronspin tekintetbevétele nélkül 
történtek. Van Vleck6 mutatta meg, ahogy azt az előzőkben 
láttuk, hogy ugyanez érvényes spinnel is, amikor is Q a molekula-
4. ábra.
tengely körüli teljes pálya- és spinimpulzus összegét jelenti. 
Ennek az az oka, amint a (15) és (16) egyenletek mutatják, 
hogy a spin- és pályaimpulzusmomentum a molekula rotációjá­
nak egyenletét pontosan additív módon modifikálják. A spin- és 
pályaimpulzus giroszkópiai effektusának azonossága észszerűnek 
látszik és általában felvették a spektroszkópusok bizonyítás nél­
kül. Mindenesetre azonban szükséges volt igazolni ezen azonos­
ságot a PAULi-féle spinfüggvények alkalmazása esetében, mivel felü­
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letesen nézve a spintranszformáció (10), (11), (12) formulái nem sok 
hasonlatosságot mutatnak (9)-nek a pályaeffektusra mérvadó kooi- 
dinátákba való egyszerű behelyettesítése által végzett transzformáció 
módszeréhez. A látszólagos különbség a spin- és pályaimpulzus- 
transzformációban azonban a rotációnak a WiGNEE8-féle csoport- 
elmélet alapján való tárgyalásánál eltűnik.
Ha most a (23), (24) sajátértékeket behelyettesítjük (22) hullám­
egyenletbe s meghatározzuk annak VI sajátértékét, kapjuk a 
molekula totális energiáját, melynek kiszámítása tulajdonképpeni 
célunkat képezi.
Legyen ehhez (22)-ben R — , jelöljük W' — VV — \Vei—]J,
továbbá hagyjuk el a (19)-ből származó tagot és VFrot-ból a
ay . , 87— R íí1 kis tagot, szorozzuk meg az egész egyenletet —^ --- tál s
végül vezessük az y= e~a{r~re) új változót. 17 Ekkor (22) lesz:
iRR' , 1 dR' 
d f  +  y dy
8 n2 M W  , W
V
- D
Ari
y r - R ' =  0, (25)
ahol A  =  
amiből
/i3
8tt *Mr* /(./+1). Mivel y= e
ri 1
-a(r—re), logy ——a ( r - r e),
1
=  1 + - ; - ( ! / —!) H-
] 0g y 
r 
1
>g?/r 
•ea I (26)
ar, are a^r: (V - lk ­
ából is sorbafejtettiink y=  1 , azaz r —re hely környezetében és 
a magasabbrendű tagokat elhagytuk. (26) értékét beírva ) 
helyébe (25)-ben lesz:
d m 1
dy2 +
1 dR' , 8tt3M
V dy a V
2  D D - c . R'=  0 ,
17 C. P ekebis, Phys. Rév. 45, 98 (1934), P . M. Moese, P liys. Rév. 34, 
57. (1929).
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ahol most már csak y szerepel, mint független változó és a 
Cj állandók a
c0 = A.
értékkel bírnak.
1 8 3 ‘ 4 GL are 0 0 err* J
> 61 /i L are 0 0 J
Cq>, - Á are a \ i  J
(28)
2 b
Legyen most R \y )  — Ne 2 z® F(z), ahol z —Qdy és N  egy 
normálási faktor s
,2 87r2iW(ű +  cs) , a 31n~M (W  — c0)
crh- ; r '  r í ¥ ~  ’ (29)
akkor egyenletünk végül is így alakul:
d2F  b—z + i dF  ■ v F
dz2 z dz z
ahol
4aäM(2D -c t) b+ í
(FFd 2
0 , (30)
(31)
Ha kikötjük, hogy v csak egészszám lehessen, akkor F (z ) 
egy generalizált L a g u e b b e  polinom lesz és így (31)-ben v ki­
fejezésébe betéve b és d értékét (29)-ből, továbbá c0, cv c2 érté­
két (28)-ból, kapjuk VT'-re, illetve magára U-re a következő ki­
fejezést :
B e 1 - 2 ^ ( 3 l / ..11v X  x e bX (üp tX/pCOß
4B 3
10)
. / ( / + ! ) -  (32)
t W + 1)]9+ - ,üp
ahol v az ú. n. vibrációs kvantumszám és
8 ; (33)
(32) illetve (33)-nak a bevezetésben említett (1) empirikus for­
mulával való egybevetése mutatja, hogy az ott szereplő mennyi-
A KÉTATOMOS MOLEKULÁK ELMÉLETÉNEK ALAPJAI. 349
ségek a következőképpen fejezhetők ki a spektroszkópiai méré­
sekből ismeretes állandókkal:
ct — ojp j b — oCf/Oj/i , J3u — Hu o.f>
ahol
ae =  W e x e  [3 1 / -—^ -----3 — és De
L f  Xecoe X e<oe J
Dv =  De,
4 B t
(34)
(35)
így tehát (22) megoldásával sikerült az empirikus formulát 
elméletileg is levezetni és a benne előforduló együtthatókat 
ismert molekuláris állandókra visszavezetni, ami egyúttal ellen­
őrzés is az elmélet helyességét illetően. Az (l)-ben előforduló 
együtthatók ugyanis a spektrálanalizis alapján kiszámíthatók, 
hasonlóképpen a disszociációs energia D, az egyensúlyi mag­
távolsághoz tartozó rotációs állandó B e s í. t., amikor is (33) 
felhasználásával a (34) és (35) összefüggések igazolhatók. A ta­
pasztalat azt mutatja, hogy az említett összefüggések elég jól 
megfelelnek a valóságnak.
Meg kell még jegyeznünk, hogy (32) a rotációs termek vizs­
gálatára csak korlátozott mértékben alkalmas. Elsősorban azért, 
mivel az energianívókban az eredő spinmomentumnak a molekula 
tengelyéhez képesti különböző beállásából származó multiplicitás 
itt egyáltalában nincs tekintetbe véve. A fenti összefüggés így 
csak vagy singulett-termekre érvényes vagy olyan multiplettekre, 
ahol a multiplicitást elhanyagoljuk. De ha a multiplicitást tekin­
tetbe vennők is, ami a —BQ2 tag megtartásával egyszerűen 
lehetséges lett volna, a tapasztalattal akkor sem kapnánk meg­
egyezést. Ahhoz ugyanis, hogy a (16) hullámegyenlet szeparál­
ható legyen, mint láttuk, (18)-t el kellett hanyagolnunk. Az ilyen 
elhanyagolás mellett szeparálható hullámegyenlettel leírható 
molekulamodell a HuND-féle a) esetnek felel meg, ami es ik igen 
kis rotáció mellett ad jó közelítést. Ha tehát jobb közedtést 
akarunk nyerni, úgy az elhanyagolt tagokat a perturbáció-elmélet 
segélyével tekintetbe kell még venni. Ezután formuláink a Hund- 
féle a) és b) eset közötti közbülső esetet írják le, melyek már 
igen jó közelítést adnak s alkalmasak a rotációs termek finom
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strukturális vizsgálataira is. Általában azt mondhatjuk, hogy az 
elhanyagolt tagok tekintetbevételével mindenütt jól írhatjuk le 
a viszonyokat, ahol finomabb vizsgálatokat kell végeznünk. így 
például ezekkel tudjuk megmagyarázni az ú. n. A típusú dublett 
jelenségét, mely abban áll, hogy a + J2-, illetve — 12-jú külön­
ben egybeeső degenerált termek a rotáció hatására szétválnak. 
Ezt távoli termek perturbációjaként lehet felfogni. Továbbá ezek 
segélyével tudunk számot adni arról, hogy mi történik, ha két 
molekulaterm közvetlenül egymás közelébe jut úgy, hogy «keresz­
tezik» egymást. Az itt fellépő egészen speciális jelenségek viselik 
az ú. n. «spektroszkópiai perturbáció» nevet. 18 Ezen utóbbi dol­
gok azonban már az elmélet részleteibe való mélyebb behatolást 
tennének szükségessé, mely azonban most itt nem célunk. Minden­
esetre azonban megemlítettük őket, hogy lássuk, hogy a fentebb 
ismertetett nagy apparatus tovább kifejtve, mondhatni a leg­
apróbb részleteiben híven vissza tudja adni a legtöbb eddig 
ismert molekula esetében a legfinomabb jelenségeket is.
Kovács István.
ÜBER DIE GRUNDLAGEN DER THEORIE 
DES ZWEIATOMIGEN MOLEKÜLS.
Vorliegende Arbeit stellt ein Referat über die Aufstellung und Eigen­
schaften der Wellengleichung des zweiatomigen Moleküls dar. Bei 
Vernachlässigung gewisser Glieder lässt sich die Wellengleichung in 
drei Teile separieren, in dem die Wellenfunktion als Produkt von 
drei Funktionen dargestellt wird. Die erste von diesen enthält als 
Variabein die Ort- und Spinkoordinaten der einzelnen Elektronen, 
die zweite den Kernabstand, die dritte die Koordinaten der Molekül­
achse. Die theoretische Behandlung der Wellengleichung gibt tieferen 
Einblick in die innere Struktur des Moleküls und liefert durch die 
Ableitung des totalen Energiewertes eine mit der Erfahrung gut über­
einstimmende Formel. 7. Kovács.
i s  I. Kovács, Zeitschr. f. Phys. 106, 431 (1937), 109, 387 (1938), 111, 
641 (1939). A. B udó u . I. Kovács, Zeitschr. f, Phys. 109, 393 (1938), 111, 
633 (1939). Kovács I., Mat. és Természettud. Ért. LVI. 126 (1937).
AZ Al+- ÉS A/2+-ION ENERGIÁJÁNAK 
MEGHATÁROZÁSA AZ ALAPÁLLAPOTBAN.
Bevezetés.
E dolgozat célja a szabad AG-ion két valenciaelektronja 
sajátfüggvényének és energiájának meghatározása az alapállapot­
ban. A meghatározás teljesen elméleti úton történik, empirikus 
állandók figyelembevétele nélkül, egy analitikai módszer alapján.
Két valenciaelektronnal bíró rendszerek energiájának és 
sajátfüggvényének analitikai úton való meghatározásával eddig 
H yllebaas 1 és Gombás 2 foglalkoztak, a He-atom, illetve a C a- 
atom esetében.
Jelen esetben az AG-ion két 3s állapotban lévő elektronjáról 
van szó. így a probléma megoldása gömbszimmetrikus lesz a 
ScHBÖDiNGEE-egyenlet csak a magtól való távolságtól r-től függ. 
Ez, mint ismeretes, matematikai nehézségek miatt nem oldható 
meg, ezért közelítő eljáráshoz folyamodunk.
Gombás 3 az alkálifémek alapállapotban lévő valenciaelektron­
jai sajátfüggvényének és energiájának meghatározására egy köze­
lítő és analitikai módszert dolgozott ki, amit általánosított két 
valenciaelektronnal bíró rendszerekre is 2 A következőkben ezt 
a módszert alkalmazzuk.
A módszer variációs módszer, ami abban áll, hogy a hatá­
rozatlan paramétereket tartalmazó sajátfüggvényt alkalmas módon 
választjuk meg és ezzel képezzük a ScHEÖDiNGEE-féle energia­
kifejezést. A paramétereket variálással abból a követelményből 
határozzuk meg, hogy az energia minimummal bírjon. Hogy a
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valenciaelektronok a nekik megfelelő kvantumállapotba jussanak, 
(vagyis az úgynevezett betöltési szabály teljesülését, melyet a 
PAULi-elv ír elő) úgy érjük el, hogy a Schrödinger-íéle energia­
kifejezéshez hozzáadjuk az u. n. FEBMi-féle nullaponti energia 
megváltozását, amely fellép, ha az ion elektronjaihoz a valencia­
elektronokat hozzávesszük. Ennek az energiatagnak Schrödinger- 
féle energiához való hozzáadásával közelítőleg helyettesíthető a 
valenciaelektronokra vonatkozó Pauli-cIv, mivel ez az energia­
tag a Pauli-elven alapuló FERMi-statisztika következménye. Ennek 
részletes megokolása Gombás idézett munkájában található meg. 
A PAULi-elvnek statisztikus figyelembevétele csak közelítése lesz 
a PAULi-elv által előírt szigorú betöltési szabálynak. A Pauli- 
elv fentebb említett statisztikus figyelembevétele annál jogosul­
tabb, minél nagyobb az ionban az elektronsűrűség. A l 3 +-ion 
esetében ugyan csak tíz elektronja van az ionnak, de a 13 pozi­
tív magtöltés következtében kis térfogatra szorulnak és így nagy 
elektronsűrűséget eredményeznek, ami a statisztikus módszer 
alkalmazhatóságának feltétele.
A FERMi-féle nullaponti energia változása:
SK= ß j [(v +  p f » -  (>A»+p*)] dz,
ón" / 3 r'«. 2 ,
^  £ ú
(1)
(2)
ahol v az A l3+-ion elektronsűrűsége, p a valenciaelektronok 
hullámmechaniliailag értelmezett sűrűsége, dz a térfogatelem,
e a pozitív elemi töltés, a H =  — t, az első Bohr-féle hydro-
génsugár. v ismertnek tekinthető, mert a HARTREE-tabellákból 
számítható.
Az (1) kifejezést kellene a ScHRÖDiNGER-féle energiakifejezés­
hez adni, azonban ebben az alakjában a kifejezés számításra 
alkalmatlan. A nehézségen v és p viselkedése segít át. v csak az 
atommaghoz közeleső tartományban jelentékeny, ahol p értékei 
a v értékei mellett elhanyagolható kis értékek lesznek, p viszont 
az atommagtól távolabb eső tartományban lesz jelentékeny,
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ahol a p értékek mellett v értékei elhanyagolható kicsinyek. 
Így az
v (r 0) =  p ( r 0)
egyenlőséggel definiálható egy r 0 rádiusz, mellyel a teret két 
részre, -t- és r2-re osztjuk úgy, hogy r^ben v > p ;  r2-ben v < p  
egyenlőtlenségek állanak fenn. Ez lehetővé teszi, hogy az (1) 
kifejezés első tagját mindkét tartományban sorbafejtsük. A sor­
fejtés magasabb rendben kicsiny tagok elhanyagolásával a követ­
kező kifejezést adja az (l)-re:
dK= — ß | v'iapdz —ßJ/?5,'*dr+ — ßjvp“3dz—ßjv^d z (3)
r l  ~  Z  o
A jobboldal első tagjában az integrációt az egész térre kiter­
jesztve és az ezáltal hozzáadott részt le is vonva
ö K — - ^ ß  f v ^ p d z -----^ - ß  j v Í3p d z  — ß  j p ’W r  +  ß  f v p ' ^ d z
+ *2 2^ *1 2^
- ß f v H  r.
(4)
A sorfejtés többi tagja, valamint a megtartott tagok is az első 
tag mellett magasabb rendben kicsinyek (másrészt számításra 
alkalmatlanok p  ismeretlen volta miatt), így első közelítésben 
elhanyagoljuk • ezeket is. A megtartott első taggal vesszük figye­
lembe a PAULi-elvet első közelítésben, a sorfejtés többi tagját 
utólag korrekcióként lehet figyelembe venni, amire vonatkozólag 
utalunk Gombás idézett munkájára.3 A megtartott első tag úgy
5 Bfogható fel, mintha a valenciaelektronok — — —  lA8 potenciálúO £
erőtérben volnának. Hozzávéve ezt az ion elektrosztatikus poten­
ciáljához, ^‘hez, a Schrödinger-íéle energiakifejezésben a
5 Ä ..
j ^ v~3= y . - x ( W 3
kp (5>
V- -y
3(4jt)2/s£5/3
potenciált vezetjük be, ahol =  J  a Laplace-operator, 
% az AJ^-ion HARTREE-tabellájából4 nyerhető, ahol 2r% van
2 3 *
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megadva r függvényeként, v vagyis —----Jy a tabellákban fel-
4  7T£
tüntetett adatokból egyszerűen számítható ki. Erre vonatkozólag 
utalunk Gombás idézett munkájára.3
A valenciaelektronok ScHRÖDiNGER-féle energiakifejezésének a 
variációs eljárással keresett m inim ális értéke az alapállapot 
energiáját adja, a hozzátartozó sajátfüggvény a valenciaelek­
tronok alapállapotához tartozó sajátfüggvény lesz.
A nyerendő energiaértékünk nem tartalmazza a valencia­
elektronoknak az ionra gyakorolt polarizációjából származó, 
valamint a valenciaelektronoknak az ion elektronjaival való 
kicserélési (Austausch) kölcsönhatásából származó energiát. Mind­
kettő relatíve kicsi és számításuk nehézségekbe ütközik.
Meg fogjuk határozni az AZ4-ion és az A l2+-ion valencia­
elektronjainak az energiáját és sajátfüggvényét az alapálla­
potban.
A módszer.
Két valenciaelektron* Schrödinger-í  éle energiakifejezése:
E  =  —j<p* V(rt) +  V{r^) — -S- e</>dz — Q s2aHf<j>*J<f’(h, (6)
ahol <p a két valenciaelektron 1-re normált sajátfüggvénye, rv rt 
a valencia elektronok távolsága a magtól, rn  a két valencia­
elektron egymástól vett távolsága, dz a konfigurációs tér tér­
fogateleme. Az integráció az egész konfigurációs térre történik.
A számítások szempontjából célszerű a három szoros ion 
elektrosztatikus potenciálját egy Coulomb- és egy nem-CouLOMB- 
szerű tag ra  bontani. Ekkor az energia következő tagokból fog 
á lla n i:
<7>
Ej — — j<f>* y(r,) + / ( r 2) - 3s 3e‘ r . . updr, (8)
E f — x e j (p *  { [ ^ ( g ) | /8+  [ ^ z ( n 2) | /3{ <pdr, (9)
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( 10)
( 12)
( 11)
ahol E c a háromszorosan töltött ionnak a valenciaelektronokkal 
való CouLOMB-szerű elektrosztatikus kölcsönhatásából eredő ener­
gia, E j  az ionnak a valenciaelektronokkal való nem-CouLOMB- 
szerű elektrosztatikus kölcsönhatásából származó energia, EF a 
PAüLi-elv következménye, E w a két elektron CouLOMB-féle elek­
trosztatikus kölcsönhatásának energiája, E K a valenciaelektronok 
SchrödinGER-féle kinetikus energiája.
A (8) és (9) tagokat célszerű egybefoglalni és az integrál jele
3 e
alatt szereplő • / — —----függvényt, amely HARTREE-tabel-
lákból4 számítva grafikusan ábrázolható, egy analitikai kifeje­
zéssel megközelíteni. Ez a következő alakú kifejezéssel lehet­
séges :
s és ju választását a legjobb közelítés szabja meg. Esetünkben 
s-re egész számot kell választanunk az energia második köze­
lítésénél törtkitevő esetén fellépő számítási nehézség miatt 
(1. lentebb). Jelen esetben éppen ilyen választás mellett bizonyul 
legjobbnak a közelítés, a  meghatározására a következő feltétel 
szolgál:
h{r) = — arse a" '; (13)
0 u
ahonnan nyerjük, hogy
(15)
ahol T  a (14) jobboldalán szereplő integrál értéke. így tehát 
nyerjük, hogy
Ej+ Ef =  — J  (p¥[h{r^ ) +  h(rj] e</>dz. ( 16)
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Az E  energiát ^-nek alkalmasan megválasztott kifejezésében 
szereplő egyelőre ismeretlen paraméterek függvényeként nyerjük. 
A paramétereket abból a feltételből határozzuk meg, hogy az E  
energia minimum legyen. Ezzel a két valenciaelektron energiá­
ját és a hozzátartozó sajátfüggvényt nyerjük az alapállapotban. 
Ennek az energiának az abszolút értéke egyenlő a két elektron 
leválasztásához szükséges energiával, vagyis a megfelelő ioni­
zációs energiák összegével.
A fent vázolt eljárás egy valenciaelektronnal bíró rendszerre 
is alkalmazható. Gombás3 egy valenciaelektronnal bíró rendszerre 
dolgozta ki először és az egy valenciaelektronnal bíró Ca+-ionnál 
is meghatározta az alapállapotban lévő valenciaelektron ener­
giáját és sajátfüggvényét. Mi itt hasonlóan járunk el és az 
MJ2+-ion alapállapotban lévő elektronjának szintén meghatároz­
zuk az energiáját és sajátfüggvényét. így tehát ezzel a mód­
szerrel az A7+-ionnak úgy az első, mint a második elektronja 
leszakításához szükséges energia vagyis az első és második 
ionizációs energiája meghatározható.
Két-elektron problémánál a független paraméterek számának 
növelésével Hyllkraas 1 és Gombás2 lényegesebb javulást ért el 
az energia értékében. Gombás Ca esetében a második közelí­
tésben két paraméterrel már jól megközelítette a mért energiát. 
A következőkben mi is két közelítést számítunk végig.
Első közelítés.
Az A l+-ion két valenciaelektronja az alapállapotban a 3-s 
állapotban foglal helyet. Ennek megfelelően a problémánk 
gömbszimmetrikus. Egymástól függetlennek tételezve fel első 
közelítésben a két elektront, a közös sajátfüggvény a két saját- 
függvény szorzata le sz :
=  <l>lil>i =A'i*rlne - lr'.A'i'r”e - lr'=Ar™r1l e - l(-r'+r*), (17)
ahol A a normálási faktor, A variációs paraméter, n pozitív 
egész szám. Á és n  energiaminimum követeléséből lesz meg­
határozva.
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j</>*<pdr= 1
normálási feltételből következik, hogy
(2 ; ) 2 «  + 3
A (7)-
4ff (2 » +  2 )!
(11) alatti energiatagokra a (17)-tel nyerjük:
(18)
(19)
E
c w+ 1
E j + E f =  2 «s (2n +  s +  2)! (27)2n
+  3
(2 n +  2 )! (27 +  /i)2m+s+3’
27
(2» + 2)9
7.2
2n + l
2n + 2 - 1 vA 2w + 2—i I 2 n + l + i<J2n+2 2 * l
E k — , s2a,,.A 2 n + 1
(20)
(21)
es, (22)
(23)
így tehát E  n-nek és 7.-nak függvénye, n és 7 meghatározása 
a következőképpen történik: különböző pozitív n egész értékek 
mellett variáljuk 7-t, míg a legmelyebb energiaértéket nyerjük. 
Azt az egész n-et tartjuk meg, amelyiknél az energiaminimum 
a legmélyebb, 7.-nak pedig az ehhez az energiaértékhez tartozó 
értékét választjuk. így <p és E  első közelítését nyerjük.
Az A l2+-ion valenciaelektronjának energiáját a fentiekhez 
hasonló módon nyerjük. Itt egy valenciaelektronról lévén szó, 
a valenciaelektronok kölcsönhatását kifejező Ew tag elmarad, a 
sajátfüggvény ip = A 1!irne~ír lesz.
Itt m ár az első közelítés is jó  eredményt ad, m int azt 
GoMBÁsnak K-, Rb- és Cö+-ra nyert eredményei is m utatják.2' 3
Az A/+-ionnál mint két-elektron problémánál az elektronok 
kölcsönhatása miatt további közelítés szükséges, amint az 
Hylleraas munkáiból következik.1
Második közelítés.
H ylleraas- 1 és G ombásIioz2 hasonlóan második közelítésben 
a következő alakban vesszük fel a sa já t függvényt:
</> =  Az-?rge-i(r‘+r*>( 1 +  c r12). (24)
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A  a normálási faktor, r13 a két valenciaelektron távolsága egy­
mástól, c újabb variációs paraméter, melyet az energiára ki­
rótt minimum-feltételből határozunk meg. n-et nem variáljuk 
tovább, hanem az első közelítésnél nyert értékét tartjuk meg. 
Tehát A és c lesznek a független variációs paraméterek. Ezek 
variálásának eredményeként nyert (f> és E  lesz a sajátfüggvény 
és energia második közelítése.
Koordinátáink most rv  r2 és r 12. Problémánk, mivel s álla­
potról van szó, gömbszimmetrikus. A LiAPLACE-operator ez eset­
ben H yllekaas szerint: 1
A = - 4  +dr\
2 _d_ d2
r1 drt dr2
+
9. 9, \ 9f 2 "Í~ ^12
r,r„ dr1dr1 +
r ,  d r ,  ^  *  d r \ t  ^  " 
r t ~ r f _ + r l  ó
t12
+
(25)
r.r„ drßrv
Ez a kifejezés kerül most a (6) alatti energiakifejezésbe. Energia­
kifejezésünkben a következő alakú integrálok fordulnak elő :
L ( i , j ,  k )— J r[r{'iJ{te - ar'-e—br'dT, 
1 (i, j , Aj =  J r\ r{r^2e~Wr^ r*)dr,
(26)
ahol i, j  pozitív egész számok, k pedig —1, 0, 1, 2 lehet. Az r ta-t- 
nem tartalmazó integrálok, vagyis a k = 0 -nak megfelelő integrálok 
minden további nélkül számíthatók. A dr térfogatelem a követ­
kezőképpen fejezhető ki: dr =  %n2jr ^ \ r 12dr1dr2dr22. Tehát egy 
f(rv  rv  r12) függvény integrálja a következő alakú lesz
» 00 .r2 + r\
jf ( r v rv r13)dv =  S-1 j r 1 drt j r 2 dr2J f(rv rv  r ^ r u dra .
0 0 | r j—rj
Bevezetve az úgynevezett HvLLERAAS-féle koordinátákat
s =  r 1 +  r í , t =  — rt +  rv u =  rlt,
r12) dr —
cc s +U
x3 1 ds I udu j f{s, t, u) {s3—f)dt ,
Ó 0 — u
(27)
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a (27) alatti transzformációs formula segélyével könnyen nyerhetők 
a következő integrálok:
1 1L(0, 0 , - 1 ) =  32;r2 
L(0, 0, 1) =*= 64ti3
L{0, 0, 2) =  768tt2
- a 2b2( a + b )  ‘ ab  ( a + b )3 J ’
3
“t" „41,3
1
U 3b 4 T  a 4b3 a3b8(a+b) a*b\a+ Vf J
1 1
a 5b3 - a3b°
Ezekből fi és 5 szerinti parciális deriválással nyerhető L(i,j, k) 
a következőképpen: 5
L {i,j, k) =  ( - 1  )i+j- ^ j  w ,  o, m .
A megfelelő I ( i , j ,k )  ezekből a = b helyettesítéssel nyerhető.
Az energia kifejezésében előforduló integrálok a következők 
lesznek a továbbiakban fontos n  =  2  esetben:
i ( 4 ,4, - 1 ) =  1 382400t:2[a"6b“6(a +  by1 +  a“5b“5(a +  by3 +
+  2 a“4b“4(a +  b)“5+  5 a~3b~3{a +  b)~7 
+  14a-2&-2(«+ b)-9+ 4 2 a -1b-1(a +  h-11], 
L ( 5 ,4 ,^ l ) = i  382 4 007r3[6a-7b-6(a+ b)-1+ a “6b“6( a + b r 3+
■+5a“6b“5(a+ b)“8+ 3 a “5b"5( a + b r 4+
+ 8a“5b“4(a+ b)“5+ 10a“4b_4( a + b r 6+
+  15a-1r 3(a+ b)-7+35a-3b-8(a+í>r8+  
+28a“s b“2 (a+b)“9+ 126a“2 6“* (a+by 10+  
+42a“2b'1(a+b)“11+462a“1b“:l(a+b)“13], 
L(2,6, - 1)= 1 935 360712 [a"4 b“8 (a +  b)“1+ a “46“7(a +  b)“2+
-|-a“3b“6(a+b)“4-|-2 a“3b“5(a+ b)“5+  
+ 3 c r2b“4(a+ b)“7+ 7 a “2b“3(a.+ b)“8+
+ 12a“1 b“3(a - [- b)“10+ 30a“ 1b~\a+ by11}, 
1(3,6, - 1 ) =  1 935 3607r2[5a“5b“8(a+ b r1+3a“5r 7(a+b)-2+
+ 2 a“4b“7(a+  b)“8+ 7 a “4b“6(a+b)~ 4+  
+ 2 a“4b“5(a+b)“B+ 10 a“3b“5(a+ b)“6+  
+20«“sr 4(a + & r7+ 7 a -2b“4(a+ b)“8+
+ 56a“2 b“3(a+ b)“9+ 42a“2b“2(a+ b)“10+  
+ 9üá“1b“2(a+  b)“ n+330a“ 4b“\a + b)“12],
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7(4, 4, -
7(2, 6 , -
7.(2, 4,0)
7.(4,4,0)
L(2 , 6 , 0 ) 
7.(2, 4, 1)
i(3 , 4,1)
7.(4, 4,1) 
7.(5,4,1):
7(2 ,4 ,1) 
7(4, 4, 1)
=  1 070 550
—  1 842 750 -T j,
=  16?r2 
=  16?r2 
=  16tt2
4! 6 !
a 5&7 
6 ! 6 ! 
a 7&7 
4! 8 !
a5b9
7T27(5, 4, — 1) =  6 958 575
1 (3 ,6 ,-1 )  =  8  931 195 ^ ,
£(3,4,0) -  IGtt3^ ! ^ - ,
7' 6 '7.(5,4,0) -
5 i 8 '
£(3,6,0) =
=  92 160a:2[21a_55"8+15a^65_7— 15or55"7(a-f-5)^1—
— 6 öT 5ö~6(ffl+ &)-a—4cr4ír e(a+ fr)-3—
— 9 a~*b~\a+ by*—9 a~3b~*(a-ffc)~8—
—  &a~3b-3(a + b y 7- 7 a ^ b - 3(a + b y8-  
- U a ~ ^ ( a + b y 9],
■- 92 1607i3[105fr6r 8+ 9 0 ( r 7r 7-9 0 a -8j'r7(a+ & r1-
- 15 ar9b ~ \a + b)~2 -  40a“ B5 “ 6(a+ & r3 -
— 24cr55~B(a+ by* - 3 6  a~*b^\a+ b y 5 -  
• — 45ör4ír'4(a+&)~6—36or8&-4(a+&)-7—
- 84a~sb -\a + b )  8-2 8 íT 25“ 8(a+5)~9-
— 126a“2i>~a(a+&)-10],
= 6 451 200^2[9a-7r 8+9rt-8fc'7-9 íi-7fc-7(űi+5r1-
— 5a_0ö~8(a+ & )_3 — 6or55~5(a+&)"B—
— <da~ib~Xa-\-by1—14a"~3(r~3(a+ b)“9— 
- 1 8 a ^ r 2(a+fc)-w],
19 353 600tt2[21 e r8r  8+ 2 4 a  9( r 7-  21 a~8b~ \a+ 5) “1—
— .!cf7r  7(a+6)"2 - 1 0cT7&_8(a+fc)“3 -
— 5er85_8(a+6) 4—10a“85”5(a+ b)~5—
— 10a-5£r5(a+fc)~6— 12ör6&_í(a+&)~7—
— 21 cC*b~*(a-+ b)~8- 14a“*7r8(a+6)“9-  
—42cr8&_s(a+£>)_1°—12flTs&~a(a+&)_11—
-6 6  <r2r 8(a+&ria],
2 2 
, 2 3 6 8 0 8 0 -^ , /(3,4,1)= 12 638 340-7^,
2
81 162 9 0 0 ^ - ,  b
AZ A l + - ÉS A 7 2+-io n  ENERGIÁJÁNAK MEGHATÁROZÁSA. 361
L(2,4, 2) =  552 960^(15rt" 7f>-7+ 2 8 a -5( r 9),
L(3 ,4 ,2 ) =  19 353 6007r2(3a-8h-7+ 4 < r6r 9),
7(4, 4, 2) =  464 486 d O O ^ c r ^ + c r ^ - 9),
-7(5,4, 2) =  464 486 400^(9(1-106 -7+ 7 « -86- 9),
/ (2 ,4 ,2 )=  23 777 280 , /(3 ,4 ,2) =  135 475 200 ~ ,
7(4,4,2) =  928 972 800
Az energia-kifejezés n — 2 esetén:
E  =  As{ —6 7(2, 4, 0) +  (6A -6) 7(3, 4, 0)-A37(4, 4, 0) +
+  7(4,4, - 1 )  +  2«7(4+s, 4, 0) +
+  c [—147(2, 4, 1) +  (13/1-12)7(3, 4, 1)-2A27(4, 4, 1)+
+  2 7(4,4, 0 ) -  4 7(4,4, - 1) +  2 7(2, 6 , - 1 )  -  A7(3,6 , - 1 ) +
+ A 7(5, 4, — 1) +  4a7(4 +  s, 4, 1)]
+ c 3[—87(2, 4, 2) +  (7A—6)7(3, 4, 2) -A 2i(4, 4, 2) +  7(4, 4, 1 )-
-  47(4, 4, 0) +  27(2, 6 , 0) -A7(3, 6 , 0) +  A7(5, 4, 0) +
+  2«L(4 +  s, 4, 2)]},
ahol a — 2A +  ji és b — 2A;
A2= ----------------------- ------------------------  72917(4, 4, 0) +  2c7(4, 4, 1) +  c27(4, 4, 2) ' 1 '
Az energia-kifejezés végső alakja tehát:
ti _  E0-\-Fc +  Gc3 
1 + P c  +  Rc*’ (30)
ahol E0, F, G, P, 7? a A-nak függvényei.
Az energiaminimumnak megfelelő A és c a következő egyenlet­
rendszerrel van definiálva: =  0 ,
O A
dE_
de =  0. Ennek megoldása
azonban komplikált, ezért az energiaminimumnak megfelelő A-
és c-t a következőképpen határozzuk meg: egy meghatározott
d EA-hoz tartozó c értéket a ——- =  0 egyenlet gyökeként nyerjük. 
Ez az egyenlet részletesen kiírva:
Le3 +  2 Me +  N  =  0 ,
L  = G P - F R ,  M =  G —E0R, N  = F -  EJ*. (3 1 )
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Különböző A-ákra végezve el a számítást az energiaminimum­
nak megfelelő A és c egyszerűen határozható meg.
n-1 a második közelítés számításánál nem variáljuk, hanem 
mint említettük n számára megtartjuk az elsőben nyert értéket, 
tehát egy A, c értékpár mellett elért legmélyebb energia-érték 
lesz az energiánk második közelítése.
Az A l+- és AP+-ionra nyert eredmények.
1 3£
A v =  ——  Jy  és a y ---- —----x(JyY/s függvény értékei az A l3+-
ionra a HAKTREE-tabellákból számíthatók ki. A y ----—----xiáyf^
függvényt közelítő (13) alatti függvényünk paraméterei:
« = 1 4 4 ,7 7  4 - .  s =  1, ,« =  4,32. (32)ciH
1. ábra.
Abszcissza : r (an egységekben).
Ordinata : a függvényértékek (e an egységekben).
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A két függvény ra-szerese mint r függvénye az 1. ábrán látható, 
az abszcissza aH egységben, az ordináta ea„ egységben. A köze­
lítés pontossága az ábrából jól kivehető.
A nyert sajátfüggvények paramétereit és a hozzájuk tartozó
energiaértékeket a következő táblázat tünteti fel Á-t és c-t 1 lctH
0»£
egységekben, Em iU-ot •— - és e-Yolt egységekben: aH
1. táblázat.
n c
•Sínin
f?2--- egységekben
a n
Amin
e-Volt
egységekben
A l +
2 1-42 — —1-63291 -44-22 első közelítés
2 1-56 0-699 -1-67015 —.45-23 másodikközelítés
A l* + 2 1 '53 — — 100G59 —27-26
Számítottuk az A l+-ion két valenciaelektronjának energiá­
ját és sajátfüggvényét az alapállapotban és az A P +-ion egy 
valenciaelektronjának energiáját és sajátfüggvényét az alapálla­
potban. Az A/+-ion valenciaelektronjainak leszakításához és 
az A P +-ion egy valenciaelektronjának leszakításához szükséges 
energiák különbségeként nyerhető volt az Ai+-ion egy valencia­
elektronjának leszakításához szükséges energia, vagyis az A l+—>AP+ 
ionizációnak megfelelő ionizációs energia.
A 2. ábrán az AZ+-ion egyik 3s állapotának (első közelítés­
ben) és az A/i+-ion 3s állapotának sajátfüggvénye van felraj­
zolva mint r  függvénye, az abszcissza aH egységben, az ordinata 
1 /<$* egységben.
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2. ábra.
Abszcissa: r  (aH egységekben).
Ordinata: a sajátfüggvényértékek (1 /a /‘ egységekben).
________  az Aß+  3s állapotának normált sajátfüggvénye
________  az Al+ egyik  3s állapotának normált sajátfüggvénye
(első közelítés).
A korrekció.
A (4) a la tt i  so rfe jté sn e k  csak első  ta g já v a l v e t tü k  figyelem be 
a FEBMi-féle k in e tik u s  en e rg iav á lto z ás t, vagyis közvetve a 
P iU Li-elvet. A so rfe jté s  több i ta g já ró l  m e g e m líte ttü k , hogy 
k o rre k c ió k é n t v eh e tő  figyelem be.
A valenciaelektronok eloszlási sűrűségének ismeretével a kor­
rekciót kiszámíthatjuk. Az (1) alatti ki nem fejtett kifejezésből 
levonva a (4) alatti kifejezés megtartott és számításokban fel­
használt első tagját, a nyert különbség lesz az az energiaérték, 
amellyel az (1) alatti eltér a figyelembevett energiaértéktől, tehát 
ez lesz a korrekció:
f] =  ß f [ ( v  +  p ) ’’,‘ — ( t f 1* +  p ^ + ^ / t v ^ p ) ]  d r . (3 3 )
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A korrekciót az AJ+-ion esetében a sajátfüggvény első köze­
lítésével számítottuk.
Az alábbi táblázat Emin-ot, a korrekciókat és a korrigált 
energiákat tünteti fel e-Volt egységekben:
2 . t á b l á z a t .
A l+ A l* +
Emin. —45-23 —27-26
V -2 -03 —1-00
Emin. korr. — 
=  Emin. +  V
—47-26 —28-26
Eredményeink tárgyalása.
Eredményeinket a ScHRÖDiNGER-féle energiakifejezésben elő­
forduló ismeretlen paraméterek variálásával nyertük. Az egy 
valenciaelektront tartalmazó A l2+ -ionnál a sajátfüggvény két 
paraméterének (n, A) variálásával elért minimális energiaértékkel 
megelégedtünk, ugyanis GoiiBÁsnak a K -ra3 végzett számításai 
mutatják, hogy a további közelítések elhanyagolhatók. Az A l ''"-ion­
nál is első közelítésben (n, A) paramóterpár variálásával nyertük 
a két valenciaelektron alapállapota energiájának első közelítését. 
A második közelítésben HYLLERAAsnak1 He-ra és GoMBÁsnak2 
Ca-ra végzett számításai alapján a saját függvénybe a cr12 
tagot vezetve be, az n  változatlanul hagyása mellett (A, c) 
paraméterek variálásával nyertük az alapállapot energiájának 
második közelítését. További variációs paramétert H ylleraas 
idézett műve alapján nem vezettünk be, amennyiben kimutatta, 
hogy a cr13 tagnak van a legnagyobb szerepe a magasabb 
közelítésben.
Az A i+-ionra nyert energia abszolút értéke adja az első és 
második ionizációs energiájának 1 és A-nek az összegét. Az
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A/2+-ra nyert energia abszolút értéke pedig I2-ve 1 egyenlő. Ezeket 
összehasonlíthatjuk a tapasztalattal. Az elméletileg számított 
értékeket és a kísérleti eredményeket ismét e-Yolt egységekben 
a 3. táblázatban foglaltuk össze.
3. táblázat.
Ionizációs energiák A k
Elméleti értékek
korrekció nélkül 17-97 27-26
korrekcióval 19-00 28-26
Kísérleti értékek — 18-73 28-31
A korrigált elméleti értékek %-os eltérése 
a kísérletiektől +  1-4 %
— 0-2 %
A táblázatból kitűnik, hogy L, 0 2  %-kal kisebb abszolút értékű, 
I'4 %-kal nagyobb abszolút értékű a kísérleti értéknél. Azon­
ban egyik sem tartalmazza a valenciaelektronoknak az ion 
elektronjaira gyakorolt polarizáló hatásából és a valencia - 
elektronok és az ion elektronjai közti kicserélési kölcsönhatásá­
ból (Austausch) származó energiatagokat, melyek I t -\- /, és /„ 
abszolút értékét (és valószínűleg abszolút értékét is) növelik. 
Ezért az és It ionizációs energiákra nyert értékeink kissé 
nagyoknak mondhatók. A táblázat korrigált és nem korrigált 
értékeit összehasonlítva, az ionizációs energiákra nyert kissé 
nagy elméleti értékek a korrekció figyelembevételének következ­
ményei, mely itt a (4) alatti formula sorfejtéséből származó 
összes magasabbrendű tagokat tartalmazza. Lehetséges, hogy a 
kissé nagy energiaértékek onnan származnak, hogy a korrekciót 
eddig nem sikerült teljesen kielégítő módon az elméletbe be­
illeszteni.
A polarizációs energia megbecsülhető lenne azzal a feltevés­
sel, hogy a valenciaelektronok tere az A/s+-ionban homogén. 
Mivel azonban a valenciaelektronok az Aí8+-ionhoz a három­
szoros töltése folytán aránylag közel vannak a belső elektronok­
hoz, ez a feltevés nem helytálló. így a polarizációból származó 
energia nem is számítható, illetve nem is becsülhető ilymódon. 
Hogy elhanyagolása csak igen kis hibát jelenthet, arra az 
A ls+-ion nagyon kis polarizálhatóságából következtethetünk.
A valenciaelektronoknak az AÍ3+-ion elektronjaival való ki­
cserélési kölcsönhatásából származó energia nem számítható 
matematikai nehézségek miatt. Elhanyagolása szintén csak igen 
kis hibát jelenthet, mivel az Ai3+-ion belső elektronjai és a 
valenciaelektronjai közt több oknál fogva nem lehet nagy a ki­
cserélési kölcsönhatás (Austausch), s így az ebből származó 
energia-tag is igen kicsiny lesz.
így a polarizációs és kicserélési kölcsönhatásból eredő energiák 
összegének elhanyagolása csak igen kis hibát jelenthet.
^Energiaértékeink eltérését a mért értékektől a már említett 
okokon kívül a következőkkel indokolhatjuk meg:
A PAULi-elv által adott betöltési szabály statisztikai figyelembe­
vétele a valenciaelektronok sajátfüggvényeinek csak közelítő 
meghatározását teszi lehetővé. Az ionon belül a közelítő saját- 
függvény négyzete a pontos sajátfüggvény négyzetének csak 
középértéke, kívül pedig jó közelítése.
Egy kis hibaforrást jelenthet még az is, hogy az A l!<+-ion 
elektronsűrűségét és potenciálját a HARTREE-tabellákból vettük, 
melyeket H a r t r e e  egy közelítő eljárással határozott meg, tehát 
ezek nem  teljesen pontosak.
Mindezeket figyelembevéve, nyert energiaértékeink igen jól 
megközelítik a kísérletileg mért energiaértékeket.
*
E dolgozatot a magyar kir. Ferenc József Tudományegyetem 
elméleti fizikai intézetében készítettem.
A témát dr. Gombás Pál egyetemi nyilv. rk. tanár, intézeti 
igazgató úr tűzte ki, akinek ezúton is hálásan köszönöm, hogy 
állandó támogatásával és értékes útbaigazításaival lehetővé tette 
dolgozatom elkészítését.
Kolozsvár, 1941. március.
Kozma Béla.
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BESTIMMUNG DER EIGENFUNKTIONEN UND 
ENERGIE DER VALENZELEKTRONEN DES 
A/+-IONS IM GRUNDZUSTANDE.
Zur Berechnung der Eigenfunktion und Energie der Valenzelek­
tronen des AU-Ions im Grundzustande wurde eine Methode benutzt, 
welche für das Ca-Atom von Gombás ausgearbeitet wurde.
Das Wesentliche in der Methode ist, dass man das PAUH-Prinzip 
bzw. die daraus folgende Besetzungsforschrift für die Valenzelektronen 
näherungsweise dadurch in Betracht zieht, dass man zum Schrödinger- 
sehen Energieausdruck die statistisch berechnete Energieänderung des 
Elektronengases hinzuaddiert, welche resultiert, wenn man zu den 
Kumpfelektronen die Valenzelektronen zunimmt.
Die Energie, welche von der Polarisation des Ions durch die 
Valenzelektronen herrührt und die Energie, welche der Austausch- 
wechsehvirkung der Valenzelektronen mit den Kumpfelektronen Rech­
nung trägt, da sie von höherer Ordnung klein sind, wurden vernach­
lässigt.
Einen Vergleich der experimentellen Werten mit den theoretischen 
ersten zwei Ionisierungsenergien des A l+ (welche man aus den Resul­
taten einfach berechnet) gibt die Tabelle 3.
Wie man daraus ersieht, stimmen die berechneten Energiewerte 
mit den experimentellen gut überein.
B. Kozma.
KITŰZÖTT FELADATOK.
A m egoldásokat a következő címre kéijük : D r. E gerváry J enő, 
Budapest, IV., Kecskeméti-u. 4.
4. Legyenek fuc (%) (i, k =  1, 2) a valós x  változó egy értékű 
folytonos valós függvényei, melyek kielégítik a következő egyen- 
létrendszert:
fu(% +  y) =  fu(«)fu(?/) +  fa (x)fn (y), 
fn(x  +  y) =  fiÁx ) fxM  +  fií,(x )f^(yl  
fn (x  +  y) =  Ui(x )fu(y) +  fw(x ) f ín(y\  
f a i x  +  y) = L iW U S y )  +  UAx ) h M -
Meghatározandók az fik (x) függvények.* 1
5. Legyenek x lt x„ az
(Kerékjártó Béla)
egyenlet gyökei, ahol A tetszőleges szám. Bebizonyítandó, hogy
x \A - x \ - \----- f- x \  — A  (v =  l, n).
(Túrán Pál)
H e ly n e ig a z ílá s . A 203. oldalon közölt 1. feladat szövegébe több hiba 
csúszott be ; ezért e feladatot i t t  helyesbítve újból közöljük:
1. Bebizonyítandó, hogy ha a nem azonosan eltűnő
<■ 12  +  e 2 z * H ------- H ' „ z «
polinom együtthatóira fennállanak a
cv—3c1+1 + 3c,+2—ov+32?0 (v= 1, 2 
egyenlőtlenségek, ahol cn+1 =  (.'„+2 —t'n+3 =  0 , akkor e polinom deri­
váltjának zérushelyei az egységkörön kívül vannak. (Fgerváry)
1 Útmutatásnak lásd W. F. Osgood : Lehrbuch der Funktionentheorie,
I. (2. kiadás, 1912) 582. o. a következő tétel bebizonyítását:
Az
S(x + y) =  S(x) C(y) + C(x)S(y), C(x+y) =  C(x) C y) — S[x)S(y)
függvényegyenletrendszer általános megoldása S(x), C(x) folytonos függ­
vényekkel a következő:
S(x)=eax sin fix. C(x) = eax cos /xx.
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IRODALOM.
M ikola S án dor: A fizikai m egism erés alapjai. I—VIII.
és 1—360. Budapest, 1941. Kiadta a Kir. M. Természettudományi 
Társulat.
A fizika körében az utolsó félszázadban ismereteink rendkívüli kiter­
jesztését, elmélyülését és alapfelfogásaink sokszor igen mélyreható 
átalakulását értük meg : kialakult a régebbi mechanisztikus felfogás után 
a fenomenologikus irány, azután az elektronelmélet és az új atomisztika, 
a relativitás és kvantumelmélet. Mindez alkalmat adott a tudomány 
öneszmélésére és jelentékeny kritikai és ismeretelméleti irodalom 
kialakulására, melyből csak H elmholtz, Mach, P oincabé, D üh km 
műveit, valamint a matematika alapjaira vonatkozó kutatásokat 
emelem ki.
Mikola Sándor is, ki ezt az egész átalakulást átélte és éber szem­
mel kísérte, amint arról több műve tanúskodik, a jelen könyvben a 
fizika alapfogalmaira és a fizikai megismerés folyamatára vonatkozó 
felfogásait foglalja össze. Különös gonddal emeli ki és elemzi a fizikai, 
geometriai és egyéb matematikai alapfogalmaink tapasztalati eredetét 
és különösen hangsúlyozza ama tapasztalatok alapvető fontosságát, 
melyek az emberi tevékenységgel járnak együtt. Ügy állítja be, hogy a 
kozmikus jelenségekkel szemben, melyeknek passzív szemlélői vagyunk 
csupán, a fizika főkép oly folyamatokra vonatkozik, melyek az ember 
által létesített valóságokra, gépekre és kísérleti berendezésekre tartoz­
nak, általában az «ember alkotta természetre». Kétségtelenül ez a 
beállítás sok érdekes szempontra ad alkalmat és könyvének legérdekesebb 
vonása.
Mikola könyvében a tapasztalat és a gondolkodás folyamatainak 
és formáinak, valamint a konvenció jelentőségének vizsgálata után a 
mozgást, tér és időt, a mechanika alapfogalmait és elveit, a relativisz- 
tikus mechanikát, az atommechanikát és kvantumelméletet, az okszerű­
ség és törvényszerűség problémáját, az energia és entrópia fogalmait, 
végre az egységesség és egyszerűség elveit, valamint a matematika és 
fizika viszonyát tárgyalja. A tapasztalati alapok kiemelésében, messze­
menő teoretikus elgondolások hipotetikus voltának kiemelésében sok 
érdekeset mond. Azonban sok olyat is állít, amit a matematikusok és
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fizikusok nagyrésze, kik az utóbbi évtizedek fejlődését követték, alig 
lesznek hajlandók elismerni.
Ilyen a relativitás elméletének tárgyalása. Sok helyen ez is teljesen 
megfelelő, így az egyidejűség relativitása esetében és másutt is, de elő­
fordulnak igen zavaró kijelentések is. Hogy a tapasztalat Einstein 
világfelfogásában el nem helyezhető (178. oldal, 2. kikezdés), hogy a 
nagy sebességű részek, melyekre a relativisztikus mechanika alkalmazást 
talál, nem képezik a közvetlen tapasztalás tárgyát (178—179. oldal). 
Ügy persze nem mérhetjük e sebességeket, mint a ballisztikában, de 
épp elég tapasztalat vonatkozik reájuk. Éppígy támadása az invariancia 
elv ellen (182. oldal, fent). A 182—183. oldalon kifejezést ad ellenszen­
vének a relativitás elmélet matematikai apparátusa ellen, melynek 
harmóniáját és szimmetriáját nem értékeli. Ugyancsak itt (183. oldal, 
24—39. sor) azt állítja, hogy a fizika újabb fejlődése és főképp az atom ­
fizika teljesen elvonta az érdeklődést a relativitás elméletétől. Ez csak 
részben áll meg. Az atomfizika mindenütt, hol nagy sebességű részek 
szerepelnek, természetesen alkalmazza a relativitás elméletét és ennek 
formalizmusát és ezen eljárásnak számos szép eredményét köszönheti. 
Csak a SoMMERFELD-féle fínomstruktúra formulára, a Klein—Nishina- 
formulára és egyik legnagyobb eredményére, a DiRAC-féle egyenletre 
utalok. A DiRAC-egyenletre és a lyukelméletre vonatkozó megjegyzése 
(214. oldal, 2. kikezdés) teljesen önkényes és meg nem felelő konstrukció. 
A DiRAC-egyenlet felállítását formális, invarianciaelméleti okok tették 
közelfekvővé, ragyogó példája épp ilyen absztrakt és a szimmetriát figye­
lembevevő meggondolások termékenységének. Az egyenlet azután köz­
vetlenül szolgáltatta a spin értelmezését és a fínomstruktúrát, de fel­
léptek az igen zavaró negativ energiájú állapotok, melyeket nem lehetett 
eliminálni. Ekkor vetette fel Dirac a lyukelméletet és ezzel eredetileg 
a protont akarta értelmezni, melynek eltérő tömege nehézséget okozott, 
míg végre a pozitron felfedezése a nehézséget megszüntette. A Dirac- 
egyenlet még többet is t e t t : a tapasztalattal megegyező kifejezést adott 
a párképződés valószínűségére. A DiRAC-egyenlet egyik legragyogóbb 
példája a relativisztikus és kvantummechanikai szempontok egybe­
olvadásának és termékenységének.
Azt is meg kell jegyezni (a 210. oldalhoz), hogy a pozitronok kísérleti­
leg is előállíthatok úgy a mesterséges radioaktivitás, mint párképződés 
segélyével.
A 187. oldalon a 12—16. sorban azt állítja, hogy a relativisztikus 
tömeg-energia reláció (E= m c2) az észlelhetőségen túl esik. Éppen az 
atombontási és pár képződési jelenségek azok, melyek ezen alapvető 
összefüggés egyszerű és meggyőző kísérleti igazolását nyújtották. Igen
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kevéssé szerencsésnek kell tartanunk még az egész V. fejezet 6. alfeje- 
zetének tárgyalását is.
Hogy a relativitás elmélete vezet problémákhoz, melyek nincsenek 
megoldva, mint a kvantumelektrodinamikában, azon nem csodálkoz­
hatunk, mert minden elméletnek vannak meg nem oldott problémái.
Az atomminta és vele kapcsolatban a kvantummechanika tárgyalásá­
nál nem kap az olvasó élénk képet arról, hogy a fejlődés a tapasztalat­
tal milyen szoros kapcsolatban ment végbe és épp azért egyes kijelentései 
a kvantummechanika «metafizikai» jellegére, vagy hogy «az atommag 
szerkezetének kutatása nagyobbrészt tisztán matematikai folyamatok­
kal megy végbe» (213. oldal, 31—32. sor), téves beállításokhoz vezet­
hetnek. Az az állítása, hogy az anomális ZEEMAN-effektust az «elmélet 
mindez ideig nem tudta kiszámíthatóvá és megmagyarázhatóvá tenni» 
(356. oldal) teljesen hibás, ellenkezőleg a kvantummechanika egyik leg­
nagyobb diadala, hogy a ZEEMAN-effektust minden bonyodalmával és 
határeseteivel teljesen értelmezte, minden külön, ad hoc feltevés nélkül. 
Ezzel kapcsolatban talán nem véletlen, hogy az irodalmi összeállítás­
ban épp azok az alapvető és ma már klasszikus kvantumelméleti munkák 
nincsenek idézve, melyek bő tapasztalati anyagot nyújtanak, mint az 
igen elterjedt Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien. Zavaró és 
helytelen a 203. oldal 10—17. sora, valamint megjegyzése a mezon több­
szörös töltéséről (354. oldal, 33—34. sor).
Egy külön fejezetben tárgyalja az energia és entrópia alapvető fogal­
mait. Mivel e fejezetben oly kijelentések találhatók, melyek alkalmasak 
félreértésekre és téves felfogások keltésére, sőt a mai biológiai irodalom­
ban az entrópia laza felfogásai elég zavart keltenek, kénytelen vagyok 
ezekkel behatóbban foglalkozni. Olyan kijelentései vannak, hogy az 
entrópia elv ellentétben áll az energia elvével (274. oldal, 17—19. sor). 
Az ásványtan és geológia tanai nem egyeznek az entrópia törvénnyel 
(290. oldal, alulról 3—4. sor). «íme a szervetlen világban is van az 
entrópiatörvénnyel ellenkező irányban lefolyó folyamat» (290. oldal, 
utolsóelőtti kikezdés).« A szerves élet tehát legnagyobbrészt ellenkező 
irányban folyik le, mint ahogyan azt az entrópia törvény követeli» (292. 
oldal, 6—8. sor). Ezeket csak akkor állíthatjuk, ha nem tudjuk mi és 
mire vonatkozik az entrópia törvénye. Annál meglepőbb ez, mert 
Mikola más helyen az entrópia teljesen helyes értelmezését adja. Azt 
tudjuk, hogy vannak kristályosodási és más differenciálódási folya­
matok, de ezek épp oly kevéssé vannak ellentétben az entrópiatör­
vénnyel, mintha a gőzgépben hő munkává alakul át. Itt tisztán kell 
látni: nem ismeretes egyetlen folyamat, mely az entrópiatörvénnyel 
ellentétben volna. Nem szeretnék semmiféle dogmatizmus szószólója
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lenni és semmiképen sem állítom, hogy nem merülhetnek fel tapasz­
talatok, akár az élő, akár az élettelen világban, melyek az entrópia- 
törvénynek ellentmondanának, de eddig ilyeneket nem ismerünk. Nem 
szabad elhomályosítani a dolgokat, egy mondatban kijelenteni, hogy 
a tétel ime nem érvényes, azután valamit kompenzációról beszélni.
De az energia sokkal egyszerűbb tételével kapcsolatban is vannak 
meglepő kijelentései. így : «A fizikának alkotó részében (t. i. az ember 
által alkotott jelenségek és tárgyak körében. Ref.) az örökmozgó lehe­
tetlen voltának elve feltétlenül érvényes. De a fizikának kozmikus részé­
ben ...  a Föld tengelyforgása, a bolygók nap körüli keringése. . .  igazolt 
örökmozgók» (279. oldal, 10—19. sor). Nem helyes, hogy radioaktív anya­
gok kémiai szerkezete a sugárzással nem változik (277. oldal, 23—28- 
sor), mert kimutathatóan átalakulnak más elemekké. Nagy nehézséget 
lát abban, hogy mai felfogásunk szerint a Napnak és a csillagoknak hül- 
niök kell, pedig semmiféle tapasztalat nem mutatja hülésüket (292. 
oldal, alulról 1—12. sor). Hogy a csillagok sugárzásai energiaforrásának 
kérdése ma sokkal konkrétabb állapotban van, mint e helyen és a 281. 
oldal utolsó 1—17. sorában kifejti, az elkerülte figyelmét.
Igen félek, hogy ezek sok téves felfogásra adnak majd alkalmat. 
Nem ilyen fontos, de mégis felemlítendő, mivel a népszerű irodalomban 
mindig előfordul, a három test problémájának megoldatlanságára vonat­
kozó megjegyzése. Megoldás alatt érthetünk formális matematikai meg­
oldást, azaz egy értelmes matematikai kifejezést, mely a differenciál­
egyenletet kielégíti. Ha ez a kifejezés végtelen sor, konvergálnia kell. 
Ilyen értelemben Sundman a három test problémáját teljes szigorú­
sággal és általánosan megoldotta. Annyiban nem tökéletes a megoldás, 
mert a SuNDMAN-sorok bonyolult szerkezete nem ad áttekintést a meg­
oldás sajátságaira. A megoldás természetének áttekintése teljes általános­
ságban nem sikerült, csak igen jellegzetes határeseteket ismerünk.
Még említhetném a szerzőnek a matematika szerepére vonatkozó fel­
fogását, mely meglehetősen egyezik egy ma igen elterjedt matematika­
ellenes felfogással. De mivel itt értékelésről és felfogásmódról van szó 
és erre vonatkozó felfogásomat e lap hasábjain nemrég volt alkalmam 
kifejteni, ettől eltekintek.
Mindent összefoglalva Mikola vonzóan és élénken megírt könyvében 
sok értékes részlet van, főképp fogalmaink tapasztalattal és alkotással 
kapcsolatos eredetére vonatkozóan, de sok ami téves és félrevezető. 
Kritikus és szolid előképzettséggel bíró olvasó mindenesetre haszonnal  ^
olvashatja, de nem alkalmas arra, hogy laikusok és filozófusok belőle 
alakítsák fizikai világképüket.
Ortvaij Budolf.
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Béli B éla  és Takács Lajos: A napsugár útja. Az 1940.
évi Rauer pályázaton jutalmazott pályamű. Pótfüzetek a Természet- 
tudományi Közlönyhöz. 1941. 6—25. oldal.
Népszerű cikk, mely céljának teljesen megfelelne, ha a dolgozat 
asztrofizikai részére vonatkozó irodalmat 1928 óta, midőn E d d i n g t o n  
alapvető művének német kiadása megjelent (amely a szerzők egyik 
főforrása volt) kellően figyelembe vették volna. Azóta pedig sok min­
den történt: felfedezték a neutront, elvetették azt a feltevést, hogy az 
atommagok elektron és protonból vannak felépítve (9. oldal, 24—26. 
sor), senki sem beszél elektron és proton egyesüléséről, melyre semmi 
tapasztalat sem vonatkozik (9. oldal, 7. sor; 10. oldal, alulról 4—5. sor), 
a csillagok energiatermeléséről pedig ismert atommagreakciók alapján 
bár hipotetikus, de jobban megalapozott és konkrétabb képet alko­
tunk magunknak. A nap és csillagok eddigi élettartamára újabban elég 
egyöntetűen 2 milliárd évet vesznek fel. A napállandó ma is egy kellő 
pontossággal meg nem határozott adat, hiszen még azt sem tudjuk, hogy 
hogyan változik a napfoltperiodussal. Alapvető újabb vizsgálatok mutat­
ják, hogy az ultraviola sugárzás sokkal erősebb, mint a PLANCK-féle for­
mulából számított és ennek tulajdonítják az ionoszféra rétegeinek kiala­
kulását. Mindezekről az utóbbi években annyi szó esett, hogy ismertnek 
tehetők fel.
Nézetünk szerint egy népszerűsítő cikkben is a legjobbat kell adni, 
amit a tudomány ezidőszerint nyújthat. Főkép vonatkozik ez alap­
vető dolgokra. Mivel ettől több alkalommal eltérést láttunk, köteles­
ségünknek tartjuk erre nyomatékosan felhívni a figyelmet. Egyébként 
reméljük, hogy a fiatal szerzők oly műveivel is fogunk találkozni, melyek 
a népszerűsítés igen felelősségteljes feladatának mindenben eleget 
tesznek. 0 . B.
Gom bocz E m ire : A Királyi M agyar T erm észettud o­
m ányi T ársu lat történ ete 1841—1941 . 467 oldal, 1 képpel 
és 54 arcképpel. Kiadta a Kir. Magy. Természettudományi Társulat, 
Budapest, 1941.
Ebből a könyvből nemcsak a Természettudományi Társulat történetét 
ismerjük meg, hanem arról is képet kapunk, hogy milyen volt hazánk 
természettudományos műveltségi állapota száz esztendővel ezelőtt és 
hogyan változott az a század folyamán. Megtudjuk belőle, hogy meny- 
ny re nem ismertük száz évvel ezelőtt «az imádott, a semmi oldalról nem 
méltányolt, a sok oldalról fenyegetett, a minden oldalról kizsákmányolt 
hazát», hogy mennyi feladat, mennyi sok kötelesség várt a hazafiakra, 
miket vállaltak ezekből magukra a Társulat vezetői, mennyi eszmét
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termeltek ezek megoldására, hogyan akarták eszméiket megvalósítani 
és hogy végül is mi-mindent sikerült megvalósítaniok. Nagy elismerés 
illeti meg Gombocz E ndrÉí , hogy ilyen természettudományi művelődés- 
történeti háttér megfestésével írta meg a Társulat történetét. írása sok 
helyütt lendületes ; annak ellenére, hogy sok adatot kellett szövegébe 
heleszőnie, mindvégig élvezetes és bár látszik, hogy nagyon szereti a 
Társulatot, ítéleteiben ez nem befolyásolja ; megállapításai tárgyilagosak.
Öt korszakra osztva tárgyalja a Társulat történetét. Igen küzdelmes 
a kb. negyedszázadot kitevő első két korszak. Meghatottsággal olvassuk, 
hogy az alapítók milyen lobogó lelkesedéssel és a nehézségeket nem mér­
legelő határtalan önbizalommal tűzték ki a Társulat számára a célokat 
és hogy az anyagi eszközök elégtelensége meg a gyászos politikai viszonyok 
miatt milyen keveset tudtak azokból megvalósítani. Mik voltak a célok? 
Művelni a természettudományokat, hazánkat természettudományilag 
kikutatni, kőszeneit, ásványvizeit és egyéb természeti kincseit meg­
vizsgálni, Pest-Budát és környékét föld-vegytani és természetrajzi szem­
pontból leírni stb. ; mindezek megvalósítása végett könyvtárról, gyűjte­
ményekről, eszközökről gondoskodni; folyóiratot indítani, könyveket 
kiadni, «hazánkfiait a természeti tudományok jótékonyságában minél 
nagyobb mértékben részeltetni» és a tudományos magyar műnyelvet is 
megalkotni. «Nem kisebb feladatot vállaltak tehát az alapítók, — írja 
Gombocz E ndre — mint amelyet később a Magy. Nemzeti Múzeum, 
a Magy. Tud. Akadémia, a csak évek múltán létesült többi tudományos 
társulat és kísérletügyi kutató intézmények és a Társulat együttesen 
is csak lépésről lépésre tudtak megvalósítani».
A második negyedszázaddal új korszak kezdődött a Társulat életé­
ben. Vezetősége belátta, hogy addigi célkitűzései nem reálisak, a szerte­
ágazó sok feladat megoldására erői és eszközei nem elegendők és hogy 
ezért működése irányán változtatni kell. Új irányát, mint az idő meg­
mutatta, igen szerencsésen, időszerűen és erőihez mérten választotta 
meg. Ez az irány : a természettudományok terjesztése, népszerűsítése,, 
megkedveltetése. Hogy milyen okok miatt volt időszerű ez az új irány, 
hogy milyen eszközöket és módokat talált ki a vezetőség céljainak meg­
valósítására (Természettudományi Közlöny, Könyvkiadó Vállalat, Nép­
szerű Természettudományi Estélyek, Népszerű Természettudományi 
Kurzusok stb.) és hogy milyen eredményeket ért el ezekkel, azt írja 
le a Szerző a harmadik korszakról szóló fejezetekben.
Ebben a korszakban, amely ugyancsak kb. egynegyed századig tar­
tott, virágzóvá lett a Társulat. Tagjainak száma sok ezerre szaporodott, 
anyagilag fellendült és gyakorlati természettudományi kérdésekben
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irányító központ lett. Tagjai közt már a fiatalabb nemzedékből is sok 
kiváló szakember volt. Ekkor — kb. félszázaddal a Társulat alapítása 
után — elérkezettnek látta az időt a vezetőség arra. hogy az alapítók 
nagyszabású terveinek megvalósítására is gondolhasson : a tudományok 
művelésének, előbbrevitelének hatékonyabb támogatását ismét prog- 
grammjába vegye. Evégből «a szigorúbban szakszerű munkásságra 
buzdítás érdekében» saját kebelében szakosztályokat szervezett. Ma már 
nyolc szakosztálya működik. Természettani szakosztály nincs közöttük, 
nem is volt, mert még mielőtt az első szakosztály megalakult volna, a 
Természettud. Társulattól függetlenül megalakult a Matematikai és 
Fizikai Társulat s a fizikusok ebben tömörültek. Hog}' a szakosztályok 
megalapítása milyen mélyreható jelentőségű lett nemcsak a Társulat 
életében, hanem az egész magyar természettudományra nézve, hogy 
milyen kutatómunka folyt azokban, és milyen eredményes kezdeménye­
zések indultak ki belőlük, ez a főtárgya a két utolsó korszakról írt feje­
zeteknek.
A Szerző összeállította mindenkinek az életrajzi adatait, aki jelenté­
kenyebb szerepet játszott a Társulat életében és ezeket az adatokat 
lábjegyzékben közli s ugyanott az illetők tudományos érdemeit is ismer­
teti. A vezetőférfiak életét és munkásságát a szövegbe beszőve részle­
tesebben ismerteti és fényképeiket is közli. A «Mellékletek» című fejezet­
ben a Társulat néhány nevezetesebb okiratának (alapítólevél, emlék­
irat, felirat, indítvány stb.) szószerinti szövegét is megtaláljuk. Végül 
közli a Szerző a Társulat és szakosztályai tisztikarának, valamint a 
Társulat választmányi tagjainak névsorát kezdettől fogva és a Társulat 
valamennyi kiadványának jegyzékét.
A Sylvester-nyomda szépen, ízlésesen állította ki a könyvet.
Szabó Gábor.
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Az 1941. évi május 24-én  tartott XLVI. közgyűlés.
A közgyűlést P ogány Béla alelnök nyitotta meg, megemlékezve 
többet közt azokról a szoros kötelékekről, amelyek Társulatunkat, úgy 
mint régen, ma ismét a visszatért Kolozsvár Egyeteméhez fűzik. Majd 
átadta a szót Ortvay R udolf ügyvezető titkárnak, aki a Társulat 
ötvenedik évéről az itt következő jelentést olvasta fel.
A mai közgyűléssel Társulatunk ötvenedik évét rekesztjük be. 
Ennek egyik — jövőre való kihatásában — legfontosabb eseménye, 
hogy — hála a Széchenyi Tudományos Társaság, továbbá számos 
előkelő ipari vállalat és pénzintézet áldozatkészségének — forgó­
tőkénk kerek 12,000 pengővel gyarapodott. Lapunk utolsó füzeté­
ben kimutatott 9500 pengős összeghez ugyanis még hozzájárult 
a Biztosító Intézetek Országos Szövetségének 2000 pengős és a 
Magyar-Amerikai Olajipar rt. 500 pengős adománya. Nekik csak 
most fejezhetjük ki nyilvánosan hálás köszönetünket. Jubiláns 
gyűjtésűnk nehány évre a Társulat intenzívebb munkásságát, első­
sorban lapunk terjedelmének lényeges gyarapítását fogja lehetővé 
tenni. Hálával kell ezzel kapcsolatban nehány tagtársunk, elnökünk 
mellett főképp J endrassik György\  a Ganz r.-t. helyettes vezér- 
igazgatójának, valamint Veress P ál egyet, tanárnak lelkes segít­
ségéről megemlékezni. Ezekhez az adományokhoz járul kitűnő 
alapító tagtársunk K lug L ipót 5000 pengős alapítványa, mely 
a nemeslelkű alapító intenciója szerint arra fog szolgálni, hogy a 
tiszta geometria ápolását hazánkban elősegítse. A választmánynak 
az alapítvánnyal kapcsolatos határozatát lapunk utolsó füzetében 
közöltük. Azóta a választmány, hosszas megfontolás után, elhatá­
rozta, hogy az alapítványi összeg nagy részét (t. i. egy tőzsdei 
kötés erejéig) 1914. évi 41/2%-os fővárosi kötvénybe fekteti. Itt
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kell megemlítenünk, hogy ugyancsak a Társulat jubileuma alkal­
mából Arany D ániel, a Középiskolai Mathematikai Lapok meg­
alapítója, aki szintén 50 év óta buzgó tagja a Társulatnak, kb. 
160 matematikai munkából álló kicsiny, de értékes könyvtárát 
elhalálozása utánra felajánlotta a Társulatnak. A választmány 
hálásan megköszönte e nagylelkű elhatározást, .kifejezést adva 
annak a reményének, hogy a könyvtár átadására csak nagysokára 
kerüljön sor. Hálával emlékezünk arról is, hogy jubileumunk alkal­
mából sokan gratulációikkal kerestek fel minket és jan. 30-i jubiláns 
ülésünkön számos tudományos intézmény és társulat volt szives 
magát képviseltetni. A választmány viszont üdvözlő sorokat in­
tézett azon tagtársainkhoz, akik már a Társulat alapításában is 
részt vettek, ezek — igen tisztelt elnökünkön kívül — : Arany 
Dániel, Bek e  Manó, F raunhoffer Lajos, H oor-Tempis Móric, 
K lug Lipót, K ovács J ános, R ados I gnác, R óna Zsigmond, 
R ucsinszki L ajos, Suták J ózsef.
Örvendetes anyagi gyarapodásunk lehetővé teszi a szerzői tisz­
teletdíjak részleges visszaállítását. A választmány elhatározta 
hogy szerény ellenszolgáltatásként a Lapokban megjelenő cikkek 
szerzőinek (a doktori' disszertációk kivételével) oldalanként 3 P 
honoráriumot fizet.
Örömmel emlékezünk meg azokról a tudományos sikerekről, 
melyeket több prominens tagtársunk ért el : kitűnő alelnökünk, 
P ogány B éla a Corvin-koszorúval tüntettetett ki. J ordan K ároly, 
a valószínűségszámítás és a matematikai statisztika kiváló mű­
velője, egyetemi nyilvános rendes tanári címet nyert, R édei 
L ászló pedig, aki Társulatunk König Gyula jutalmának legutóbb^ 
laureatusa volt s annak idején Eötvös-díjban is részesült, a szegedi 
egyetem professzora lett. Valamennyiükhöz a választmány üdvözlő 
iratot intézett. R ybár István tisztelt tagtársunkat abból az 
alkalomból üdvözölhettük, hogy igazgatója lett annak az intézet­
nek, melynek vendégszeretetét Társulatunk 50 éve élvezi. R ybár 
kijelentette, hogy — úgy mint két kiváló elődje — ő is a legnagyobb 
készséggel bocsátja rendelkezésünkre intézetének helyiségeit az 
előadó és választmányi ülések céljaira.
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Tavaly elhúnyt szeretett alelnökünk Tangl Károly emléké­
nek megörökítésére a Társulat Pátzay P ál szobrászművésszel 
Tangl-emlékérmet készíttetett. A piákét viaszmodeljét a művész 
bemutatta és remélhetőleg hamarosan el fog készülni, amikor azt 
fokozatosan fogjuk az aláíróknak (már eddig is 50-nél többen 
jelentkeztek) megküldeni.
Örömmel üdvözöltük 100 éves jubileuma alkalmából a Kir. M. 
Természettudományi Társulatot, melynek holnap tartandó ünnepi 
ülésén Társulatunkat fizikus alelnöke és titkára fogja képviselni
A jubiláris év kimagasló eseménye volt az április 29-én tartott 
előadóülésünk. Ezen W. H eisenberg , a nagy német fizikus, a 
lipcsei egyetem Nobel-díjas professzora, a kvantummechanika 
egyik megalapítója tartott előadást «Die durchdringende Kom­
ponente der kosmischen Strahlung» címen. H eisenberg  professzor 
a Szellemi Együttműködés Szövetségének Magyar Egyesülete és 
a mi Társulatunk közös vendégeképpen jö tt Budapestre.
Tanulóversenyeink a szokásos módon folytak le. A matematikai 
jutalmakat ezúttal H offmann Tibor és B izám György nyerték 
el, a fizikaiakat pedig ugyanők és F reud  Géza.
A mait beleszámítva 12 előadóülésünk volt. Ezeken (a jubiláris 
ülés előadásain kívül) 12 előadó 6 matematikai és 6 fizikai tárgyú 
előadást tartott.
Lapunk 47. évfolyama több mint 12 ívnyi terjedelemben idejé­
ben megjelent. Az idei évfolyam első füzetét már május elején 
szétküldöttük. Ebben a füzetben — mely önmagában terjedel­
mesebb mint az utolsó 25 év legtöbb teljes kötete — újból életre 
keltettük a kitűzött feladatok rovatát, amit az tett lehetővé, hogy 
a rovat vezetését E gerváry J enő tagtársunk volt szíves elvállalni. 
Örülnénk, ha t. tagtársaink megoldások szorgalmas beküldésével 
hozzájárulnának felélesztett rovatunk sikeréhez. Az idén kiadandó 
48. kötet további tartalmából már több mint 10 ív szedés alatt 
van s így (ellentétben az utóbbi évek kétfüzetes köteteivel) 
vaskos jubiláris kötetünket három füzetben fogjuk tagtársainknak 
megküldeni.
Mint minden évben, úgy most is hálával emlékezünk meg a
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Magyar Tudományos Akadémia és az Állam segélyéről. Az utóbbi 
az idén 500 P-ről 750 P-re emelkedett. Továbbá 79-ről 94-re 
emelkedett azon gimnáziumok száma, amelyek számára a VK- 
Minisztérium Lapunkra előfizetett. Erről annál nagyobb örömmel 
teszünk jelentést, hogy ez a többlet hazánk ez évben visszatért 
keleti területein fog Lapunknak új olvasókat, sőt talán új munka­
társakat is szerezni. Az idén először Budapest Székesfőváros is 
megrendelte (közoktatási ügyosztálya előterjesztésére) Lapunkat 
iskolái számára, éspedig 6 gimnázium, 10 kereskedelmi közép­
iskola és 3 polgári iskola számára.
Taglétszámunk is az idén örvendetes gyarapodást mutat : 
1940 novembere óta 42 új tag vétetett fel. Ezeknek egy tekintélyes 
része a visszatért erdélyi területekre való. Hálával kell ez alkalom­
ból is megemlékeznünk két kitűnő buzgó tagtársunkról, Szőke­
falvi Nagy Gyula és Gyulai Zoltán kolozsvári egyetemi taná­
rokról : jubileumunk alkalmából két kolozsvári lapban közölt 
cikkeiknek köszönhetjük az erdélyi matematikusok és fizikusok 
belépését. Számos új tagunkat továbbá Kalmár L ászló és Szőke­
falvi Nagy B éla szegedi egyet. m. tanárok buzgalmának köszön­
jük. Ha budapesti tagtársaink új tagok szerzése terén követnék 
szegedi és kolozsvári tagtársaink példáját, taglétszámunk további 
lényeges gyarapodása válnék lehetővé.
Végül még szomorodott szívvel halottainkról kell megemlékez­
nünk : Bugarszky István és F inkey  J ózsef egyetemi tanárok 
hagytak el minket. Kegyelettel őrizzük emléküket.
Utoljára nem mulaszthatjuk el felemlíteni, hogy Társulatunk 
jubiláris éve összeesett hazánk határainak jelentékeny helyre- 
állításával, nevezetesen Erdély egy részének és a Délvidéknek 
visszacsatolásával. Társulatunk hazafias együttérzéssel vett erről 
tudomást, ülésein ennek kifejezést adott és a Kormányzó Úr O 
Főméltóságának mindkét alkalomból hódolatát fejezte ki ország- 
gyarapító tevékenységéért.
J elitai J ózsef pénztárosi jelentéséből a zárszámadást és vagyon­
mérleget alább közöljük. A közgyűlés megadta a felmentvényt a pénz­
tárosnak.
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Majd a lelépő választmányi tagok, E g.erváry J enő, J ordan Károly, 
Lassovszky K ároly, Lóky Béla, Sarkadi Károly, Veress P ál újból 
megválasztattak. A számvizsgáló bizottságba pedig (melynek a választ­
mány részéről F aragó Andor és Stachó Tibor lettek tagjai) a köz­
gyűlés a maga részéről Goldziher KÁROLYt és R enner JÁNOst küldte ki.
Végül a közgyűlés, a választmány javaslatára, a Társulat érdekében 
kifejtett nagyértékű tevékenységük elismeréseképpen, Klug LipÓTot 
Mikola Sándorí és Szabó Gáborí a Társulat tiszte le ti tagjainak válasz­
totta meg.
11)40. évi zárszám adás.
Bevétel:
1. Maradvány az 1939. évről : Pengő
a) kézipénztárban ............................................... 14-13
b) postatakarékpénztári csekk-számlán ............. 139-55
c) M. Lesz. és Pénzv. Bank-beli folyószámlán... 356-— 1529-68
A) Károly Irén-alapítvány ................................  1020-—
2. Tagdíj.................. -..............................................................  1649-10
3. Előfizetési díj .....................................................................  848-—
4. M. Tud. Akad. segélye.......................................................  1000-—
5. Államsegély.........................................................................  500-—
6. Adomány, kam at................................................................  5353-08
7. Vegyes.......................................................................... ..  67-90
Összesen: 10,947-76
Kiadás:
Pengő
1. Nyomda............................................................................... 2727-92
2. Tanulóverseny .................................................................... 200-—
3. Tud. Társ. és Int. Orsz. Szöv. Díjkezelősége .................... 177-42
4. Titkári és előadói tiszteletdíj.....................................  ....... 250-—
5. König Gyula-érem készítőjének tiszteletdíja .................... 200-—
6 . Vegyes..................................................................................  144-37
Pénztári maradvány..........................................................  7248-05
Összesen: 10,947-76
Pengőben befizetett alaptőke:
Károly Irén-alap.....................................................................  1020-—-
Bláthy Ottó Titusz alapító tagdíja 1928. dec. 14...................  100-—-
Nagy L. József « « 1928. dec. 18..................... 100-—
Pólya György « « 1930. nov. 26....................  182-—
Összesen: 1402-—-
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Vagyon:
Korona Pengő
1 . Koronaértékpapír.................................. 29,008
2. Pénzkészlet:
a) az 5997-es postatakp. csekkszámlán . 5846-05 J 7248-05b) alaptőke zárt « betétkönyvben 1402 •—
3. Tagdíjhátralék ..................................... 200-—
4. Nvomtatvány ....................................... 100—
Összesen: 29,008 7548-05
T eher:
1 . Tartozás Franklin-nyomdának 1941 jan . 14-én 65-65
2. Egyenleg .............................................. 29,008 7482-40
Összesen: 29,008 7548-05
Megvizsgáltuk és rendben lévőnek találtuk.
Budapest, 1941. április 17.
F a r a g ó  A n d o r  s . k., D r. G o l d z ih e r  K á r o ly  s . k.,
D r .  R e n n e r  J á n o s  s . k .,  Dr. S t a c h ó  T ib o r  s . k .
E lőa d á so k :
1940. nov. 7. A tanulóversenyek eredményének kihirdetése. — 
O rtv a y  R u d o l f : A matematika néhány újabb szempontjának fizikai 
vonatkozásai.
1940. nov. 21. H ajós G y ö r g y : Egy Minkowski-féle sejtés igazolása.
1940. dec. 12. E g y e d  L á szló  és V a r g h a  T am ás : Egy az irányított 
gráfokra vonatkozó minimum-feladatról (előadta: E g y e d  L á szló ).
1941. jan. 30. Jubiláns ülés. R ados G u s z t á v  : Elnöki megnyitó. — 
K ö n ig  D é n e s  : A Társulat első ötven éve. — O r t v a y  R u d o l f  : Jelentés 
a Társulathoz eddig befolyt jubiláns adományokról.
1941. febr. 13. F e j e s  L á szló  : Konvex görbék megközelítése sok­
szögekkel .
1941. febr. 27. B ay Z o l t á n : Elektronsokszorozó mint elektron­
számláló.
1941. márc. 13. P e r e m a r t o n i  N a gy  L a j o s : A Laplaee-féle függ­
vénytranszformáció és fizikai alkalmazásai.
Budapest, 1941. január 14.
Dr. Jelitai József s. k, 
pénztáros
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1941. műre. 27. F urán Pál : Egy szélsőértékfeladat a gráfelméletben. 
1941. ápr. 17. Szepesi Zoltán: Statisztikus áramingadozási jelen­
ségek.
1941. ápr. 29. W. H eisenberg (Leipzig): Die durchdringende Kom­
ponente der kosmischen Strahlung.
1941. máj. 8. Vincze István: Konvex görbékről. — Péter R ózsa: 
Jellemezhető-e a természetes számsor axiomatikusán?
1914.máj. 24. Novobátzky K ároly : A többtestprobléma a kvan­
tummechanikában.
Választmányi ülések voltak: 1940. szept. 5. és nov. 7.; 1941. jan. 30., 
febr. 27., ápr. 17., máj. 10. és máj. 24.
Az 1941. évi XLVI. közgyűlés volt: 1941. máj. 24.
*
Uj tagok:
Dr. Anderlik Előd, egyetemi tanár, Budapest.
Balázs János, polg. isk. tanár, Békéscsaba.
Bencsó Sándor, polg. isk. tanár, Ózd.
Boérné Léber Margit, tanítóképzőint. tanár, Székelyudvarhely.
Dr. Budó Ágoston, egyetemi m. tanár, Szeged.
Cseke Vilmos, gimn. tanár, Kolozsvár.
Cservény Albin, gimn. tanár, Kolozsvár.
Czimer László, polg. isk. tanár, Szeged.
Dr. Faragó Tibor, ref. leánygimn. tanár, Miskolc.
Dr. Gergely Jenő, keresk. középisk. tanár, Kolozsvár.
Dr. Grünwald Géza, középisk. tanár, Budapest. *
Dr. Halmágyi László, tanár, Budapest.
Juszkó András, polg. isk. tanár, Király telekszőlő.
Dr. Kárteszi Ferenc, gimn. tanár, Budapest.
Dr. Koczkás Gyula, egyetemi m. tanár, Pécs.
Dr. Kovács István, középisk. tanár, Budapest.
Márton Sámuel, unit. koll. tanár, Kolozsvár.
Mátrai Lászlóné dr. Zemplén Jolán, Budapest.
Mészner Jenő, a Nemzeti Bank ellenőre, Budapest.
Németh Zoltán, polg. isk. tanár, Veszprém.
Orbán István, polg. isk. tanár, Karcag.
Solt Árpád, polg. isk. tanár, Szeged-Átokháza.
Szabó György, polg. isk. tanár, Komandó (Háromszék vm.).
Szabó László, ny. tanár, Kézdivásárhely.
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Szántó Fidél, prem. gimn. tanár, Budafok.
Szebehely Győző, műegyetemi hallgató, Budapest.
Dr. Széli Kálmán, egyetemi tanár, Szeged.
Szokolai Anna, polg. isk. tanár, Nagykanizsa.
Tóth Ferenc, ref. gimn. tanár, Miskolc.
Urbán Szabó József, polg. isk. tanár, Törökszentmiklós. 
Varga Dezső, polg. isk. tanár, Vajszló (Baranya vm.). 
Varga Miklós, polg. isk. tanár, Csanádapáca.
Veidner János, polg. isk. tanár, Gyöngyös.
Dr. Vescan Teofil, gimn. tanár, Kolozsvár.
M eg h a l ta k :
Dr. Bugarszky István, egyetemi tanár, Budapest.
Dr. Finkey József, egyetemi tanár, Sopron.
K im utatás
az 1941. évi m árcius hó 1-től 1941. évi m ájus hó 31-ig befolyt
összegekről.
1. Tagdíj.
1926-  r a :  W alek K ároly (2).
192 7 -  r e :  B a in tner Géza (2). W alek Károly (6).
1928-  r a :  W alek K ároly (4).
19 3 1 -  re: F röhlich  P ál (6).
1932-  re: F röhlich  P ál (6).
1937- r e :  K alm ár László (6), L a jta  E rnő (2), Veress Pál (1).
19 3 8 -  ra :  A lexits György (4), K alm ár László (6), L a jta  E rnő (2), 
Veress P ál (7).
19 3 9 -  re:  Bródy Im re (8), Fejes László (6), G irsik Géza (3), K alm ár 
László (6), P a ta i László (2), Theisz Edéné (2).
19 4 0 -  r e :  B arnó thy  Jenőné (8), B olla Györgyné (8), Csada Im re (6), 
Csízhegyi Lajos (6), Fejes László (6), Girsik Géza (2), Jak ab  Györgyné 
(8), K alm ár László (6), Kilczer G yula (8), K ónya A lbert (6), M ischung 
Ilona (6), Szabó G usztáv  (8), Szántó Sándor (8). Theisz Edéné (2). Vincze 
I s tv á n  (3).
1941-  r e :  F alábú  Jenő  (6), F a rk as Dénes (6). G yulai Zoltán (6), H aus- 
b runner Vilmos (8), Jakab  G yörgyné (4), K árteszi Ferenc (8), Lóky 
B éla (6). Mészner Jenő  (8), M ischung Ilona (6), N ovobátzky K áro ly  
(8), Rados Ignác (8), R ó th  A ntal (6-1), Sarkadi K ároly  (8), Szabó László 
(6), Szántó F idél (6), Szebehely Győző (8), Székely K ároly (6), Széli 
K álm án (6), Vescan Teofil (6), V incze Is tv án  (3), V örös Cyrill (6).
1 9 4 2 -  r e :  G yulai Zoltán (4).
2 E lőíizetés.
VKM 1 9 4 1 - r e :  94 gim názium  részére (752), T echnikai és A nyag- 
vizsgáló In téze t 1 9 4 0 —1941-re  (16), B ernardinunr 1 9 2 8 - r a  (8).
3. Adomány.
Goldberger Sám . F. és F iai R .-t. (200), Á llam segély 39/40-re  (750), 
M agyar-A m erikai O lajipar R .-t. (500), B iztosító  In téze tek  Országos 
Szövetsége (2000).
B udapest, 1941. jún . 15.
J e l i l a i  J ó z s e f  
pénztáros.
25*
1880. Felelős kiadó : König Dénes. 
Franklin-Társulat nyomdája. — vitéz Litvay Ödön.
A folyóirat szellemi részét illető közlemények a szerkesztőkhöz 
küldendők és pedig a matematikai tárgyúak K ö n ig  Déneá (XI., Horthy 
Miklós-út 28., Lénárt-pensio), a fizikai tárgyúak pedig O rtvay R u d o lf  
(Vm, Múzeum-kőrút 4le, Egyetemi elméleti fizikai intézet) címére. 
T. munkatársainkat kérjük, hogy kézirataikhoz néhány soros idegen­
nyelvű összefoglalást mellékeljenek, és hogy arra, valamint minden 
korrektúrára pontos címüket írják rá.
Minden önálló cikk szerzőjének 25 borítéknélküli különlenyoma- 
tot adunk. Címzett boríték és több különlenyomat csak a nyomdával 
való külön megegyezés alapján kapható.
A Társulat ügyvitelére vonatkozó levelek, tagajánlások és folyó- 
irat-cserepéldányok Ortvay R u d o l f  titkár címére küldendők.
Évi tagsági díj Budapesten 8, vidéken 6 pengő. Minden befizetést 
Társulatunk 5997. számú postatakarékpénztári csekkszámlájára kérünk. 
A folyóirat és a meghívók küldésére vonatkozó felszólamlások, cím­
változások Je lita i Józóef pénztáros címére (II., Bimbó-út 5.) intézendők.
Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad­
resse des Geschäftsführenden Secretärs R. O rtvay, Budapest, VIII., 
Müzeum-körüt 4/c.
On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques 
ä Tadresse du secrétaire R. O rtvay, Budapest, VIII., Múzeum-körűt 4/c.
i
40 éve gyárt
tudományos műszereket, 
korszerű tanszereket, 
optikai eszközöket,
elektromos mérőműszereket, 
repülőgépműszereket,
laboratóriumi bútorzatot, 
vetítőgépeket
MARX ÉS M ÉRÉI
Budapest, VI., Bulcsu-utca 7. szám
Eladási osztály:
Budapest, VI., Váci-út 18. szám
A „ S T A B I L I S A T O R “
az egyenirányítót vagy bármilyen más áramforrást 
akkumulátorral egyenértékű, állandó feszültségű, kis 
belsőellenáliású áramforrássá alakítja át.
A «stabilizált» feszültség csak kb. d: 0,1 °/o-ot 
változik d i 10% tápláló feszültség ingadozásnál: kb. 
1—2 %-ot változik üresjárás és teljes terhelés között; 
0,01 %-ra függenek csak egymástól a részfeszültségek.
Tehetetlenség nélkül szabályoz. Önfogyasztás: né­
hány mA. A Stabilisator kicsi, könnyű, üzembiztos, 
olcsó. Új típusok!
Elméleti és gyakorlati műszaki leírást kívánatra 
díjtalanul küld a
S T A B I L O V O L T  Gmb H
Berlin SW 68 Wilhelmstrasse 130
magyarországi képviselője
Dr.GOLDBERGER MIHÁLY
Budapest, VII., Bajza-ucca 4. — Telefon: 1-425-09.
Frauklia-Társulat nyomdája. — vitéz Litvay Ödön.
MATEMATIKAI
ÉS
FIZIKAI LAPOK
AZ EÖTVÖS LORÁND
MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TÁRSULAT MEGBÍZÁSÁBÓL
SZERKESZTIK
KÖNIG DÉNES és ORTVAY RUDOLF 
XLVIII. KÖTET
J U B I L Á R I S  KÖTET
A. T Á R S U L A T  Ö T V E N É V E S  F E N N Á L L Á S A  
A L K A L M Á B Ó L
3. (BEFEJEZŐ) RÉSZ
BUDAPEST, 1941
A MAGYAR TUDOMÁNYOS AKADÉMIA TÁMOGATÁSÁVAL KIADJA 
AZ EÖTVÖS LORÁND MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TÁRSULAT
TARTALOMJEGYZÉK.
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Jelen füzet függelékeként közöljük Társulatunk tagjegyzékét. 
Kérjük t. tagjainkat, szíveskedjenek az ebben talált hibákat és 
a kívánt változtatásokat a Társulat pénztárosának (Jelitai József, 
Budapest, II., Bimbó-út 5.) tudomására hozni.
EGY DIFFERENCIÁLIS FÜGGVÉNYEGYENLET.
A sin2íc =  2 sin íc.cos« egyenlőség, mely sin2a:=  2 sinx . (sinx ) '  
alakban írható, általánosítva, arra a kérdésre vezet, hogy melyek 
azok az f(x) analitikai függvények, amelyek az
f(±x) =  Qlf{x)f'(x), (1)
differenciális függvényegyenletnek nevezhető relációnak tesznek 
eleget ?
Feltesszük, hogy a zérus-hely az f(x) reguláris helye és így 
van olyan r  sugarú kör, melyen belül és amelynek határán 
nincs f{x)-nek szinguláris helye. E szerint e körben
f ( x ) = ’Z a nx n (2)
konvergens hatványsorba fejthető.
TAz (l)-ből következik, bogy f(%x) az |ít| < —  sugarú körbenJi
szingularitástól mentes. Jelöljük f(x)f'(x)-et ^(íc)-szel; <p(x) az
Vr  sugarú körben szingularitástól mentes. 2<p(x) az — sugarú
körben megegyezik f ß x ) - e l ,  tehát f(% x)-nek analitikai folytatása 
és így /^ícj-nek az \ x \  < r  sugarú körben sincs szingularitása; 
az (1) alatti egyenlőség tehát fennáll az egész r  sugarú körben 
és így f ( x )-nek a 2r  sugarú körben sincs szingularitása; tehát 
az (1) fennáll az | a t | < 2 r  sugarú körben. így folytatva, arra 
jutunk, hogy f (x )  függvény az egész síkon szingularitástól men­
tes, egyértékű analitikai függvény, vagyis: egész függvény.
Az (1) ebben az alakban írható:
oo co GO
Aj a„2n.xn =  2 v  anx n. Aj na„xn_1. (2a)
0 0 1
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Ebből:
2n_1ftn =  anci’i +  2ftn— +  3cin—1M3 +  • • • +  (re + 1) cio an+1- (3) 
n  — 0  esetében
a0(l — 2 a1) =  0 ,
ami azt mondja, hogy vagy a0=  0 és akkor egyelőre tet­
szésszerinti, vagy pedig a0 tetszőleges és at —
Legyen először a0 =  0. Ekkor a (B) egyenletből:
a1 =  a\,
amiből a1 — 0 , vagy a, =  1.
Ha íjj =  0, akkor minden együttható 0. Tegyük fel ugyanis, 
hogy
ci/Q — ítj — ctg — a3 —- * * * —• ciji—j — 0,
akkor a (3)-ból következik, hogy an =  0, amivel kimutattuk, hogy 
ao = 0  és at — 0  esetében f(x)  identikusán 0 .
Ha at =  1, (3)-ból a2—-0 származik. Ha pedig n =  3, akkor 
4a3 =  4«s-ra jutunk, amiből az következik, hogy aa tetszés­
szerinti. n — 4-re, a (3) egyenlet azt mondja, hogy 8 a4 =  5aiT
3 et*1vagyis at — 0. n  =  5-re azt kapjuk, hogy a5— — vagy ha 
as — — , akkor ab — -gj • így tehát, arra jutottunk, hogy
ao= a^— ai =  0, at — 1, a3 — a“3T ti- =  —— •° 5!
Teljes indukcióval kimutatjuk, hogy minden n-re:
(fa n  —  0 , d<2n—1 —
r f in —2
(2 re— 1)!
Tegyük fel ugyanis, hogy megadott n-ig fennállanak ezek az 
egyenlőségek, kimutatjuk, hogy n +  1-re is érvényesek. Ugyanis 
(3) szerint, tekintetbe véve, hogy Oo =  <H =•■•=  a®n =  0,
3cí'in
QinCfan + l —  din +  1 ' 3! (2n —1)!
5a2n (2 re —l)a2"
(2 n - l) !3 !5!(2n—3)! +••• + -f- (2re-f-l)«an+i
EGY DIFFERENCIÁLIS FÜGGVÉNYEGYENLET. 389
vagyis:
(2 '2" -  2» —2), aln+1 =
(2n +  l)!
(2n +  l)! (2n +  l)!
2 ! (2 n - l) !  1 4 !(2 n -3 )! +  -•  +
(2» +  l)! 
(2n —2)! 3!
7.2«
(2n + 1)!
A szögletes zárójelben álló kifejezést a
(4)
i J v V 2n + 1^2n + l — ^
fc=0 Ä
27?+ 1és o=2(-i)fcfc=0 2 n +  l k
relációk segítségével kiszámítván, azt találjuk, hogy e kifejezés 
értéke éppen 22n—2« —2 úgy hogy a (4) alatti egyenletből:
n%n
«2«+l : (5)(2n +  l)l
Ezzel állításunk első részét bebizonyítottuk. Ha pedig a (3) 
alatti egyenletet 2n +  2 -re írjuk fel és tekintetbe vesszük, hogy 
02„-ig feltételünk szerint minden páros indexű együttható 0 , 
akkor arra jutunk, hogy
22»+1m2«+2 =  (2 n +  3)<hn+i, 
amiből következik, hogy
Ö2n+2 — 0 .
Ezzel kimutattuk, hogy első esetünkben (midőn ugyanis a0=  0) 
az (1) alatti differenciális függvényegyenlet megoldása:
f(x) =  \ j-
7.2«
(2n + 1)! x
2n +1_ a; -f-
| a2«ÍC2n+l
í(2 w +  1) ! ’ (6)n=0 ' 1
ahol a tetszésszerinti számérték.
Ha a értéke gyanánt 0-t választjuk, akkor
f(x) =  x,
amelyre nyilvánvalóan érvényes az (1) alatti függvényegyenlet. 
Ha a =j= 0 akkor f(x) így írható:
1 'V'l (ax)2n+1 
a — ;m  =  x v (2 n +  l ) ! ’ (7)
27*
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vagyis
1
f(x) =  — sinhyp (ax), 
Cl
ami teljesíti a szóbanforgó függvényegyenletet. Az a ~ c i  helyet­
tesítéssel a (7) alatti kifejezés átmegy
1f(x) sm ex
-be, ami viszont a c — — ai helyettesiéssel az előbbit adja.
A második esetben, vagyis midőn a0 =)= 0, a (3) alatti egyen­
lőségből következett, hogy a1 =  |  és a0 tetszésszerinti. A (8) 
alatti egyenletbe rendre n =  1, n =  2, n =  3 téve, azt kapjuk,
hogy
1
22.2a, "> 3^
1
23.3 ! a,2 f 4^
1
24.4 ! al
Tegyük fel, hogy már bizonyos n-ig érvényes az
1
z— '2 n.w! ag- 1
kifejezés. Akkor a (3) alatti relációt n-re alkalmazva, azt kapjuk, 
hogy:
2 «-i
2".w! a0n~x
2"+1ag—1 L n\ +  (n—1)! 2 ! +  (n-
+  (W +  l)a0ftn + Í!
amiből:
/n \ (n\ I n \ ,
b© ii t ha
 ; 1 +  1( j ) + - + ( n _ l )  +
n —
De minthogy 2j 7
k=o\k)
| =  2n—1 , azért:
n
n \  J +
®n +1 —
1
2n+1(íi + 1)! ctg' 
Ezzel kimutattuk, hogy a keresett
n * > = y ,
x n
i n.n \ a”- 1 =  a,
V  1
/ n !
x
I \ 9, ) =  <v
ín„
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E szerint tehát az (1) függvényegyenletet — az f{oc) =  0 
megoldástól eltekintve — csakis az
1 —x , —-sincd? és ce“2c c
függvények elégítik ki, ahol c tetszésszerinti állandó. 
Megjegyezzük, hogy az első két függvény egyúttal az
f ( ~ 2 x ) = - 9 f ( x ) f ' ( x )
függvényegyenletet is kielégíti és nincs is ez egyenletnek más 
páratlan megoldása. Ugyanis ha f (x)  páratlan függvény, akkor
f ( - 2x ) = - f @ x ) ,  tehát az f ( - 2 a?) = -  $ f ( x ) f \ x ) ~m  az (1) 
alatti egyenlőség következik.
Azt is könnyen kimutathatjuk, hogy általában, ha f(x) páratlan 
függvényre fennáll az
f(cx) = cf(x)f ' (x)  (les)
reláció, akkor az f  (x) - x  kivételével c csakis ± 2  lehet. Az 
együtthatókra nézve ugyanis fennáll a
cnan - : c(ßiQ<n~\~ 2asan—i-j- 3et3c?.«—a —)---- i-no,ndf)
egyenlet, melyből aa =  1 és a, =  aí — a. 0  esetében a3-ra
a (c2—4) ct3 =  0 következik. Ha a3 =  0 volna, akkor minden 
páratlan indexű együttható (at =  1 kivételével) is 0  lenne, vagyis 
f ( x )= x  lenne, ami a f(cx) =  cf(x) egyenlőséget minden c-re 
nézve kielégíti. Egyébként c2 =  4, vagyis valóban csak c =  ±  2
és így f(x) csakis x  vagy — sinhyp x  lehet.Cl
Olyan páros fix) analitikai függvény, amely az (la) relációt 
kielégítené, nem létezik. Ugyanis a baloldalon páros függvény 
van, a jobboldalon pedig (minthogy f'{x) páratlan) páratlan 
függvény áll.
Általában annak az analitikai függvénynek az alakja, amely­
nek a 0  hely reguláris helye és az (la) reláció c 4= 2 esetében
X
kielégíti, elég bonyolult. Ez a függvény az ae2a exponenciális 
függvény általánosításának volna tekinthető.
Megjegyezzük, hogy ha az (la) relációban mindkét oldalon
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«-szerint differenciálunk, akkor f'(cx) az f(pc), f'(x), f"(x)-nek 
racionális kifejezése lesz. Újból differenciálván, f'(cx) az f(x), 
f \x) ,  f ”{x), f"'(x) racionális függvényévé válik. így folytatva 
az eljárást, arra jutunk, hogy az f(cx), f'(cx), f"(cx).. . függvény- 
sorozat az f{x), f \x) , f"(x),... függvények racionális (éspedig 
speciális racionális) függvényei gyanánt állíthatók elő. Az f(pc) 
meghatározása e végtelen egyenletsorozatból bizonyos tekintet­
ben általánosítása volna n =  °° esetére Poincaré vizsgálatainak* 
a multiplikátiós függvényekről.
Beke Manó.
ÜBER EINE FUNKTION AL -DIFFERENTIAL­
GLEICHUNG.
Die Formel sin 2as =  2 sin x  cos x  =  2 sin »(sin x)' legt die Frage 
nahe, welche die analytischen Funktionen sind, die sich in as =  0 
regulär verhalten und die Funktional-Differentialgleichung /'(2.x) =
— c2f(x)/'(x) befriedigen. Das Ergebnis ist, dass nur 0, x,  — sin ex,
x  C
und c e äc die gesuchten Funktionen sind. Das Problem wird in 
speziellen Fällen auch für f(ex) =  cf(x)('(x) gelöst.
E. Beke.
* P oincaré : Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes. Jour­
nal de Liouville, 4e série, t. 6.
DIOPHANTOSI EGYENLETEK GRAFIKUS 
MEGOLDÁSA.
Az itt tárgyalandó kérdés abba a körbe tartozik, amelyet 
M in k o w szk i  «Geometrie der Zahlen» névvel jelölt meg. Célom 
nem új eredmények közlése, hanem egy ismert tételnek szem­
léletesen, elemi geometriai módszerrel való bebizonyítása és e 
geometriai tétel számelméleti kapcsolatainak ismertetése.
A kérdés a síkrács bizonyos parallelogrammáira vonatkozik. 
«Síkrács»-nak nevezzük valamely derékszögű, párhuzamos koor­
dinátarendszerre vonatkozólag a sík azon pontjainak összessé­
gét, melyeknek mindkét koordinátája egész szám. E pontokat 
rácspontoknak mondjuk. A síkrács egy sokszögén, vagy röviden 
rács-sokszögön olyan sokszöget értünk, melynek minden szög­
pontja rácspont. Az alábbiakban csak rácsparallelogrammákról 
lesz szó.
Rácsparallelogramma területe, mint könnyű belátni, mindig 
egész szám. Erre a területre vonatkozólag a következő, ismert1 
tételt fogom bebizonyítani:
Valamely rácsparallelogramma területe akkor és csalc akkor 
egyenlő' az egységgel, ha a rácsparallelogrammának sem bel­
sejében, sem a határán nincs más rácspont, mint a csúcs­
pontok.
A tétel egyik fele, hogy t. i. ha van a II rácsparallelogram­
mán vagy határán más rácspont is, akkor 77 területe az egy­
ségnél nagyobb, könnyen belátható.2 Ebben az esetben ugyanis
1 F elix  Klein  : Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. Göttingen 
1896. p . 6.
2 Ennek bizonyítását kívánta Társulatunk idei matematikai tanulóver­
senyének II. feladata, 1. e kötet 571. o.
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található 77 területénél kisebb területű rácsparallelogramma is, 
tehát 77 területe nem lehet a legkisebb pozitív egész szám.
A tétel másik felére azonban az irodalomban nem találtam 
elemi geometriai bizonyítást3 s ez indított a következő bizo­
nyításom közlésére.
I.
Legyen tehát Í1 olyan rácsparallelogramma, melynek sem 
belsejében, sem határán nincs más rácspont, csak a csúcspontok. 
77 egyik csúcspontját válasszuk a koordinátarendszer kezdő­
pontjának. 77-t meghatározza az e csúcsból kiinduló két oldala, 
az i\ és rt vektor. Az általánosság rovása nélkül föltehetjük, hogy4
T i
0  <: ampl .r t <  am pl.r2 <; — •
A rácspontokon áthaladó, lygyel, illető­
leg r2-vel párhuzamos egyenesek a síkot 
77-vel kongruens rácsparallelogrammákra 
osztják. Ezeken az egyeneseken a rács­
pontok 1 , illetőleg rt 1 távolságra vannak 
egymástól, tehát minden \rt j, illetőleg |r 2| 
hosszúságú darabjukon egy rácspont van, 
hacsak az egyenesdarabnak végpontjai nem 
rácspontok.
Legyen IT az n t\ és r2 által megha­
tározott rácsparallelogramma, ahol az n  
egész számot úgy válasszuk meg, hogy a 
77' parallelogramma vyvel párhuzamos oldalának meghosszabbí­
tása az abszcisszatengelyt az egységpontban messe. Jelöljük az *
3 Klein a té tel bizonyítására csak útm utatást közöl, gondolatának szaba­
tos kifejtését a körben foglalt rácspontokra vonatkozó becslés alapján 
1. H ilbert—Cohn-Vossen : Anschauliche Geometrie, Berlin 1932. p. 29—31.
* Azért választjuk ezt az esetet, m ert a számelméleti alkalmazásban 
csak ez fordul elő. De az olvasó a bizonyítás elolvasása után azonnal lá t­
hatja, hogy meggondolásaink az általános esetre is éppen úgy érvényesek, 
csupán megszövegezésük volna hosszadalmasabb.
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(1, 0) végpontú egységvektort pj-gyel. A q1 és r2 által adott fi" 
rácsparallelogramma területe egyenlő fi' területével, n.t-ve 1, ha 
t a l l  területét jelenti. Másfelől 77" területe TO-mel egyenlő, ha 
m  a //"-nek a pj-re merőleges magassága (az r# végpontjának 
ordinátája), tehát:
m — n ■ t- (*)
11" oldalain nincs rácspont, belsejében pedig (n — 1) van, 
mert arra az ra-vel párhuzamos egyenessereg ( n —1) elemének 
éppen | r 31 hosszúságú darabja esik és minden ilyen darabon egy 
rácspont van.
De a 77" belső rácspontjainak a számát a pt-gyel párhuzamos 
metszetekből is megállapíthatjuk. A p,-gyel párhuzamos minden 
olyan egyenesnek, melynek ordinátája m-nél kisebb, pozitív 
egész szám, egységnyi hosszúságú darabja van a /7"-ben és 
egységnyi távolságra vannak egymástól a rácspontjai is. Tehát 
mindegyiken egy rácspont van 77"-ben és í g y  77" belső rács­
pontjainak száma (to —1).
E szerint m = n, tehát (*) alapján t =  1.
Megjegyzem még, további részletezés nélkül, hogy e bizonyí­
tásból csekély kiegészítéssel az is következik, hogy amely rács­
parallelogramma belsejében és az őt meghatározó két vektoron 
a csúcspontokon kívül p rácspont van, annak területe p +  1. I.
II.
Legyen adva az
ay—bx — 1 , (1)
diophantosi egyenlet, melyben a és b adott, x  és y  meghatáro­
zandó nemnegativ, egész számot jelent.
Az egyenlet megoldásának kapcsolatát a rácsparallelogrammákra 
vonatkozó kérdéssel az adja meg, hogy ha fj-gyel jelöljük az (a, b), 
r-rel az (x, y) összetevőjű vektort és am p].r>  ampl.r,, akkor 
az rx és r  vektor által meghatározott rácsparallelogramma területe :
ay — b’x .
Az egyenlet megoldása végett tehát az adott r1 vektorhoz 
olyan r  vektort kell keresnünk, hogy az >\ és r által meghatá-
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rozott rácsparallelogrammán ne legyenek rácspontok. Ez csak 
akkor lehetséges, ha a és b relatív törzsszám, mert különben a 
parallelogramma oldalán is van már rácspont.
Ha azonban a és b relatív törzsszám, akkor valóban van 
megoldás. Legyen u. i. (x, y) az a rácspont, mely az rt vektor 
és az F-tengely egységvektora által meghatározott parallelo­
grammában az rt vektorhoz a legközelebb van. Az ebbe a pontba 
irányuló r vektoron nincs rácspont, mert hiszen végpontja az 
1\-hez legközelebbi rácspont. Továbbá a rajta áthaladó, r t-gyel 
párhuzamos egyenes a párhuzamosok seregében az r± egyenesével 
szomszédos, tehát nincs rácspont e parallelogramma belsejében 
és nincs másik két oldalán sem. E szerint a rácsparallelogramma 
területe 1 , tehát x, y megoldása az (1) egyenletnek.
Tekintsük mármost az i \  és r +  kr t vektor által adott parallelo­
grammát, ahol k tetszésszerinti egész szám. Ennek területe nyil­
ván megegyezik az rv r  vektor által meghatározott rácsparallelo­
gramma területével, tehát x- \ -ka,  y - \ - kb  is megoldása (l)-nek. 
Más megoldása nincs is, mert bármely más (egész számú össze­
tevőjű) vektor végpontja az rt egyenesétől messzebb van, mint 
r végpontja és így /’,-gyel olyan parallelogrammát ad, amelyben 
az r-nek, vagy valamilyen egész számú k-ra az r +  k r 1 vektor­
nak a végpontja benne van.
Ezzel a rácsparallelogrammára ismertetett tételünkből be­
bizonyítottuk a következőket:
Az (1) egyenletnek csak akkor van megoldása, ha a és b 
relatív törzsszám. Ebben az esetben végtelen sok nemnegatív 
egész számú megoldás van. Ezek között van egy legkisebb gyök­
vár x , y melyre . . „ „ _,r  > v v 0  <s m <  a, 0 < y  < b.
Az összes megoldásokat megadja az x -\-k a , y +  kb  sorozat, 
k =  0, 1, 2, 3,...
Befejezésül megjegyzem még, hogy az adott a, b értékpárhoz 
tartozó, legkisebb gyökpár megkeresésére5 gyakorlatilag is jól
r> Ami különben az számnak lánctört-kifejtésével, vagy az euklidesi 
algoritmussal történhetik.
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használható a fentiekből adódó grafikus módszer, hogy t. i. az a, b 
összetevőjű vektort négyzetes hálózattal beosztott papíron ábrá­
zolva megkeressük az általa és a 0 , 1 összetevőjű vektor által 
alkotott parallelogrammában az (a, b) vektorhoz legközelebb eső 
rácspontot.
Veress Pál.
GRAPHISCHE LÖSUNG YON DIOPHANTISCHEN 
GLEICHUNGEN.
Es wird durch einfache elementargeometrische Überlegungen fol­
gender bekannte Satz bewiesen:
Ein Gitterparallelogramm6 hat dann und nur dann einen Flächen­
inhalt gleich 1, wenn auf dem Gitterparallelogramm (Begrenzung mit 
inbegriffen) ausser seinen Eckpunkten keine weiteren Gitterpunkte 
vorhanden sind.
Aus diesem Satz werden die bekannten Sätze über die diophan- 
tische Gleichung
ay— b x=  1
auf geometrischem Wege hergeleitet und eine graphische Methode 
zur Auffindung der Grundlösung7 von dieser Gleichung angegeben.
Paul Veress.
6 Das is t ein Parallelogramm, dessen Eckpunkte Gitterpunkte, d. h. 
Punkte m it ganzzahligen Koordinaten, sind.
7 D. h. die kleinste nichtnegative, ganzzahlige Lösung.
/
A RÁCSPARALLELOGRAMMÁKRÓL.
Rácspontok a sík azon pontjai, melyeknek derékszögű koor­
dinátái egészszámok. Ha egy parallelogramma szögpontjai rács­
pontok, rácsparallelogrammának nevezzük. Azt mondjuk, hogy 
két pont egymáshoz homológ, ha megfelelő koordinátáik különb­
ségei egészszámok. Ismeretes a következő té te l:
Ha egy rácsparallelogramma sem belsejében, sem határán — 
a szögpontjain kívül — nem tartalmaz rácspontot, akkor terü­
lete 1.
A tételt határátmeneti meggondolással szokás bizonyítani. 
Elemi geometriai úton bizonyította Veress P .1 A következőkben 
egy újabb elemi geometriai bizonyítást adunk. Bizonyításunkat 
a parallelogramma és az egységnégyzet egybevágó idomokra való 
felbontásával végezzük. A gondolatmenet hasonló ahhoz, mellyel 
a szerző egy MiNKOWsKi-féle tételre egyszerű bizonyítást adott.2
Alkalmazzuk a tétel kirovásainak eleget tevő II parallelo­
grammára mindazon eltolásokat, amelyek a pontokat homológ­
jaikba viszik át. így mindmegannyi újabb rácsparallelogrammát 
nyerünk és pedig mindazokat, amelyek //-bői eltolással keletkez­
nek. Ezek a síkot egyszeresen beborítják; ez a II-bői felépített 
síkhálózat szemlélete alapján világos.
II  rendelkezik a következő két tulajdonsággal: a) A sík bár­
mely P' pontjához található fi-nek egy P'-höz homológ P  pontja. 
Ugyanis az az eltolás, amely a P'-t tartalmazó s az említett
1 Veress P . : Diophantikus egyenletek grafikus megoldása. Mat. és fiz. 
lapok 48 (1941), 393—397.
2 G. H ajós : Ein neuer Beweis eines Satzes von Minkowski. Acta Litt. 
Sei. Szeged 6 (1934), 224—225.
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hálózatban szereplő IT rácsparallelogrammát /7-be viszi, P '- t  a 
keresett P  pontba viszi, b) /7-nek nincs két különböző s egy­
máshoz homológ belső P  és P ' pontja. Ugyanis különben P '
belső pontja volna egyrészt 77-nek, másrészt az említett hálózat 
ama TV rácsparallelogrammjának is, amelyik a P-1 a P'-be vivő 
eltolással /7-ből keletkezik.
Állításunk bizonyításánál TI-nek csak a) és b) tulajdonságát 
használjuk fel, tehát egyben azt is bizonyítjuk, hogy minden az 
a) és b) tulajdonsággal rendelkező síkidom területe 1.
Bontsuk fel a síkot a tengelyekkel párhuzamos s a rács­
pontokon áthaladó egyenesekkel négyzetekre. E felbontás /7-t 
részekre darabolja. Az ezen részeket tartalmazó négyzeteket 
(a bennük levő részekkel együtt) eltolással egyugyanazon rács­
négyzetbe visszük. Az eltolt részek e rácsnégyzetet egyszeresen 
beborítják, mert a rácsnégyzet tetszőleges P ' pontját lefedi 
(az eltolás után) az a rész, amely /7-nek a) szerint létező P ’-höz 
homológ P  pontját tartalmazza, közös belső pontjuk pedig az
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eltolt részeknek b) miatt nem lehet. Tehát a részek területének 
összege, vagyis 77 területe, 1-el egyenlő.
A szereplő fogalmak kézenfekvő általánosításával a következő 
tétel bizonyításához jutunk:
Ha az n-méretű tér egy rácsparallelotopja sem belsejében, 
sem határán — a csúcsain hívül — nem tartalmaz rácspontot, 
akkor tartalmának mérőszáma 1 .
Hajós György.
ÜBEE GITTERPARALLELOGRAMMEN.
Mit Hilfe der Methode, womit Verfasser einen Satz v o n  M inkow ski 
bewiesen hat,2 wird folgender bekannter Satz elementargeometrisch 
bewiesen: Ein Parallelogramm der Ebene, dessen Eckpunkte ganz­
zahlige rechtwinklige Koordinaten besitzen, das aber — den Band 
inbegriffen — keinen weiteren Punkt mit ganzzahligen Koordinaten 
enthält, ist vom Inhalt 1. Das Parallelogramm und ein Einheits- 
quadraf werden nämlich in kongruente Teile zerschnitten (siehe die 
Figur). Entsprechendes gilt für Parallelotope des n-dimensionalen 
Baumes.
G. Hajós.
A HIPERBOLIKUS TRIGONOMETRIÁRÓL.
Bevezetés.
Bolyai J ános 1 megmutatta, hogy ha a háromszög oldalai 
a, b, c, ezekkel szemben lévő szögei pedig rendre X, u, v, akkor 
(valamely r sugarú kör kerületét 0 (r)-rel jelölve)
O (a): O (ő): O(c) =  sin X : sin p : sin v.~ (B)
Ez abszolút geometriai tétel, vagyis független az euklidesi pár­
huzamossági axióma igaz vagy nem igaz voltától. Bebizonyítását 
Bolyai J ános arra alapítja, hogy a paraszférán (amit röviden 
F-fel jelöl) az euklidesi geometria érvényes, ha egyenes alatt 
pardciklust (L-vonalat) értünk.3
A (B ) alatti tételből Béthy Mók4 szellemes okoskodásával
1 J ohannes B olyai de eadem: Appendix. Stientiam spatii absolute 
veram exhibens etc., Marosvásárhely 1832., főkép 25. §. Magyarul 1. Stáckel 
Pál : Bolyai Farkas és Bolyai János geometriai vizsgálatai, ford. Bados 
I gnác, Budapest 1914., II. köt. 208. old., vagy Mat. és Fiz. Lapok VI. 
(1897.), 164—165. old.
2 B olyai J ános a kör kerületét azzal a p a r a c i k l u s - i w e  1 (L-ívvel) állítja 
elő, melyet a körnek a p a r a s z f é r á n  (F-en) való rektifikációja eredményez. 
Hogy ennek hossza valóban egyenlő a kör kerületével, abból következik, 
miszerint a paraciklus-ívnek a húrjához való viszonya 1-hez tart, midőn az ív 
O-hoz konvergál. E  tétel az Appendixben nincs bebizonyítva, de könnyen 
bebizonyítható elemileg, a hiperbolikus trigonometria felhasználása nélkül. 
Különben a kétféle rektifikáció eredményének egyenlőségére az alábbiak­
ban nincs szükség, elegendő 0 ( r ) alatt a jelzett paraciklus-ivet érteni.
3 Az út, amelyen B olyai J ános e klasszikus eredményhez ju t (Appen­
dix 1., 2., 4—12., 21. §.), valamivel megrövidíthető. V. ö. pl. B. B onola- 
tól a megfelelő szakaszt F. E nriques : Fragen der Elementargeometrie, 
2. Aufl., Leipzig — Berlin 1923, I. Teil 298—316 oldalain.
*  B éthy Mór: Bolyai János «újj, más világának* ismertetése, Mat. és 
Fiz. Lapok XII. (1903), főkép 15—16. old.
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rögtön következik, hogy a derékszögű háromszögben, amennyi­
ben v =  90°, a X, g szögekre
cos A __ 0 (2a) 
sin/i 2 0 (a) ’
tehát csak a-tól függ. Minthogy (Appendix 1. §.) rögzített a 
mellett b—>°o esetén A—>0, míg lu-+a 
(1. ábra), ahol a az a távolságnak meg­
felelő ú. n. elpattanási szög (parallel- 
szög), ez (if) tételből folyólag
008  ^ _  1__ 5 (I)
sin g sin a
A hiperbolikus geometriában, ahol is az euklidesi párhuza­
mossági axióma helyett (amely szerint a =  90°) az elpattanási 
axiómát fogadjuk el (a többi axióma megtartásával), vagyis fel­
tesszük, hogy a <  90°, az a növekedtével a monoton fogy és 
minden 0° és 90° közti értéket felvesz. Tehát minden a hegyes­
szög meghatározott a távolsághoz tartozik, mint elpattanási 
szög; ezt az a-hoz tartozó elpattanási távolságnak nevezzük.6 *8
5 B olyai J á n o s1 , 27. §. I t t  a  b e b iz o n y í tá s  so k k a l k ö rü lm é n y e se b b .
8 Az elpattanási távolság létezését a fo ly to n o s sá g tó l fü g g e tle n ü l  síkbeli- 
leg D. H ilbeut bizonyította b e : Neue Begründung der Bolyai-Lobatschefs- 
kijschen Geometrie, Mathematische Annalen 57 (1903), főkép 140—144. 
old., vagy Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. Leipzig und Berlin 1930., 
104—108. old. Egyszerű té r b e li  bebizonyítás a következő.
Állítsunk az a  — (h, k ) ^  csúcsában a síkjára merőlegesen valamely b 
egyenesdarabot (ábra), ennek végpontjából húzzuk a A-tól elpattanó d  fél­
egyenest, amelynek vetülete a (b, h ) síkon c 
legyen. A (c, d )  sík nem lehet merőleges (b, d)-re, 
mert akkor (b , d )  és (6, h) metszésvonalára is 
merőleges volna, tehát ß = ( b ,  d )  — 90° állana, 
az elpattanási axiómával ellentétben. Minthogy 
viszont a szerkesztésből folyólag (b, d ) _J_ (h, k), 
azért (c, d) m e ts z i  a  (h , k) s ík o t  (Appendix 9. §.). 
E  síkok s metszésvonala merőleges a mindkettőjükre merőlegesen álló 
(b, h) síkra, tehat s _L h. Be s elpattan fi-tői és A-tói, lévén ezeken átmenő 
síkok metszése. E szerint s az a  szög h  szárából a keresett a  távolságot 
vágja le. Qu. e. d.
1. ábra.
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N. I. L o b a c s e v s z k ij 7 bebizonyította, hogy minden derékszögű 
háromszöghöz, amelynek alkatrészei a, b, c, Á, fi (1. ábra.), tartozik 
oly derékszögű háromszög, amelynek 
alkatrészei a, V, m, 90° — ß, y (2. ábra), 
ahol V a 90° — Á, m  pedig a fi szög­
nek megfelelő elpattanási távolság, 
ß  és y rendre a b, c távolságokhoz 
tartozó elpattanási szögek. Erre a (I) 
tételt alkalmazva, nyerjük, miszerint
sin a sin ß =  sin y, (II)
illetve
, cos ß cos /  = -----— • (III)cos y
(I)-ből (II) és (III) alapján
tg y
S m / i = tgid (IV)
s ezt a f i szögre alkalmazott (III) alatti képlettel összevetve,
(II)-re tekintettel adódik
tg fi =  tg a cos ß. (V)
Végül (I)-ből és a ß elpattanási szögre vonatkozó hasonló kép- 
1 étből (II) felhasználásával előáll
tg A tg fi =  sin y .  (VI)
(I)— (VI) a derékszögű háromszög mondhatnók hiperbolikus 
szögtrigonometriájának LoBAcsEvszKu-féle alapképletei,* 8 a két
N. I. L o b a t s c h e f s k i j  : Über die Anfangsgründe der Geometrie, Kasaner 
Bote 1829/30, oroszból fordította P. E n g e l , főkép 12. § .,  lásd F. E n g e l —  
P. S t ä c k e l  : Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie I . ,  
Leipzig 1898, 18—19. old. Az itt található egyszerű bebizonyítás térbeli. 
S ik b e lite g  bizonyította be a tételt H. L i e b m a n n  : Elementargeometrischer 
Beweis der Parallelenkonstruktion und neue Begründung der trigonome­
trischen Formeln der hyperbolischen Geometrie, Mathematische Annalen 
61 (1905), főkép 186—190. old., vagy ugyanattól: Nichteuklidische Geo­
metrie, 2. Aufl., Berlin und  Leipzig 1912., 37—40. old.
8 N. I. L o b a t s c h e f s k i j  1 , 13. §., (14). A (I) képletből való fenti előállí­
tásukat 1. ugyanattól: Pangéométrie etc., Kasan 1856., Oeuvres II. 626, 
633—634. old., németül H . L ie b m a n n íó I  Ostwald’s Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 130, 17., 25. old.
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szög és a három oldalnak megfelelő elpattanási szögek közül 
három-három között fennálló egyenletek.
Az alábbiakban e képletekből előállítván az általános három­
szög hiperbolikus szög-trigonometriája alapképleteit, az alábbi
(1)—(4) egyenleteket,” a (2) egyenlet alapján bebizonyítjuk az el­
pattanási szögnek a távolsággal való változását leíró klasszikus (5) 
képletet,* 10 Az ennek alapján (1)—(4)-ből folyó (1*) — (4*) képletek 
a hiperbolikus trigonometria általános alapegyenletei, amelyek a 
háromszög hat alkotórésze közül négy-négy között állapítanak 
meg összefüggést.
Azt hisszük, ezzel különösen egyszerű és természetes utat muta­
tunk be a hiperbolikus trigonometriának a Bolyai János és Loba-  
csevszkij által megvetett térgeometriai alapon való előállítására.11 
Ez történeti és módszertani szempontból talán nem érdektelen,
ö L o b a t s c h e f s k i j  7, 13. §., (17). Ezek levezetését L o b a c s e v s z k i j  csak 
később közölte: Neue Anfangsgründe der Geometrie m it einer vollständigen 
Theorie der Parallellinien., Kasaner Gelehrte Schriften 1835—1837, orosz­
ból ford. P .  E n g e l , lásd F. E n g e l — P .  S t ä c k e l  i. m. 223— 225. old. I t t  az. 
elpattanási szög alábbi képlete is fel van használva.
10 B o l y a i J á n o s 1 , 29. §., L o b a t s c h e f s k i j  7, 12. §., (12). E  képletnek 
B o l y a i  JÁNOstól való klasszikus bebizonyítását közlő modern könyv G. F a n o  t 
Geometria non euclidea, Bologna 1935., 1. 60—62. old.
11 A B o l y a i— LoBACSEVszKU-féle alapon egészen máskép állítja elő az (5) 
képletet s ezzel lényegében a hiperbolikus trigonometriát F . E n g e l  : Zur 
nichteuklidischen Geometrie, Leipziger Berichte 50 (1898), főkép 187— 
190. old. Alapjában véve ugyanazzal a meggondolással él K ü r s c h á k  J ó z s e f  r 
A parallelszögről, Mat. és Fiz. Lapok X II. (1903), 50—52. old.
A hiperbolikus trigonometriát s ik b e lű e g  elsőnek állította elő H. L i e b - 
m a n n  : Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Leipzi­
ger Berichte 59 (1907), 187—210. old. Más módszert követ pl. W. H. Y o u n g : 
On the Analytical Basis of Non-Euclidian Geometry, American Journal of 
Mathematics XXXIII. (1911), 249—286. old. Mig H. L i e b m a n n  paraciklu- 
sokkal dolgozik, W. H. Y o u n g  a hiperbolikus geometriából csak annyit 
használ fel, hogy a háromszög szögeinek összege < 180°. Megjegyezzük, 
hogy ha B o l y a i  J á n o s  (B) alatti sinus-tételét D e  L a  Y a l l é e  P o u s s i n  : Sur 
la géométrie non-euclidienne, Mathesis, Gand (2), 5 (1895), Suppl. V, 6— 
15. old. nyomán síkbelileg bizonyítjuk be, akkor R é t h y  Mór meggondolá­
saival (i. h. 16—18. old.) a hiperbolikus trigonometriának ism ét más sík­
beli előállításához juthatunk, amely szintén csak az em lített szögösszegtételt 
használja fel.
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1 . §.
Az általános háromszög hiperbolikus szögtrigonometriája.
A háromszöget két derékszögű háromszög összegére vagy 
különbségére bontva fel, a fenti (IV) tételből rögtön következik, 
miszerint
sin A : sin /i =  tg ß : tg a. (1)
Ez a háromszög két szöge és a velük szemben fekvő oldalaknak 
megfelelő elpattanási szögek között fennálló egyenlet.
Most előállítjuk a A, fi, v szögek és az egyik, mondjuk a c 
oldalnak megfelelő y elpattanási szög közti egyenletet.
Jelöljük az a oldalhoz tartozó magasságot f-vel s ossza ez a 
A szöget a Aj és A2 részekre (3á., 3b., 3c. ábra), ahol is Aj2 0
a szerint, amint 90° és A ,20  a szerint, amint 90°. A 
(I) tétel szerint (a f-hez tartozó elpattanási szöget r-val jelölve) 
A2=A—Aj folytán
sin L  sin A cos A. — cos A sin A,cos v =  —— -  = ------------ “ ——  ---------—sin t  sin t
s mivel ugyancsak (I) értelmében
sin Aj 
sin t —  cos f i ,
(III) szerint pedig
cos Aj = cos T  cos y
innen
cos v =  — Y 1cos A cos u +  sin A ----;----tg t sin y
28*
3 a. ábra. 3 b. ábra. 3 c. ábra.
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De a (IY) tétel értelmében
sin [i = tg T 
tg r ’
tehát végül nyerjük, hogy
1
cos íz =  — cos A cos u +  sin 1 sin u ------ (2)‘ sm y
A X, v szögek és az egyiket, például a A-t bezáró b, c olda­
laknak megfelelő ß, y elpattanási szögek között fennálló egyen­
lethez mostmár kiküszöbölés útján juthatunk.
Nevezetesen cos \t és sin /z értékét a X, /i, v, ß, ill. a /z, v, ß, y 
közti, (2)-höz, ill. (l)-hez hasonló egyenletekből (2) alatt be­
helyettesítve
_ , . . , 1  sin A sin v
cos íz — cos v cos-' A — sm i/ sin A cos A —;—-pr H---------7—v >sm ß cos y tg ß
honnan
sin ß sin A ctg u =  — cos A + cos ß cos y (3)
Végül az egyik szög, mondjuk v, és az a, b, c oldalaknak 
megfelelő a, ß, y elpattanási szögek közti egyenlet a következő 
kiküszöböléssel nyerhető.
(3)-at sin A-val végigosztva s ctg A és sin A értékét a v, A, ß, a, 
ill. a A, v, a, y között fennálló, (3)-hoz, ill. (l)-hez hasonló egyen­
letekből behelyettesítve
sin ß ctg v — ctg íz ctg ß
honnan
sin ß sm y cos a +
tg a cos ß 1
sm íz sm y
sin y
1 COS ÍZ (4)sin a sin ß tg a tg ß
A derékszögű háromszögre vonatkozó (I)—(YI) képletek ez 
általános képleteknek speciális esetei.
2 . 8.
Az elpattanási szög változása a távolsággal.
Az av a2 és a — at +  távolságoknak megfelelő av a%, a 
elpattanási szögek között fennálló klasszikus egyenlethez12 most­
már igen egyszerűen juthatunk.
12 L o b a t s c h e f s k ij7 , 12. §., (11).
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A 4. ábrán a (2) tétel értelmében
cos A = — cos u cosy +  sinti sinv—r^ —Binn
Ha mármost í —>-oo, akkor itt »-0 
és Á2—>0 , tehát A—>0 , továbbá y —^ a^ 
és p—>aa (Appendix 1. §.). Ennélfogva 
ebből
1 =  — cos a1 cos a2+ s in  at sin a2 4. ábra.sm a
honnan a félszögek tangenseinek bevezetésével adódik
a a . «1 . «3 , , «1 . «a
tg y  +  ctg j  =  tg y  tg ~ t +  ctg 1  ctg ~ t  ‘
Ez ctg ~  -re másodfokú egyenlet, amelynek gyökei nyilván 
ctg ctg és tg tg - y . Minthogy azonban a, av a% hegyes­
szögek lévén, ctg-|->  1 viszont tg-“1- tg - ^ - <  1, azért a második 
gyök nem felel meg s így a kívánt egyenlet
a at a2ctg 2= c t g - :- c t g ^ -
De a az a távolságnak folytonos függvénye, minthogy növe­
kedő a mellett monoton fogy s minden 0° és 90° közti értéket
felvesz, tehát ctg-^- is folytonos függvénye a-nak. Ennélfogva e 
függvényegyenletből következik,13 miszerint
c tg y  =  efc, (5)
ahol k azt a távolságot jelenti, amelynél a megfelelő x elpattanási 
szögre
c tg y  =  e.
(E k távolság a hiperbolikus geometria ú. n. paramétere, a 
természetes hosszegység.)
13 A. L. C a u c h y  : Analyse algébrique, Paris 1821., Ch. V., §. I., P r o b ­
leme I I . ,  (Euvres I I e série, t. III., 100—102. o l d .
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Minthogy (5)-ből (a hiperbolás függvényekkel kifejezve)
1 n . i  1sin a — ------- , cos a — tb — , iga = ------
ch- sh-
az (1)—(4) képletekből folynak a hiperbolikus trigonometria 
ismert általános alapegyenletei, nevezetesen (l)-ből a sinus-tétel
. . , a . b ,,s m / : sin/i =  sh-^-: sh-^-, (1*)
(2)-ből a második cosinus-tétel
Q
cos v =  — cos X cosp. +  sin A sin g eh — , (2 *)
(3) -ból a cotangens-tétel
sin A ctgv = — cos A ch-^- -f- sh-^- eth-^-, (3*)k k k
(4) -ből az első cosinus-tétel
, c , a , b . a . beb-r- =  eb — eb-;------- sh sh-7- cos v .  (4'*')k k k k k
Szász Pál.
ÜBER DIE HYPERBOLISCHE TRIGONOMETRIE.
Ausgegangen von dem absoluten Sinussatz J o h a n n  B o l y a i’s , 1 wer­
den unter Benützung der einander zugeordneten rechtwinckeligen 
Dreiecke von L o b a t s c h e f s k i j  2 zunächst die vier bekannten Grund­
formeln 3 der hyperbolischen Winkeltrigonometrie hergeleitet, nähm- 
lich die Formeln (1)—(4) im Texte, wobei X, g, v die Winkel des
1 J. B o l y a i  : Appendix etc. § 25., siehe F. E n g e l — P .  S t ä c k e l  : U rkun­
den zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie I I 2., Leipzig und 
Berlin 1913., S. 194.
2 N. I. L o b a t s c h e f s k i j  : Über die Anfangsgründe der Geometrie, übers, 
von F. E n g e l , § 12., siehe F. E n g e l —P. S t ä c k e l 1  L, Leipzig 1898., S. 
18—19.
3 Vergl.2 § 13., Form. (17).
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Dreiecks und a, ß ,  y  den gegenüberliegenden Seiten a, b, c  ent­
sprechende Parallelwinkel sind. Aus der Formel
, 1cos X = — cos u cos v +  sin u sm v—----n r  sin a
wird dann durch den Grenzübergang t —>oo an der Abbildung 4., die 
Funktionalgleichung 4
j a  , a l  I a 2
ctg |  =  ct8  j  ctg 2
( a = a 1 +a2)
gewonnen (wobei den Abständen a v  a2, a — ax +  a2 der Reihe nach 
die Parallelwinkel a,, a2, a entsprechen), woraus sich die klassische 
Formel5
, a l 
ctg-jjr
•ergibt.
Dieser Weg zur Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie auf 
der von B o l y a i  und L o b a t s c h e f s k i j  geschaffenen raumgeometrischen 
Grundlage, scheint äusserst einfach und natürlich zu sein.6
Paul v. Szász.
4 Vergl.2 § 12., Form. (11).
5 Vergl. J. Bolyai1 § 29., resp. N. I. Lobatschefskij 2 § 12., Form. 
(12). Der Beweis von J. Bolyai wird im modernen Buche von G. Fano: 
Geometria non euclidea, Bologna 1935., S. 60—62 wiedergegeben.
6 Einen ganz anderen Weg zur raumgeometrischen Herleitung der 
obigen Formel des Parallelwinkels hat F. E ngel eingeschlagen. Siehe von 
ihm: Zur nichteuklidischen Geometrie, Leipziger Berichte 50 (1898), insb. 
■S. 187—190.
A FOURIER-SOR CESÄRO-KÖZEPEIVEL VALÓ 
APPROXIMÁCIÓ NAGYSÁG-RENDJÉRŐL.
Bevezetés.
Legyen f{cc) egy szerint periodikus függvény. Ennek
f(x) —°- +  2  í«n cos WÍC +  bn sin nx)
*  n  =  l
Fourier-sorát röviden S(/)-el jelöljük. Jelentse ö^ ’ (x) az S ( f ) 
sor ?z-ik d-adrendű Cesáro-közepét (röviden (C, d)-közepét), vagyis 
legyen
In —k-f d —1 \
_(<í) /
/c=0
= ^o , 
2 "r
„ (
\
/£ I
n —k j
fT )
(a* cos fcr+t/c sin /cíc).
A Fourier-sor (C, d)-közepeivel való approximáció nagyság­
rendjén a
Qn ’ =  max | f(x) -  o f  (x) |
kifejezés nagyságrendjét értjük. A megközelítés jósága attól függ, 
milyen rendben válik a pjf mennyiség n növekedtével zérussá. 
Ez a kérdés gyakorlati szempontból is fontos, mert Taylor-sorba 
nem fejthető periodikus függvények effektiv előállítására szinte 
csak a Fourier-sor első tagjait használhatjuk fel; lényeges tehát 
az ilyen módon elkövetett hiba megbecslése. E kérdés tekinteté­
ben alapvető Serge B ernstein1 következő tétele:
1 S. B e r n s t e i n , Mém. Acad. Béig. (2) 4, 1912, 1—104. 1.
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Ha a in  szerint periodikus fix) függvény mindenütt eleget 
tesz az
f(x  +  h ) -  fix )
ha K ( 1 )
a-ad rendű Lipschitz-feltételnek, akkor 
illetőleg
Qn
log n
n
(0<«<1>
(o-l)
Megfordítva, ha 0 < a < l  és g f’ = 0  (— ), akkor f{x) egy a-ad-
n “ ' / 1 \rendű Lipschitz-feltételnek tesz eleget, de ha (41>== 0  \ - J , akkor 
ebből a megközelítési rendből fix) folytonossági viszonyai tekin­
tetében csak az [ f (x - f  h) — f(x) | <; K ! h | log —|  - relációra lehet 
következtetni.
Az a — 1 eset tehát kritikusnak mondható, holott annyiban 
épp ez az eset a legfontosabb, amennjúben a differencia-hányados 
korlátosságát köti ki, tehát a függvény differenciálhatósági viszo­
nyait jellemző esetet ölel fel. Mégsem lehetséges -re a log n/n  
nagyságrendnél jobb megbecslést adni, mint az például az
f[x) =
TT3 nx
(0 < x < n )
8 4 ’ - -
nx 3«* Í7t
4 8
függvény esetében látható. Ennek Fourier-sora ugyanis a
cos x  , cos 3a? , , cos(2 n —\ ) x
Ta I öi r  " '  ~T (2n —l)a
sor, ennél pedig az íc= 0 pontban a (2w— l)-ik (C, l)-közepekkel 
való approximáció nagyságrendje alulról a következő módon 
becsülhető meg:
412 ALEXITS GYÖRGY.
«
j/-(0)-<r&-1(0)| =  2 [ 1 _ (l
2 Ä- 1 1
k=1 2w /J (2A;— l)a
V  1 J _  V  1 log(2n+l)
+  Z j  (2Ä-1 )• 2w Z j Z k - l  4»fc=n+l Jc=l
vagyis a (C, l)-közepek valóban elérik a log n/n  nagyságrendet.
A következőkben az approximáció nagyságrendjének ezzel a 
szingularitásával foglalkozunk és megmutatjuk, hogy ez a szin­
guláris viselkedés az ©(f) Fourier-sor konjugáltjának viselkedé­
sével világítható meg. Jelöljük röviden ©(f)-e 1 ©(f) konjugált 
sorát, vagyis a
cc
2  (an sin nx — bn cos nx)
n = 1
sort. Legyen a f'tx )  ennek a sornak az n-ik (C, d)-közepe. Ha f (x) 
egy Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor ©(f) is Fourier-sor, 
még pedig — mint ismeretes — az
h x )  —  l h  f dt
1 %n h-*o J  , t
h t g  -5-A
függvény Fourier-sora. Legyen
=  max I f{x) -  ä f  (x) |.
Be fogjuk bizonyítani a következő tételt:
Hä a 27t szerint periodikus f{x) fügyvény mindenütt eleget 
tesz egy Lipschitz-feltételnek (a— 1), akkor minden d> 0 mellett
Ez az eredmény első pillantásra meglepőnek látszik, mert ha 
a = l ,  akkor az f ( x )-re vonatkozó Lipschitz-feltételből még egy­
általában nem következik, hogy f{x) is egy a =  1 kitevőjű 
Lipschitz-feltételnek tesz eleget, hanem csak azt lehet állítani,2
2 A. Z y g m ü n d , Trigonometrical Series (Warszava—L w ó w ,  1935), 157. 1. 
A következőkben ezt a gyakran idézett művet «T. S.»-el fogjuk jelölni.
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1hogy I f(x -\-h ) — f(x )  \ ^ K \ h \  log ■ Előállhat tehát az azI h
eset, hogy a Lipschitz-feltételnek eleget tevő f(x) függvény 
Eourier-sorának (C, d)-közepei rosszabbul konvergálnak f(x)-hez, 
mint a Lipschitz-feltételnek eleget nem tevő f(x)-hez konjugált 
f(x )  függvény Fourier-sorának (C, d)-közepei f(x)~hez. Ez a 
jelenség abban leli magyarázatát, hogy f(x) deriváltjának Fourier- 
sora az a sor, amelyet ©(f) konjugált sorából © (f)-ből nyerünk 
oly módon, hogy ©(f)-nek az n-ik tagját megszorozzuk n-e 1 
(n—1 ,2 ,...). Ennek az © (/')-el való összefüggésnek eredménye 
az a jelenség, hogy egy f(x)-re vonatkozó differenciálhatósági 
feltételre elsősorban nem maga az ©(f) Fourier-sor, hanem 
annak konjugált sora reagál. Még inkább rávilágít erre az össze­
függésre tételünk megfordítása, amely azt mutatja, hogy a pjf’-ra 
nyert megbecslés egyúttal jellemző is fix )  folytonossági viszo­
nyaira ; tételünk ugyanis a következő módon fordítható m eg:
Ha minden d;> 1 mellett q„ = 0  y ~ j  > akkor ebből a tény­
ből már következik, hogy fix) egy a— 1 kitevőjű Lipschitz- 
feltételnek tesz eleget.
1. Egy numerikus sorokra vonatkozó tétel.
Tekintsük a reális tagú
ui +  +  • • • +  Un +  • • • ( 2)
sort, amelynek n-ik (C, d)-közepét o-^ ’-val fogjuk jelölni. Nevez­
zük az
ui , un ,
1 ** 2  '
u,
+  ~ +n (3)
sort egyszerűség kedvért (2) koordinált sorának. .Sjf-val jelöljük 
a  (3) sor «-ik (C, d) közepét.
I. Ha d> 0 és <t(k =  0(1), akkor S f  egy véges S értékhez 
tart és pedig
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Tételünket bebizonyítottuk, ha kimutatjuk, hogy
1I ( S t - S ^ )  = 0
k=n +1 n
(4)
(4)-ből ugyanis már következik, hogy az
s ?  = s *  +  ± { s t - & * u )
k = 2
sorozat egy véges S  értékhez tart, aminek további következ­
ménye, hogy
& =n + 1
vagyis (4) valóban aequivalens állításunkkal. Vegyük mindenek­
előtt figyelembe, hogy
„ (n ~ k+ d \ n—í ( » - ! - * + * }
n —k I Uk_ n —í —k /
/n-j-dl k 
\ n }
Un
Si* -  s;(d) __ "V  » - 1
fc=l fc-1
n  +  d /n + d  —1 \ 
d i n /
n —1 
*=i
In —k + 8— 1 % — /v ~j~ $
\ n —k d
\+JS_ n-f-d
\ n / d
j  / n - l  +  d\ ' Ä
1 l « - 1  /
I+ .
/n - f c + d - 1 1 n —k
l n - A  i d
/ n + d - l \ n
l n i 8
k
„ ( n - A + d - l \
d \ w—A: /
n(n-fd) ^ n + d —ij
_ fi _<á-i>
k n (n + 8) • '
Ennek alapján egy Abel-transzformációval a
d
__  __ U (Ä +d) (fc+i)cfc=n + l /c=n+l
+  lim
wL 0^ '  Sí-i) ^  2  ( fc(*+d) (k~h 1) ( /í+ l+ d ) 2 - íi=n + l
<(5—l) +
d
fa—> oo fc(A +  d) 2 ' ? - ”
(5)
A FOURIER-SOR CESÄRO-KÖZEPEIROL. 415
megbecsléshez jutunk. Nyilván
k
1 <J-1>
k+ d 2 *
i=n  +1
< d(k+ 1) 1k -f~ ő k~j- 1
í(n + l) . 1
+ fi -J- $ 72 -f- 1
K
i=l
n
+
Ha tehát figyelembe vesszük, hogy H a u sd o r ff  3 egy tétele szerint 
a (C, 1) közepek alkalmazása a (C, d —l)-közepekre a (C, íj- 
közepek közvetlen alkalmazásával egyenértékű művelet, vagyis
h°gy k
• ' ,  1 ’Í = 1
,<Ő ~1) _ (J) o ( l ) ,
akkor az előbbi megbecslésből a
k
d
k-j-d 2 "i= n  + l
( J - l ) =  0 ( i ) ! a*ló) 0 ( i )  k J ?
eredményt nyerjük. De feltevésünk szerint o-*’ =  0(1), követ­
kezéskép fc
í
2
„<d-l>
i= n + l
Ebből a relációból elsősorban
k(k+d)
=  0 ( 1).
2 * ^i=n+1
következik, így azután (5)-ből a
= 0
2(s?-sí,) s2ok)-ík 2
fc=n +1 fc=n + l
„(d l)
i = n +1
i—n+2
végeredményre jutunk, amivel állításunkat beigazoltuk.
3 F .  H a u s d o e f f , M a t h .  Z e i t s c h r .  9  (1 9 2 1 ) ,  7 4 — 109 . 1.
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Megjegyzés. Ha | a'jj ] sí K, akkor az 0  í—) nagyságrend 
pontosabban is meghatározható a következő módon:
4 KHa ffj1| K, akkor \ S —S™ | <  
Ez esetben ugyanis (5) az
n
S ?  -  S«2
n
- 2 í
k \ uk
n + 1 / k
n —1
1 k \  Ukn i  k n ( n + 1)fc=i fe=i
összefüggés figyelembe vételével ebben az alakban írható:
2
2
ft(A+l)(A+2)/c=n + l
De ha I <t™ I <  if, akkor
oo
=n +1
2 'i=n + l
+  lim 1
1
A + l
tehát
, ( 0 )
t=n +1
< í
=  A + l 2 -i=l
fc—►<» A(A+l)
n + 1  1
A +l n + 1
k
V  <t'0’ 
_  1i=n + l
2 ”‘i=l
<
^ 1 ^ 1  +  1^ 1^ 2 /v,
y ^ s f - s ^
k = n +1
<  2 if 2 <
4if
/C=tt+1 A(A+2) n
Itt a 4-es faktor esetleg még valamelyest kisebbíthető, ennek 
azonban a következőkben már nincs jelentősége.
2. Konjugált trigonometriai sorok Cesüro-közepei.
Térjünk most át az ©(f), illetőleg ©(f) konjugált trigono­
metrikus sorok (C, d)-közepeinek p,f’, illetőleg pjf approximáeiós 
nagyságrendjére. Bebizonyítjuk a bevezetésben elsőként említett 
tételünket:
II. Ha a 2n szerint periodikus f(x) függvény mindenütt
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eleget tesz egy a— 1 kitevőjű Lipschitz-feltételnek, akkor minden 
d> 0  mellett
e?'=o
Ha ugyanis a— 1, akkor a Lipschitz-feltétel következtében — 
mint ismeretes — f(x) teljesen folytonos függvény (=■ deriváltjá­
nak integrálja), vagyis f(x)-nek majdnem mindenütt van f ix )  
deriváltja, amely a Lipschitz-feltétel folytán még korlátos is. 
Alkalmazhatjuk tehát az alábbi parciális integrációt, amely 
szerint
illetőleg
cos n x d x  — [f(x) cos nx)l"  -f 
2*
sin n x  dx — nbm
TC
In
J  f \ x )  sin n x d x  =  — nan; 
o
más szóval —f'(x) Fourier-sora nem más, mint ©(f) formális 
deriváltja, vagyis a
oo
y,n (bn cos n x —a„ sin nx) (6)
n— 1
sor. Azonban ismeretes,4 hogy ha ! f \ x )  | korlátos, akkor f'(x) 
Fourier-sorának (C, d)-közepei d >  0  esetén egyenletesen korlá­
tosak. Alkalmazhatjuk tehát I. tételünket a (6) alatti sor koor­
dinált sorára, ami, egy — 1 faktortól eltekintve, nem más, mint 
©(f), következéskép az x  helytől függetlenül fennáll az
I f(a?) -  a{n (*) | = o (,-i)
megbecslés, amivel állításunkat beigazoltuk.
Ami az ©(f) Fourier-sor (C, dfközepeit illeti, azok approxi­
mációjának nagyságrendjére nézve -— mint azt láttuk — az
0
log n
n megbecslés nem javítható teljes általánosságban, mert.
4 T . S . 4 8 . 1.
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egyes pontokban az approximáció nagyságrendje a log n/n értéket 
el is érheti. Ezek a pontok azonban még a Lipschitz-feltételnél 
messzebbmenő feltételek mellett is csak egy nulla mértékű hal­
mazt alkothatnak, mint az a következő tételünkből kiviláglik:
III. Ha fix) teljesen folytonos függvény, akkor minden o> (f 
mellett
| f ( x ) -* '* ( x ) \  =  0 (-1- )
legfeljebb egy nulla mértékű halmaz pontjai kivételével.
Ha ugyanis f \ x )  majdnem mindenütt létezik és f(x ) teljesen 
folytonos, akkor, mint azt az előbbi tételünk bizonyítása során 
igazoltuk,
oo
f \x )  ~  V b (bn cos n x  — ü„ sin nx),
n  =  l
tehát a
GO
2  n(a,i cos n x  +  b„ sin nx) (7)
n = 1
trigonometrikus sor egy Fourier-sor konjugáltja, következéskép 
legfeljebb egy nulla mértékű halmaz kivételével minden d >  0  
rendben (C, d)-szummálható.r> Eszerint a (7) sor (C, o)-közepei 
egy nulla mértékű halmaz elhagyása után a megmaradó halmaz 
minden x  pontjában (az x  ponttól függően) véges határok között 
maradnak. Pontonként alkalmazhatjuk tehát I. tételünket (7) 
koordinált sorára, ami nem más, mint S(f), és akkor a maradék- 
halmaz minden pontjában, más szóval majdnem mindenütt az
\ f { x ) ~ a t \ x ) \  =  0
eredményt nyerjük.
IV. Ha minden d ^ l  mellett f f  = 0  ( ^ j , akkor az fix )  
függvény a — 1 kitevővel egy Lipschitz-feltételnek tesz eleget.
Feltevésünkből következik ugyanis, hogy
i (x) -  ű f (a?)| <s | f i x )  -  ű f (a?)| +  | f { x ) - ű f  (x)\  =  0  (^ -)•
5 T. S. 49. 1.
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Ha tehát s^ 1)(a?)-el jelöljük a (6) alatti sor n-ik (C, í)-közepét, 
akkor a
*?(*) -  a f{ x )  =  
k
k  =  1
k
n + 1
(bk cos k x —cbc sin kx) =  
*?’(*)
n -f  2
k{bic cos k x —ak sin kx) = n+2k= 1
relációból az s ^ \x )  ~  0 (1) eredményt nyerjük, vagyis
lim js^Or)! =  0 (1). (8 )
Ebből a megállapításból pedig azzal kapcsolatban, hogy a (6) alatti 
sor együtthatói mindenesetre teljesítik az n a n — o (n ) ,  nbn= o(n) 
feltételeket, Y e r b l u n s k y 6 egy tétele szerint az következik, hogy 
(6) Fourier-sor. Jelöljük <p (,x)-el azt a függvényt, amelynek (6) 
a Fourier sora. Tekintve, hogy
I W (t) dt =  B  +  2  (an cos n x  +  bn sin n x ) ,  (b = 1 %-)
o n = l  '  »=1 '
azért
f ( x )  =  j r ( t ) d t  +  - ^ - B .  
o
Az f(pc) függvény tehát majdnem mindenütt deriválható és pedig 
legfeljebb egy nulla mértékű halmaz kivételével f'(x) = <p(x), 
vagyis (6) nem más, mint f'(x) Fourier-sora: © (f). De ismeretes,7 
hogy © ( f  ) aritmetikai közepei majdnem mindenütt f \x )-hez 
tartanak, ami (8)-al együtt egy olyan K  állandó létezését biz­
tosítja, amelyre nézve majdnem mindenütt fennáll az J  f \ x )  \ <  K  
megbecslés. Ez pedig más szóval épp azt jelenti, hogy elég kis 
| h | mellett
f ( x + h )- f(x )  
h < K ,
q. e. d.
« T. S. 297. 1.
7 T. S. 49. 1.
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V. Akkor és csakis akkor lehet minden ő >  0 mellett 
pjf* =  0  ^  ) és egyszersmind — 0  ( ,  /«a f(x) és f{x) is 
egy a—1 kitevőjű Lipschitz-feltételnek tesznek eleget.
Ha ugyanis f(x) és f(x )  egy Lipschitz-feltételnek tesznek eleget 
(a= l), akkor ezek Fourier-sorai az ©(f), illetőleg © (/)= © (f) 
sorok és így II. tételünk alkalmazásával közvetlenül nyerjük a 
pjf’ =  O ( ' -) és yj' =  0  j eredményt, vagyis a közölt fel­
tétel szükséges. Ha viszont ez a két reláció minden d > 0  mellett 
teljesül, akkor nyilván © (f) és ©(f) konjugált Fourier-sorok és 
így IV. tételünk szerint f(x) és f(x)  is egy Lipschitz-feltételnek 
tesznek eleget ( a = l) ;  feltételünk tehát elégséges is.
Figyelembe véve azt a körülményt, hogy © (f), illetőleg 
©(f) az
oo
F (z) =  ^  CnZn (Cn=an—ibn ; z=rel9) 
n =  0
hatványsornak az egységkörön képezett reális, illetőleg imagi- 
nárius része, V. tételünket még a következő komplex alakban 
is megfogalmazhatjuk:
VI. A z egységkör belsejében reguláris F(z) függvény deri­
váltja akkor és csakis akkor korlátos a zárt egységkörben, ha 
minden d > 0  mellett pj* =  0  j és egyúttal y j  — 0  •
3. Az aritmetikai közepekkel való approximáció 
nagyságrendje.
Gyakorlati szempontból legfontosabb a Fourier-sorból egy­
szerűen képezhető aritmetikai közepekkel való approximáció 
nagyságrendje. Lényeges tehát pjj’-re olyan megbecslést találni, 
amely pjf-nek nemcsak nagyságrendjét, hanem számszerű felső 
korlátját is megadja. I. tételünkhöz fűzött megjegyzésünk segít­
ségével II. tételünk bizonyításához teljesen hasonlóan adódik a 
következő eredmény:
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VII. Ha f(x) az (1) alatti Lipschitz-feltételnek tesz eleget 
(a=  1), akkor
4 K
ri1’ <  —  -%
Mivel azonban gyakorlati szempontból elsősorban maga a 
Fourier-sor, nem pedig annak konjugáltja jön számba, azért 
még p“ *-et is meg kell becsülnünk. Ha meggondoljuk azt, hogy 
a gyakorlatban legtöbbször előforduló esetekben ©(/), illetőleg 
<B(f) olyan F(z) hatványsornak reális, illetőleg imaginárius 
részei, amelynek deriváltja a zárt egységkörben korlátos marad, 
akkor teljesen kielégítőnek találhatjuk a következő megállapítást:
VIII. Ha F{z) az egységkör belsejében reguláris, ezenkívül 
F(ei9) rg K, akkor F(z) reális és imaginárius részeire egyaránt 
érvényes a
4AT
e‘” <  —  > £ ” 0 )
megbecslés.
Feltételeink folytán ugyanis F \eiS) reális és imaginárius részei 
egyaránt eleget tesznek a = l-e l és a (9) alatti megbecslésben 
szereplő K  konstanssal egy Lipschitz-feltételnek, állításunk tehát 
közvetlen folyománya VII. tételünknek.
Alexits György.
SUR L’ ORDRE DE GRANDEUR 
DE L’APPROXIMATION D’UNE FONCTION 
PAR LES MOYENNES DE SA SÉRIE DE FOURIER.
Sóit
(X 00f(x) co + V (an cos nx -\-bn sin nx) (1)
■“ K i
la série de Fourier d’une fonction périodique mod. 2?r satisfaisant 
á la condition de Lipschitz
f(x+ h)—f{x) 
ha
Désignons par a f j  (as) la n-iéme moyenne (C , d ) de la série (1). Le tbéo- 
réme suivant de S. B e r n s t e i n 1 est bien connu: Si 0 <  a  <  1, on a
29*
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p™ =  Max | f(x)—a™ (x) | =  0 j , mais, pour a = 1, on n’obtient
que g™ — 0 • Inversement, g™ =  0  ( ~ j  a pour conséquence
que f ( x )  satisfait ä la condition de Lipschitz (2), pourvu que a  sóit
n’entraine que la con-
í logW -
II est également connu que les ordres de grandeur obtenus par S. 
B e r n s t e i n  ne peuvent étre améliorés. Pourtant, en considérant la série
_ Oo
f(x) co 2  (a n sin nx—bn cos nx) (3)
n= 1
conjuguée ä (1) et en désignant par (x) la n-iéme moyenne (C,S) 
de la série (3), on peut démontrer les théorémes suivants:
Si f(x) satisfait á la condition (2) avec a—1, alors on a pour 
tout d> 0 :
?£> =  Max | f{x) -  a f  (x) | =  0 ( ~ j  , (4)
et on a presque partout
\ f ( x ) - ^ ( x ) \  = 0 ( ^ ) -
Inversement, la relation (4) a pour conséquence que f(x) satisfait 
á une condition de Lipschitz avec a— 1.
Ces théorémes s’obtiennent comme conséquences d’un théoréme 
général concemant l’ordre de grandeur du reste des séries á termes 
róels.
Georges Alexits 1
<  1 ; mais l’ordre de grandeur p‘u ~ 0  —\ n
dition de continuitó | f ( x + h )  — f i x )  \ K \
1 S. B ernstein, Móm. Acad. Béig. (2) 4 (1912), p. 2—104.
AZ INVARIÁNS DIFFERENCIÁL MEGÁLLAPÍTÁSA 
A FINSLER-FÉLE TEREKBEN.
Jelen dolgozatban a FiNSLER-féle terekhez tartozó invariáns 
differenciált új módszerrel vezetjük le, amely lényegesen rövidebb, 
mint az eredeti E. CARTANtól1 származó és így némi érdeklődésre 
tarthat igényt.
A lev eze té sb en  alapvető  fo g a lo m  egy g ö rb e se re g  m en tén  o sz k u - 
lá ló  RiEMANN-féle té r, am ely  e lő sz ö r  A. NAziM-nak2 C. Carathéodory-  
n á l  k észü lt d is s z e r tá c ió já b a n  lé p  fel. A. N azim  egyébkén t s z in té n  
defin iál egy in v a riá n s  d iffe ren c iá lt, a  n é lk ü l az o n b a n , hogy  a n n a k  
exp lic it a la k já t  m eg ad n á . A z o tta n i fe jte g e té se k b ő l3 m e g á lla p ít­
h a tó , hogy az o tt  szerep lő  in v a r iá n s  d iffe renciá l e lő szö r J. L. S yng e-  
n é l s z e re p e l4, te h á t  az E . Cartan401 sz á rm az ó  in v a riá n s  d if fe re n ­
c iá ln ak  sp e c iá lis  esete.
Az 1. §.-ban mindenekelőtt azt a felfogást ismertetjük, amelyen 
Cartan levezetése alapul, míg a 2. §.-ban az új levezetési módot 
tárgyaljuk.
1. §. A FiNSLER-féle tér és az invariáns differenciálnak 
CARTANtól származó meghatározása.
Az olyan (x1, x 1,..., x n) n-dimenziós teret, amelyben a ds ív­
elem
ds =  L (x ,dx)  (1, 1)
alakú, FiNSLER-féle térnek nevezzük. Az (1, l)-ben szereplő függ-
1 E. Caktan (1).
2 A. N azim (1).
3 A. Nazim (1), I-ső szakasz (5, 6) és (5, 12).
4 J. L. Synge (1).
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vényről föltesszük, hogy pozitív, homogén, első dimenziójú a 
d x i  differenciálokban, továbbá, hogy a
2 őm* ö xk (1 , 2)
quadratikus alak pozitív definit. L(x, db) tekintetbe jövő derivált­
jainak létezését és folytonosságát szintén feltesszük.
Az abszolút differenciál-kalkulus módszerei, amelyek a Biemann- 
féle geometriában oly termékenyeknek bizonyultak, átvihetők 
ezen általánosabb esetre is.5 H a még azt is el akarjuk érni, hogy 
a tér, éppúgy mint a BiEMANN-féle geometriában, euklidikusan 
összefüggő legyen, akkor kétségtelenül E. Cartan felfogása mutat­
kozik legcélszerűbbnek.6 E szerint az alapul vett n-dimenziós 
(pont-)teret az x 1, x %, . . . ,  x n ; db1 : á ?  : . . . :  dcn vonalelemek 
(2n — l)-dimenziós sokaságává bővitjük. A vonalelemek meghatá­
rozó adatait mindig röviden (x , áj-tal fogjuk jelölni.
Az összes mennyiségeket, tehát például a tenzorokat egy vonal­
elemre vonatkozóan értelmezzük.
E. Cartan szerint egy ilyen sokaság euklidikusan összefüggő, 
ha a következő két feltétel teljesül:
Először adva van egy gikipc, db) mérték-tenzor, amelyre nézve 
az w* segédváltozóknak
g n l x ,  ö b )v }u k (1,8)
quadratikus alakja bármely (x , de) vonalelem esetén pozitív definit. 
Ekkor egy £ ‘(x ,  db) vektor hosszának P  négyzete ugyanúgy, 
mint a BiEMANN-féle térben,
i* =  gik^ k. (i,4)
Ennek megfelelően értelmezhető két ugyanazon vonalelemhez
tartozó vektor szöge.
5 Ez irányú első kutatások L. Brrwald-iiüI (1) J. H. TAYLOR-nál (1) 
ás J. SYNGE-nél (1).
0 E Cartan (1), különösen 3—5 p.
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Másodszor egy adott vektor-mezőhöz az invariáns differenciál 
D p  =  d p  +  f i f W  +  Ü iP d x 1 * (1,5)
alakban van értelmezve. Ha
D p  =  0 , ( 1, 6 )
akkor a vektor «(aj, á;)-ból (x +  dx, x  +  dáj-ba párhuzamosan 
át van helyezve.» További követelmény, hogy párhuzamos át­
helyezéssel egy vektor hossza se változzék. Ebből a kikötésből 
adódik, hogy az (l, 5)-ben szereplő Ch[x,x) és / 'I fx , x) mennyi­
ségek kielégítik a
d í h i
dxk
ddij
dxk
—  fjisC jlc QisCijkt 
=  9i s i  j k  - ( -  Q j s l  ik
(1,7)
differenciálegyenletrendszert.
Ezekután a teendő abban áll, hogy az adott L{x, dx) alap- 
függvényből kiindulva a hozzátartozó gik(x, db), Cm (x , x ) és 
I\ki(x, x) mennyiségeket invariáns természetű követelmények 
alapján meghatározzuk.
E. Cartan a következő négy követelményt állította fel :7
C. 1. Ha egy p  vektor vonalelemével egyirányú, akkor 
hossza L{x, p).
C. 2. Ha p  és jf  két rögzített komponensekkel bíró vektor, 
és ha D p és Dtf e két vektor invariáns differenciálja arra az 
esetre, amidőn a közös (x, x) vonalelem csupán x l centruma 
körül (x, x  +  dx) irányban forog, akkor
g ik P D r f  =  g ik- r jD p \
C. 3. Egy vonalelemével közös irányú, rögzített komponen­
sekkel bíró vektornak invariáns differenciálja zérus, ha a vonal­
elem saját centruma körül infinitezimális elfordulást végez.
1 E. C a k t a n  (1) 10. o. Ott különben öt követelmény van adva, amelyek
közül a (U-vel jelölt) második felesleges, mert a többiekből következik.
Lásd E. C a r t a n  (2).
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C. 4. Ha az (x, x) vonalelemet (1,6) szerint párhuzamosan 
(x +  dx)-be áthelyezzük)8 akkor az invariáns differenciálban 
fellépő komponenseket I f f -vei jelöljük. A  végső követelmény 
abban áll, hogy ezek az alsó indexekben szimmetrikusak 
legyenek.
2 . §. Az invariáns differenciál megállapítása.
Az invariáns differenciálnak CiRTAN-tól származó levezetésé­
ben lényeges, hogy az az (1, 5) alakkal bír és hogy a C‘ki és 
Hu áthelyezési paraméterek az (1, 7) egyenleteket kielégítik. Az 
általunk követett úton önként adódik, hogy az invariáns diffe­
renciál d x l és dxl-ben lineáris, tehát (1, 5) alakú és hogy para­
méterei az (1, 7) relációkat kielégítik.
Hogy vonalelem-sokaságunkat euklidikusan összefüggővé tegyük, 
mindenekelőtt az 1. §.-ban kifejtett módon metrikát kell bevezet­
nünk. Ez két lépésben történjék:
A. 1. Vonaléiemével egyirányú vektor hosszának megállapí­
tása.
A. 2. Tetszőleges vektor hosszának megállapítása. A. 1. meg­
állapítás legyen az előző §. 0 . 1. feltételével egyező:
A. 1. H a  c‘ az (x, x) vonalelemhez tartozó vektor, melyre 
nézve
q(x , x) x \  q(x , x ) >  0  ( 2 ,1 )
érvényes, akkor a vektor l hossza legyen
l =  L(x, $). (2, 2)
Az (x, x) vonalelem irányába eső egységvektor komponensei 
ekkor
x l
L(x, x) (2, B)
Egy tetszőleges, az (x, £é)-hoz tartozó vektor hosszának értel­
mezése céljából tekintsük az összes, ugyanazon x l centrumból
8 Természetesen kimutatandó, hogy a vonalelemeknek csak a szom­
szédos ponttól függő áthelyezése lehetséges.
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kiinduló vonalelemeket. Azon egységvektorok végpontjai, amelyek 
ezen vonalelemekben feküsznek, az ll változók terében (amely 
célszerűen affin pont-térnek tekinthető) az
L(x0, l) =  1 (2, 4)
hiperfelületet töltik be (CáRATHÉoDORY-féle indikatrix).0
Ha mármost (x, x) egy tetszőleges ,-xi-ból kiinduló vonalelem, 
akkor létezik egy egyértelműen meghatározott másodrendű felület, 
amelynek x l a középpontja és amely az indikatrixot a
x lJi — o
L { x q, X q)
pontban oszkulálja. Ennek egyenlete az affin tér Xl (i— 1, 2 , . . . ,  k) 
koordinátáiban
ahol
öidpco, x 0)X lX k =z 1, (2,5)
X) 1 d (L \x ,  áj)
2  dx{dxk (2, 6)
A (2, 5) felület az (x , áj vonalelemhez tartozó oszkuláló indi­
katrix és pedig (1, 2 ) szerint konvex.
A. 2. A z (x, á j vonalelemhez tartozó tetszőleges vektor l 
hosszára legyen
lt =  gik{ x ,x ) ^ K  (2,7)
Miként a BiEMANN-féle térben, úgy itt is két ugyanazon vonal­
elemhez tartozó vektor szögét gik segélyével meghatározhatjuk.
Az euklidikus összefüggés teljes meghatározásához még az 
invariáns differenciált kell megállapítanunk, amit a következők­
ben fogunk megtenni.
Legyen adva az
x l — x ’(z), (2 , 8a)
á* =  á‘*(r) (2 , 8b)
egyenletek által valamely <  z0r1 >  intervallumban a vonalele­
meknek egy folytonosan differenciálható serege. Ezt a vonalelem- 9
9 C. C a r a t h é o d o r y  (1), 456. o.
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sereget a (2 , 8 a) görbe környezetében a következő módon akar­
juk folytatni. Ha az L(x, dx) függvényt egy variációs probléma 
alapfüggvényének tekintjük, akkor a (2 , 8) vonalelem-seregen át 
egy egy-paraméteres extremális-sereget vezethetünk. Ezt beágyaz­
zuk egy olyan extremálishalmazba, mely az n-dimenziós x { pont­
térnek egy B  tartományát egyrétűen befödi. Ha mindegyik 
extremálison az
s --= $ L ,(x ,~ )d t (2,9)
«ívhosszat» paraméterül választjuk és az erre a paraméterre vonat­
kozó érintővektort meghatározzuk, akkor H-nek minden x l pont­
jához egyértelműen egy rl irányt rendeltünk, tehát
r i —  m2, . . . ,  x n). (2 ,10)
Ezzel a (2, 8) vonalelemeknek a (2, 8 a) görbe környezetében 
való folytatását megvalósítottuk.10 Válasszuk a (2 ,8b) vonal­
elemeket közvetlenül olyképpen, hogy azok az extremálisoknak 
az ívhossz szerinti deriváltjaival összeessenek. Ekkor fennállnak 
a következő identitások:
xHr) = r \ x \ r ) , X n{z)). (2,11)
Az A-ket a gulx, x) függvényekbe helyettesítjük és bevezetjük a
Yik{x1.. .xn) - gik(x 1,.. . ,  x n, rí{xí . . ,x n)......rn{pcx. . . x n)) (2 , 12)
jelölést. (1,3) következtében az v}(i — 1, 2 , .. .,  n) segédválto­
zóknak
Tik id uk (2,13)
quadratikus alakja ismét pozitív definit. Tehát yik a B tarto- 10
10 A következőkben elégséges volna a vektormező szerkesztésekor a 
következő gyengébb követelményeket szab n i: szerkesztendő egy tetszőleges 
görbesereg, amely az extremális sereget a (2, 8a) görbe pontjaiban oszku- 
lája és az beágyazandó egy görbeseregbe, amely egy D  tartom ányt egyrétűen 
beföd. A sereghez tartozó bármely görbének érintő vektora még alkalma­
san normálandó és irányítandó. Ez m indig elérhető, például oly módon, 
liogy a Bzóbanforgó vektort az érintő extremálisnak érintő vektorával 
azonosítjuk.
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Hiányban egy BiEMANN-féle tér fundamentális tenzorául választ­
ható. A
(is2 — yikd x 'd xk (2, 14)
BiEMANN-féle mérték meghatározásához tartozó extremálisoknak 
mármost az a jellegzetes tulajdonságuk, hogy az L(x, dx) alap- 
függvényhez tartozó extremálisokat oszkulálják, amennyiben van 
közös {aP, rl) vonalelemük (r*(2, ll)-ből!). Ez rögtön belátható 
az extremálisok differenciálegyenletei és (2, 12) alapján.11 Az 
így meghatározott teret ezen tulajdonsága alapján egy a görbe­
sereg mentén oszkuláló BiEMANN-féle térnek nevezzük.
Ezekután az oszkuláló BiEMANN-féle tereknek egy, további 
vizsgálataink szempontjából fontos részhalmazát tekintsük. Ezen 
részhalmaz bármelyik tere a következő két tulajdonsággal jel­
lemezhető : Először, a (2, 8b) vektormező (2, 8a) mentén a 
BiEMANN-féle térben parallelnek mutatkozik. A második tulaj­
donsághoz jutunk, ha (2, 10)-ből egy r{ vektort és (2, 8b)-ből 
egy x l vektort vizsgálunk. Ha ezeknek a vektoroknak támadás- 
pontjaira nézve fennállnak
\x i—x \r ) |< e  (t rögzített), (2,15)
ahol e tetszőleges kis adott szám, akkor az rl és x l vektorok az 
oszkuláló BiEMANN-féle térben parallelek legyenek, amennyiben 
s-nak egynél magasabb hatványai elhanyagoltatnak.
A két tulajdonságot kevésbbé pontosan, de szemléltetőbben 
leírhatjuk a következő módon:
A  (2, 10) mező összes olyan vektorai, amelyeknek támadás­
pontjai egy a (2, 8a) körüli elég vékony «csőben» foglaltatnak, 
az oszkuláló BiEMANN-/e'Ze térben első közelítésben párhuzamosak.
Kimutatandó természetesen, hogy ilyen terek léteznek. Ez 
önként fog adódni, ha a fenti tulajdonságokat analitikusan ki­
fejezzük.
Válasszunk /»-ben egy x l pontot és kössük azt össze egy
11 A. Nazim (1). Az extremálisoknak ez a tulajdonsága ott a 18—20. 
oldalon van bebizonyítva.
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folytonosan differenciálható görbeívvel (2 , 8 a)-nak valamely 
x \ t ) pontjával. Ekkor lényeges, hogy a görbe összes pontjainak 
a x \ t ) ponttól való eltérései (2, 15)-nek megfelelők legyenek. 
A különböző lehetséges görbeívek közt
Xi =  x\z)  +  a  [x*—X l{z)} (0 ^  <r ^  1) (2,16)
különösen egyszerű paraméter-előállítással bír. Elegendő lesz 
ilyen görbeívek vizsgálataira szorítkoznunk.
Ha a nk mennyiségek CmusTOEFEL-fele szimbólumait r h ~\al 
jelöljük, akkor
fl/y>Í (q)
(xl- x \ z ) )  +  r klrk(xl ~ x l(zj) =  0 (2, 17)
azt fejezi ki, hogy az r l vektor-mező (2 , 16) mentén párhuzamos.
ül
(2, 17)-ben az r \ ~g~f> a (2, 16) mentén felvett értékekkel
képezendők. Alkalmazzuk ezekre a differenciálszámítás közép­
értéktételét, figyelembevéve, hogy mint fentebb említettük, e-ra 
nézve elsőnél magasabbfokú mennyiségek elbanyagolandók. Ekkor 
azt találjuk, hogy azok az egyenletek is fennállanak, amelyek
dv* Ül
(2 , 17)-ből úgy keletkeznek, hogy bennük az r \ és f j {i függ­
vényeknek az x\z)  helyen (r rögzített!) felvett értékeit helyet­
tesítjük. Ha még figyelembevesszük, bogy X1 — x\z)  tetszőleges, 
továbbá azt, hogy az r*-k (2 , 8 a) mentén párhuzamosak, akkor 
nyerjük, hogy (2 , 8) mentén
dri
dxl
ü > .
+  r y k = 0 . (2 , 18)
Ezek szerint az egyenletek szerint az a két tulajdonság, 
amellyel az általunk kiválasztott oszkuláló EiEMANN-féle terek 
bírnak, equivalens azzal, hogy r* kovariáns deriváltja egy ilyen 
térben (2, 8a) mentén eltűnik. (2, 18)-at még átalakítjuk. Először 
is emlékeztetünk arra, hogy az extremálisok differenciálegyenletei, 
amelyek az L(x, dx) alapfüggvénnyel képezett variációs problé­
mához tartoznak, a második deriváltakra nézve megoldhatók,
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ha a (2 , 1) ívhosszat használjuk paraméterül, 
jük a
ár'x1
~dsr =  - S G i \x,
12 ílymódon nyer-
(% 19)
egyenleteket, ahol
Gi(x, x ’) =  GmGmi = d&L*)dx'idxk dxi (2, 20)
A Gi(x, x') függvények x H-re nézve homogén, második dimen-
ziójúak.
<0 .
A rfa CHEisTOFFEL-szimbólum jelentéséből adódik, (2, 10) és 
(2 , 12)-re való tekintettel, hogy
(f '  =  1 ( d g k p  , d g Pi d g k l \
kpl 2 l d x l "r  d x k  d x P  I  ^
1 dgkp drs 1 dgpl drs 1 dgkt drs (2>2 i)
2 drs dxl 2 dra dxk 2 drs da:p
Ezeket az egyenleteket r fc-val komponáljuk. Ekkor az L(x, á;)-ra 
vonatkozó homogenitási feltevés és (2 , 6) alapján adódik:
J f i  z=± ( l f f * P , dffpi
kpl 2  \ dxl +  dxk
+  ± _ ? M  _ ^ L r*
dxv I 2 dr8 dxk (2 , 22)
(2 , 2 2 ) jobboldalán az első összeg számára (2 , 6), (2 , 2 0 ) és Gl 
homogenitásának figyelembevételével nyerjük: 13
L i ^ l L  _i_ \ -it _
2  l da?* da;* d.rp /
dGm 
— 9pm~~Q^T
ŐQpm
dr1 Gm.
(2, 23)
dvsA második összegben ^ ^ - - t  a (2, 18)-ból adódó értékével 
helyettesítjük. ílymódon (2 , 22) a következő alakba megy á t :
< e>
■* kplY —  Qpm
dGm
dr1
ŐQpm
dr* Gn
J_ f » rjrk 
2 dr8 Jk ' (2, 24)
12 J. H . T aylor (2), L. B erwald (1) 2—7. o., (2), 44. o. E. Cartan (1) 
17. o. A. Nazim (1) 19. o.
13 Ez a képlet más összefüggésben E. Cartanm I (1), 16. o. található.
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Ha (2, 24)-et r'-lel komponáljuk, akkor (2, 6)-ra és Gi homogeni­
tására való tekintettel adódik :
< e>
r kpfl*i* =  %GP. (2,25)
Továbbá ezt (2, 24)-be helyettesítve:
<e> , dGi
Gkpix  — (Jip qx i (2,26)
E szerint (2, 18) a (2, 8a) görbe mentén
d r i d G i
d x k d x k
(2, 27)
alakban írható.
Ezekután kimutatjuk, hogy a (2, 27) egyenletek az r* tér­
vektorból esetleg levezethető differenciálegyenletekkel nincsenek 
ellentmondásban, llymódon az általunk kiválasztott különleges 
oszkuláló BiEMANN-féle terek létezését igazoltuk.
Ha a fentebb szerkesztett mezőnek bármelyik
x i —  x l(s) (2, 28)
extremálisát tekintjük, akkor föltevésünk szerint
(Px1 _  drl 
ds2 ds (2, 29)
és ebből (2, 19) re és G' homogenitására való tekintettel'követ­
kezik, hogy
drl
d x k
dGi
d r k
(2, 30)
Tehát ezt a parciális differenciálegyenletet tartozik az r* tér- 
vektor (2, 10) kielégíteni. Mint látható, a (2, 30) és (2, 27) egyen­
let között nincs ellentmondás.
Bövidebb beszédmód kedvéért ezeket a különleges tereket 
a (2, 8) v o n a le l e m - s e r e g h e z  t a r t o z ó  o s z k u lá ló  BiEMANN-/e7e te r e k ­
n e k  nevezzük.
Ezekután az invariáns differenciált a következőképen állapít­
juk meg:
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A. 3. Valamely (2 , 8) mentén értelmezett vektor invariáns 
differenciálja legyen egyenlő bármelyik (2 , 8)-hoz tartozó oszku- 
láló R iEM A N N -/c7e térben mutatkozó invariáns differenciáljával.
Utólag bebizonyítjuk, hogy ez a megállapítás független az 
oszkuláló RiEMANN-féle tér választásától.
A. 3. azt jelenti, hogy
dSl fe>.
érvényes. Az összes (2, 31)-ben fellépő függvények (2, 8 ) mentén 
képezendők. (2 , 8) mentén azonban a (2 , 11) identitások miatt 
fennáll
drs dxl _  d xs 
dxl dr dz (2, 32)
Ha ezt, valamint (2, 27)-et behelyettesítjük (2, 21)-be, akkor 
végre a (2, 31) invariáns derivált számára a
alakot nyerjük, ahol
, _  nun, , _i „is— y ^ksi — a y dxl
es
(2, 33)
(2, 34)
n i = g ipr kpl =  gt 1 / őgfcP , ó'ffp; _  %/d2 V da;1 dmfc dmp +
, r
^  kls dxv ° pls dxk
(2, 35)
(2, 33) szerint az invariáns differenciálnak tényleg (1, 5)-tel 
egyező alakja van. Továbbá (3, 34) és (3, 35) mutatja, hogy A. 3. 
az oszkuláló líiem a n n  - f éle tér választásától független. A R iem a n n -  
féle terekre nézve ismert
(<>) (?)
drik = r mdxl +  Ijáidx1 (2, 36)
relációkból következik továbbá, hogy íja és C\i áthelyezési para­
méterek az (1, 6) differenciálegyenleteket kielégítik. Ez egyéb-
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ként csak annyit jelent, hogy parallel áthelyezéssel a vektorok 
hossza nem változik, ami A. 3.-nak majdnem triviális követ­
kezménye.
Az általunk értelmezett invariáns differenciál egyébként a 
CARTAN-félével egyezik, minthogy könnyen igazolható, hogy az 
1. §.-ból C. 2. —C. 4. teljesülnek, míg C. 1. azonos A. l.-gyel. 
A megegyezés pusztán formálisan abból is adódik, hogy mind­
két esetben az áthelyezési paraméterek megegyeznek.14
Varga Ottó.
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BESTIMMUNG DES INVARIANTEN 
DIFFERENTIALS IN FINSLER’SCHEN RÄUMEN.
Der zum Aufbau der F insler’sehen Geometrie wesentliche Begriff 
des Invarianten-Differentials wird von E. Cartan folgendermassen her­
geleitet.
4 E. Cartan (1), V. képlet és a 16. o. képlete.
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Ist ein Vektor im Linienelement (x, x), dann soll das invariante 
Differential das man erhält, wenn man zum Nachbarelement 
(x  +  dx, x  +  dx) übergeht, linear in $i, d x 1 und dx' sein, also 
die Gestalt
D£l — d$l + C‘kl(x, x )$ kdx l + r h ( x ,  x ) $ kd x l (a )
hesitzten. Die Übertragungsparameter Ch und / ’kl sollen sich eindeu­
tig aus der Grundfunktion L(x, dx) des F in sler’sehen Raumes be­
stimmen lassen. Um dies zu bewirken, stellt E. C artan neben der 
selbstverständlichen Forderung, dass die Übertragung metrisch sein 
soll, noch 4 weitere ziemlich verwickelte Forderungen.
In der vorliegenden Arbeit wird das in Frage stehende invariante 
Differential auf eine andere Weise hergeleitet, die vielleicht über­
sichtlicher und mehr geometrisch ist. Der Grundgedanke ist folgender.
Längs einer stetig differenzierbaren Folge von Linienelementen
x l --- x i(z \  
x i =  x \ z ) (&)
wird die FiNSLER’sche Massbestimmung durch eine oskulierende 
BiEMANN’sche approximiert. Das für diese RiEMANN’sche Massbestim­
mung wohlbekannte invariante Differential wird nun als invariantes 
Differential längs der Linienelementfolge (b) erklärt. Das aus dieser 
Festsetzung heraus bestimmte invariante Differential erweist sich m it 
dem Cartan’sehen (a) identisch.
0. Varga.
Matematikai és Fizikai Lapok XLVIII. 30
EGY GRÁFELMÉLETI SZÉLSŐÉRTÉK- 
FELADATRÓL.1
I. 8.
Legyenek adva bizonyos pontok, melyekből valamely szabály 
szerint bizonyos pontpárokat összekötünk egymással, a többit 
nem. Az így keletkezett alakzatot nevezzük gráfnak. Az eredeti­
leg adott pontok a gráf szögponljai, az összekötő vonalak a 
gráf élei. A gráf általános fogalma megengedné, hogy ugyanazon 
két szögpont esetleg több éllel legyen összekötve; e dolgozatban 
azonban a gráf szót mindenkor abban a szűkebb értelemben 
használjuk, melynél bármely két szögpont legfeljebb egy éllel van 
összekötve. Gráfot nyerünk pl., ha az n pontnak, P v P „ . . . , P n -  
nek, rendre megfeleltetjük egy »-tagú társaság tagjait és a P t P j  
élt akkor és csak akkor húzzuk meg, ha a társaság t-ik és j'-ik 
tagjai ismerik egymást. Egy B  gráfot az A gráf részgráfjának 
nevezünk, ha B  minden éle és szögpontja szerepel A-ban. Az 
A  gráfot akkor nevezzük telj es gráfnak, ha A  bármely két szög­
pontját összekötő él szerepel A-ban. Az n  szögpontból álló 
teljes gráfot némelykor teljes »-szögnek is fogom nevezni2 és 
ha szögpontjai P v  P v..., P n , akkor ( P v  P v . . P n ) - e  1 fogom 
jelölni. Egy A gráf kiegészítő gráfja alatt azon, a későbbiekben 
A-val jelzendő, gráfot értjük, melynek szögpontjai az eredeti 
gráfnak is szögpontjai és élei az A gráfot teljes gráffá egészítik
1 E tárgyró l szerző előadást tartott az Eötvös Loránd M atem atikai és 
Fizikai Társulat 1941. márc. 27.-i ülésén.
2 Ha w =3, akkor is «teljes» háromszögről fogok beszélni az egyöntetű­
ség végett.
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ki. Ha például az A  gráf szögpontjai Pv P% és P3, élei pedig 
P J \  és PtP.j, akkor az Ä gráf szögpontjai P„ és P3, egyetlen 
éle pedig P 2P3. Ezzel már ismertettük a gráfelmélet azon alap­
fogalmait, amelyek a későbbiekben szerepelnek.
A kérdés, amivel foglalkozunk, szemléletes interpretációban 
a következő : n-számú játékos egyszeri körmérkőzést játszik, mely 
N  számú mérkőzés lejátszása után abbamarad. Milyen nagynak 
kell lenni a lejátszott játszmák N  számának, hogy biztosan 
következtetni tudjunk arra, hogy a játékosok között van legalább 
k játékos, akik egymás közt lejátszották a körmérkőzést? Ter­
mészetesen n, k, N-re feltesszük, hogy
Ha minden játékosnak rendre megfeleltetjük a különböző 
P v  P 2,.. . ,  P „  pontokat és a P i t  P j  pontokat akkor és csak akkor 
kötjük össze egyetlen éllel, ha az i-ik és j-ik játékosok mérkő­
zése szerepelt a lejátszott N  mérkőzés között, akkor egy n 
szögpontú A gráfot nyerünk, melyben N  él szerepel és melynek 
van egy k szögpontú teljes részgráfja. Ekkor kérdésünk úgy is 
fogalmazható, hogy milyen nagynak kell lenni IV-nek, hogy az 
n számú szögpont között bárhogyan húzok is meg N  számú 
élt, a kapott gráfban biztosan legyen k szögpontú teljes rész­
gráf. Egy harmadik, nyilván az előbbivel egyenértékű fogalmazás, 
a következő: a P v  P a > . .., JR„ szögpontú gráfban legfeljebb hány 
él szerepelhet, ha a gráfnak nines le szögpontú teljes részgráfja? 
Ezen maximális élszám természetesen csak »-tői és k-tói függ ; ha 
ezt Mk(n)-nel jelöljük, akkor minden n szögpontú gráfban, 
melyben legalább Mk(ri) -f- 1 él szerepel, biztosan létezik k szög­
pontú teljes részgráf. Feladatunk tehát ezen Mán) meghatáro­
zása; ez fogja jelenteni azt a szélsőértékfeladatot, melyre a 
dolgozat címe vonatkozik.
Vizsgálatunkban nagy szerepe lesz egy speciális gráfnak, melyet 
D(n, á'j-val fogunk jelölni, éleinek számát pedig dán)-nel. E grá­
fot a következő, látszólag mesterkélt módon értelmezzük. Osszuk
3 ^ í k ^ n ,
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el «-et (k— l)-el; az osztás hányadosa legyen t, maradéka r, 
vagyis
n =  (k ~ l) t  +  r, 
k —2 .
Ekkor a Pv P%, . . . , P n szögpontokat osszuk (k — 1) osztályba 
úgy, hogy az első r  osztály mindegyikébe (t +  1) szögpontot,. a 
többi (k—r —í) osztály mindegyikébe t szögpontot teszünk; ez­
által nyilván valamennyi szögpont beleesik egy és csak egy 
osztályba. Mármost bármely két oly szögpontot, mely nem 
esik közös osztályba, kössünk össze egymással, viszont oly 
P„ Pj szögpontpárokat, melyek közös osztályba esnek, nem. Ezzel 
a D (n, k) gráf szerkezetileg egyértelműen meg van határozva.3
A D{7, 4) gráf az ábrán 
látható; itt r  =  1, t =  2 ; 
P,, P2, P 3 szögpontok tar­
toznak az első osztályba, 
Pi és P5 a másodikba, 
P 6 és P , a harmadikba. 
Kimutatjuk, hogy ezen 
D(n, k) gráf és csak ez 
képezi szélsőértékfelada- 
tunk megoldását. Más szó­
val, ha egy n  szögpontú 
gráfban legalább 1 +  dán) számú él van, akkor biztosan van 
benne egy k szögpontú teljes részgráf; ha azonban csak dtfn) 
számú ól van benne, akkor van olyan, egyértelműen meghatáro­
zott gráf (éppen az előbb definiált D(n, k) gráf), melyben nincs 
Á-szögpontú teljes részgráf. Ez lesz az I. tétel. Könnyen igazol­
ható, hogy (1) jelölésével
3 Ezen gráfra n  =  0 (mod 3), /c=4 esetben W inklek J ózsef mérnök ú r 
volt szives figyelmemet felhívni.
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de e tényre a bizonyításban nem lesz szükség. Mivel k — 3 
esetében
azért, az előbbi interpretációban, a mérkőzéseknek több, mint a 
felét le kell játszani ahhoz, hogy biztosan állíthassuk, hogy egy 
hármas körmérkőzés lezajlott.4
Az I. tétel kritériumot ad arra, hogy egy véges szögpont­
számú gráfnak legyen k  szögpontú teljes részgráfja. Ezen gondolat­
körbe vágó — tudomásom szerint egyetlen — tétel E rdős Pál 
és Szekeres György egy közös dolgozatában található 5 és lénye­
gileg úgy fogalmazható, hogy, ha egy n  szögpontú A  gráf olyan, 
hogy az Ä kiegészítő gráf csak «kevés» szögpontszámú teljes 
részgráfot tartalmaz, akkor maga az A  gráf biztosan tartalmaz 
egy «sok» szögpontú teljes részgráfot. Tételük a «kevés» és 
«sok» megjelölések helyén csak becsléseket tartalmaz, sőt majd­
nem csak az exisztenciát fejezi k i ; a megfelelő szélsőértékfel- 
adat pontos megoldása igen érdekesnek, de nehéznek látszik 
éppúgy, mint Grünwald GÉzÁnak ebből folyó következő meg­
jegyzésének pontosítása: minden pozitív egész n-hez létezik oly 
l — l (n), hogy egy tetszőleges n szögpontú A  gráfban, vagy 
Ä-ban mindig van /-szögpontú teljes részgráf.
Legyen most a vizsgálandó A  gráfnak megszámlálható ß,n 
végtelen sok szögpontja, Pt ,P v ...  és keressünk kritériumokat 
arra, hogy A-nak biztosan legyen végtelen sok szögpontú teljes 
részgráfja. Az erre vonatkozó egyetlen ismeretes tétel Szekeres 
GYÖRGYt ő l 6 származik és következőképp szól. Ha a vizsgált
4 Ebből d3(2«)=w2 ; ha tehát a 2n  szögpontú gráfban legalább (w2-|-l) 
él szerepel, akkor biztosan van benne teljes 3-szög, n2 él esetén ez nem 
biztos. M int Erdős Pál levélbeli közléséből tudom, H. Bademacher e tételt 
olykópp szigorította, hogy (n2+ l )  él esetén nemcsak egy, hanem  mindjárt 
legalább n  számú teljes 3-szög van a gráfban. Mint Erdős Pál kim utatta, 
(n2-)- 2) ól esetén a gráfban legalább 2n számú teljes 3-szög van.
5 P. E rdős and Gr. Szekeres : A Combinatorial Problem in Geometry. 
Compositio Mathematica, 1935, vol. 2, p. 463— 470.
6 Levélbeli közlés.
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A  gráf olyan tulajdonságú, hogy bárhogy veszek is ki a szög­
pontokból 3 különbözőt, ezek közül lesz legalább két olyan 
szögpont, melyeket összekötő él benne van A-ban, akkor Á-nak 
biztosan van végtelen teljes részgráfja.7 II. tételünk ennek álta­
lánosítása, amennyiben biztosítjuk minden olyan, megszámlálha- 
tóan végtelen sok szögpontú B  gráfban egy végtelen sok szög­
pontú teljes részgráf létezését, melyhez van olyan pozitív egész 
d szám, hogy d 2  és bárhogyan veszünk is ki B  szögpontjai 
közül d számú különbözőt, ezek között van legalább két olyan 
szögpont, melyeket összekötő él benne van B-ben. Ez d — 3-ra 
Szekekes fenti tétele.
Érdekes feladat volna a II. tétel véges analogonját megtalálni, 
mivel ez véges gráfnál másszerű kritériumot adna teljes részgráf 
létezésére, mint az I. tétel. A II. tétel véges analogonja alatt pon­
tosabban a következőkét értjük. Legyen adva az n  szögpontú 
C gráf, amélyhez van egy olyan, n-nél kisebb, pozitív egész 
d szám, hogy a szögpontokból bárhogy véve is ki d számú 
különbözőt, ezek között van legalább két olyan szögpont, melye­
ket összekötő él C-nek éle. Ekkor hány szögpontú teljes rész­
gráf létezését tudjuk biztosítani? E kérdés tisztázására máshelyütt 
szeretnék visszatérni; egyelőre a d = ‘i  esetben annyit sikerült 
kimutatnom, hogy, ha s a legnagyobb egész szám, melyre még
■S S^ ^  <; n, akkor a gráf biztosan tartalmaz s szögpontú tel­
jes részgráfot. Ennek bizonyítását nem részletezzük.
Az I. tétel egy másik érdekes kérdésre is rögtön választ ad. 
Egy teljes n-szögben minden teljes k-szöget reprezentáljunk egy 
élével; természetesen k ^ n .  Ezen reprezentálás nyilván nagyon 
sokféleképp vihető keresztül. Keresendő azonban azon reprezen- 
tálási mód, mely a lehető legkevesebb számú éllel reprezentál. 
A kérdés úgy is kifejezhető, hogy égy adott egész k számhoz, 
melyre 3 gLk <.n, keresendő az n szögpontú teljes gráf oly éleinek
7 M int Szekeres György levélileg közölte, ilyen típusú  gráfokhoz a 
a  nevezetes BüRNSiDE-féle csoportelm életi problém ának, ill. ennek egy, 
Grünwald GÉzÁtól eredő m ódosított a lakjának vizsgálata közben ju to tt.
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minimális száma, melyek együttesen minden teljes k-szöget «lefog­
nak». A III. tétel erre pontos választ ad, amennyiben kimondja, 
hogyezen minimális élszámú lefogó élrendszer egyedül az előbb 
definiált D(n, k) gráf kiegészítője, tehát egy olyan gráf, mely 
szétesik (Je— 1) számú teljes gráf összegére.8 A minimális lefogó
élszám tehát f j -  dlc(n); vagyis: egy n szögpontú teljes gráf­
ból bárhogy távolítunk is el \ — cZ&(n) — 1 számú élt, a meg­
maradó gráf biztosan tartalmaz k szögpontú teljes részgráfot. 
Azon természetesen adódó általánosabb kombinatorikus kérdésre, 
hogy n  elem Z-edosztályú kombinációi közül legalább hányat 
kell kivenni, hogy minden /c-adosztályú kombinációban legyen 
legalább egy kiválasztott Z-edosztályú (l <  k), egyelőre nem tudok 
válaszolni; az l =  2 esetet azonban a III. tétel tökéletesen el­
intézi. A III. tétel az előbbi bekezdésben definiált gráfokra is 
ad tájékoztatást éspedig olyan értelemben, hogy az ilyen tulaj­
donságú gráfokra, ha szögpontjaik száma n, nem lehet «túl-
A véges gráfokra vonatkozó I. és III. tételeket a II. §.-ban, 
a végtelen gráfokra vonatkozó II. tételt a III. §.-ban fogom 
bebizonyítani.
Az I. tételt a következő formában bizonyítjuk b e :
I. tétel. Azon n szögpontú gráfok közül, melyeknek nincs 
k szögpontú teljes részgráfjuk, a legtöbb éle az I. §.-őtro 
definiált D(n, k) gráfnak és csak ennek van.
Mint az I. §.-ban említettük, a keresett maximális élszámot 
M,,.(n)-nel jelöljük, a D(n, le) gráf éleinek számát pedig dk(n)-nel; 
tehát azt kell bizonyítani, hogy Mk(n) — dk{n) és hogy az I. 
tételben kívánt tulajdonságú gráfok között csak a D{n, k) gráf­
nak van d/fn) számú éle.
8 Vagyis ( k—1) számú olyan teljes gráfra, melyeknek páronkint sem 
közös élük, sem közös szögpontjuk nincs.
kevés» éle; pontosabban, éleinek száma legalább
II. 8.
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A bizonyításhoz szükség van bárom egyszerű megjegyzésre r
a) Bebizonyítjuk, hogy Mt(n) >  Mv_i(n) (v =  3, 4 , . . n).
Tekintsünk ugyanis egy E  gráfot, melynek n  szögpontja,
Mr_i(w) éle van és nem tartalmaz teljes (v — l)-szöget. Vegyünk 
ebhez hozzá egy élt (ez v ^  n miatt megtehető) és tekintsük a 
kapott E' gráfot, melynél az élek száma tehát +  1. Azt
állítom, hogy az E  gráf nem tartalmazhat v szögponlú teljes 
részgráfot. U. i., ha tartalmazna egy v szögpontú teljes részgráfot, 
E"-1, melynek szögpontjai, a jelölés alkalmas megválasztásával, 
PV PV. . . ,P V volnának, akkor két eset képzelhető: E" vagy 
tartalmazza az A-hez hozzátett élt, vagy nem. A második eset 
nyilván nem lehetséges, mert ekkor az E" gráf A’-nek is rész­
gráfja volna, ami nem lehet, mert A-nek még (v—1) szögpontú 
teljes részgráfja sincs a definíciója szerint. De az első eset is 
lehetetlen; ha ugyanis a hozzátett él benne volna A"-ben és 
ez az él — ami az általánosság rovása nélkül feltehető — épp 
PjjRj volna, akkor a (P2, P3,..., P,) teljes gráf A-nek részgráfja 
volna, ami E  definíciójának ellentmond. Tehát az E  gráf való­
ban nem tartalmaz v szögpontú teljes részgráfot, vagyis éleinek 
száma <l: Mv(n). Tehát
-j- 1 rg Mv(n). Q. e. iL
b) Bebizonyítjuk, hogy a Din, k) gráfnak valóban nincs k 
szögpontú teljes részgráfja.
Ez egyszerűen onnan következik, hogy a k — 1 számú osztály 
valamelyikébe a k számú szögpont közül legalább kettőnek kell 
esni. De ezen két szögpont a Din, k) gráf definíciója szerint nem 
lehet összekötve.
c) Bebizonyítjuk, hogy k <^n-re
M/cin) ^  |  * 2  j +  Micin—k +  1) -f- ik—2) (n—k -j- 1).
Tekintsünk ugyanis egy oly n  szögpontú A  gráfot, melynek 
nincs k szögpontú teljes részgráfja és melyben az élek száma 
M/cin). Az a) alatti segédtétel szerint A-nak van (/c — 1) szög­
pontú teljes részgráfja; a jelölést megválaszthatjuk úgy, hogy
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ez (Pv  Pfc_i) legyen, a többi szögpont: Pk, Pk+U... Pn.
Ezáltal a szögpontokat két részre osztottuk. Figyeljük meg, 
hogy bármelyik oly szögpontból, mely a második részbe tartozik, 
az első részhez tartozók felé legfeljebb (k—2) él indul ki; mert, 
ha például /\--ból (k — 1) ilyen él indulna ki, akkor a definíció 
szerint a (Plt Pv . .., Pk—u Pk) gráf (tehát egy k szögpontú teljes 
gráf) /1-nak része volna, ami ellentmond A  definíciójának. Mivel 
a második részhez tartozó szögpontok száma (n — k  -f 1), az 
olyan élek száma, melyek különböző részekhez tartozó szögpon­
tokat kötnek össze, legfeljebb
( f c - 2 )(» -fc  +  l).
Azon élek száma, melyek mindkét végpontja az első részhez 
tartozik, nyilván pontosan
Végül azon élek száma, melyek mindkét végpontja a második rész­
hez tartozik, leqfeljebb
M/,(n — & H-1);
ugyanis a második részbe (n—Zc-f-l) szögpont esik és az ezeket 
egymás közt összekötő élek által alkotott gráf se tartalmazhat 
k szögpontú teljes részgráfot. Mindezekből a bebizonyítandó 
egyenlőtlenség következik.
Ezek után rátérhetünk az I. tétel bizonyítására. A bizonyí­
tást fix k 2/  3 mellett «n-ről (« -j- k — l)-re való teljes indukció­
val» végezzük, ami alatt pontosan a következőket értjük. Fix k 
mellett n  változzék; nyilván csak oly w-ekre kell a tételt be­
bizonyítani, melyek (k -  l)-nél nagyobbak. Az n lehetséges érté­
keit a következőkép csoportositjuk
(k) (2* — 1) (Sk — 2) . . .
( * + l )  m  (Bk — 1) . . .
(2Ä -2) (3/c — 3) (4 ft-4 ) . . .
ahol tehát közös sorban állanak azon n-értékek, melyek mod (k— 1) 
kongruensek. A tétel be lesz bizonyítva, ha előbb bebizonyít­
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juk (2 ) táblázat első oszlopának «-értékeire, azután külön 
minden egyes sorra. A bizonyítási módszer jobb kiemelése 
végett e logikai sorrendet idó'belileg megfordítjuk és előbb — 
feltételezve, hogy a tétel az első oszlop elemeire már igazolva 
van — bebizonyítjuk minden egyes sorra, azután pedig minden 
feltételes állítástól függetlenül az első oszlop «-értékeire.
Tekintsük tehát (2) táblázat azon sorát, melyben az « =  (& —lj f + r  
alakú értékek vannak, hol r fix és t változik. Tegyük fel, hogy 
a tétel már t ^ T - r e  igazolva van és be akarjuk bizonyítani 
t =  (T  +  l)-re, azaz n = (lc — 1) (T  +  1) -)- r-re ; itt T ^ .  1, ha 
1 <g r  <; (le — 2) és T  ;> 2, ha r — 0 mint az a (2) táblázatból lát­
ható. Tekintsük a c) alatti egyenlőtlenséget n — 
rel és vizsgáljuk, mikor helyettesíthető benne a <s jel egyenlő­
séggel. Mint ott kiemeltük, csak a második és harmadik tagot 
kell e szempontból megvizsgálni. A harmadik tagnál nyilván 
akkor és csak akkor nem növeltünk, ha a második részbe tar­
tozó minden szögpontból épp (k — 2 ) él indul az első részhez 
tartozó szögpontok felé. A második tagban pedig nyilván akkor 
és csak akkor állhat egyenlőség, ha a második részbe tartozó 
szögpontok oly (k — V)T-\-r szögpontú gráfot alkotnak, melyben 
nincs k szögpontú teljes részgráf és élszáma az ilyen gráfok 
között maximális; de ekkor az indukciós feltevésünk alapján 
a második részbe tartozó szögpontok alkotta gráf azonos a 
D  (k — 1 . T-\- r, k) gráffal, élszáma tehát dk(k — \.T-\-r)- Nyer­
tük tehát, hogy
M k{ k ~ \  T + í  +  r) £  ( k  2 1) +  dk{Í* - ~ l  ■ T +  r) +  (3)
+  (k - 2  )(n  — k + 1).
Az egyenlőség akkor és csak akkor áll (3)-ban, ha
a) a második részbe tartozó mindegyik szögpontból épp (k — 2 ) 
él indul ki az első részbe tartozók felé és 
ß) a második részbe tartozó szögpontok alkotta gráf azonos 
a D(k — \ .T - \ - r ,k ) gráffal.
Olyan [(k - 1) (T-(-l)-l-r] szögpontú gráf, mely az a) és ß) 
feltételeket kielégíti, sok van; kimutatjuk azonban, hogy ezek
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között olyan, amelyiknek nincs k szögpontú teljes részgráfja, 
egyetlen egy van és ez éppen a D(k - 1 . T - \-1 +  r, />:) gráf.
Hogy ezen állításunkat bebizonyítsuk, tekintsük a második 
részhez tartozó szögpontokat. Ezek a D (k —\.T - \ - r ,h ) gráf 
definíciója szerint szétesnek (k — 1) osztályra, melyek közül r 
számú osztály egyenként {T-(-1) szögpontot, a többi (/,- - r — 1) 
számú osztály egyenként T  szögpontot tartalmaz, a) szerint 
továbbá minden oly szögponthoz, mely a második részhez tar­
tozott, tartozik egy és csak egy, az első részhez tartozó oly szög­
pont, mellyel ő nincs összekötve. Ezen első részbe tartozó szög­
pontot fogjuk a következőkben az illető, második részhez tar­
tozó, szögpont asszociáltjának nevezni. Azt állítjuk, hogy két 
oly, a második részhez tartozó szögponthoz, melyek különböző 
osztályokhoz tartoznak, különböző asszociáltak tartoznak. Ugyanis, 
ha ez nem volna igaz, akkor volna két oly szögpont a második 
részben — a jelölés alkalmas megválasztásával épp Pk és P k+i — 
melyek különböző osztályokba esnének és asszociáltjuk közös 
volna éspedig az általánosság rovása nélkül Pt. De ekkor, az 
asszociált definíciója szerint, Pk össze volna kötve P3, P3>. .., Pk~\- 
gyel és ugyanúgy Pk+Í is; Pk össze van  kötve P /c+1-gyel a 
D(le — 1 . T-f- r, k) gráf definíciója miatt, tekintve, hogy feltevés 
szerint Pk és Pk+i különböző osztályokba tartoznak és a 
Pt, PB, . . . ,P /c_i szögpontok bármely párja össze van kötve egy­
mással az első részbe tartozó szögpontok definíciója szerint. így 
a (Pa, P 3, . . . ,P fc_i, Pk, Pk+1) gráf, tehát egy /.'-szögpontú teljes 
gráf, része volna gráfunknak, ami a feltevés ellenére van. Tehát 
a második részhez tartozó, de különböző osztályokba eső szög­
pontok asszociáltjai különbözők. Azt állítjuk továbbá, hogy két 
oly, a második osztályba tartozó, szögponthoz, melyek ugyanazon 
osztályhoz tartoznak, ugyanazon asszociáltak tartoznak. Ugyanis, 
ha ez nem volna igaz, akkor volna két oly szögpont a második 
részben — a jelölés alkalmas megválasztásával Pk és Pk+i — 
melyek az első osztályba esnek és asszcciáltjaik Pv  illetve 
P a volnának. Legyen Pfe+2, Pk+3,- ■ •. Pük-i egy-egy szögpont a 
második részbe tartozó szögpontok második, harmadik,..., (k— l)-ik
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osztályából. Előbbi észrevételünk alapján P /c+2, • . P-ik—i szög­
pontok asszociáltj ai különbözők (hiszen P/l +2, . . P%k—i különböző 
osztályokba esnek) ezen asszociáltak különböznek Pt és P 2-től 
(hisz Pk és P/c+i, melyeknek P a, illetve P2 az asszociáltjai, az 
első osztályba tartoznak, tehát másba, mint P/t+2, vagy P fc+3, . . .  
vagy Píi.—t). Vagyis, ha P /c és I\+ i asszociáltj ai különbözők 
volnának, akkor a különböző asszociáltak száma legalább k volna; 
de ez lehetetlen, mert az asszociáltak az első részhez tartozó 
szögpontok és az első részhez annak definíciója szerint épp (k — 1) 
szögpont tartozik. Azt nyertük tehát, hogy a {(/c — 1) (T’-j-1) -f- r}- 
szögpontú, a) és ß) tulajdonságokkal rendelkező gráf, ha nincs 
k szögpontú teljes részgráfja, olyan, hogy a második részhez 
tartozó szögpontok minden osztályához egy közös asszociált 
tartozik és e közös asszociált mind a (k — 1) osztályra más és 
más. Mármost m ind a (k—1) osztályhoz csatoljuk hozzá a bele­
tartozó szögpontok közös asszociáltját; így az első részbe tartozó 
szögpontok pontosan definiált módon «felszívódtak» a (k— 1) 
számú eredeti osztályba. Ekkor az asszociált definíciója alapján 
a bővített osztályok mindegyikének szintén meglesz az a tulaj­
donsága, hogy közös osztályba tartozó szögpontpár nincs éllel 
összekötve. Nyilvánvalóan a bővített osztályok közül az első 
r  számú osztály mindegyikébe épp szögpont, a többi
(k — r — 1) osztály mindegyikébe (P + l)  szögpont esik. Ha még 
belátjuk, hogy bármelyik két különböző bővített osztályból 
is véve ki egy-egy szögpontot, ezek egymással össze vannak kötve, 
akkor gráfunk épp a D{k — 1. T + l  +  r, k) gráf, mely b) szerint 
valóban nem tartalmaz fc-szögpontú teljes részgráfot. Tehát ezzel 
I. tétel be lesz bizonyítva, feltéve még természetesen, hogy a 
tétel a (2) táblázat első oszlopának n-értékeire igaz.
Hogy azonban bármely két oly szögpont, mely különböző 
bővített osztályokba tartozik, mindig össze van kötve egymással, 
az előbbiek alapján könnyen belátható. H a a vizsgálandó két 
szögpont mindegyike a második részhez tartozott, akkor ez a 
D (k—Í . T-f  r, k) gráf definíciójából következik. Ha a vizsgálandó 
szögpontok mindkettője az első osztályba tartozott, akkor ezek,
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definíció szerint a (Zc—1) szögpontú (Pv Pv . . . ,  Pk—j) teljes rész­
gráf szögpontjai lévén, össze vannak kötve egymással. Ha végül 
a vizsgálandó szögpontok egyike az első részbe tartozott, másika 
a másodikba, akkor, mivel e két szögpont a feltevés szerint 
különböző bővített osztályokba esik, a bővített osztályok definí­
ciója szerint az a szögpont, mely az első részbe tartozott, 
nem  asszociáltja annak, amelyik a másodikba tartozott; lehát 
az asszociált definíciója szerint e két szögpont össze van kötve 
egymással.
így tehát csak azt kell még bebizonyítani, hogy a (2) táblá­
zat első oszlopának %-értékeire a tétel igaz. Legyen először 
r  =t= 0 és így T — 1. Ekkor c) alapján
Nézzük meg, mikor válbatik a (4) egyenlőtlenség egyenlőséggé. 
Nyilván akkor és csak akkor, ha az r számú, második részbe 
tartozó szögpont mindegyike épp a (k — 2) első részbe tartozó­
val van összekötve és a második részbe tartozó szögpontok r- 
szögpontú teljes részgráfot alkotnak. Egy ilyen gráfban tehát egy 
második részbe tartozó szögpont asszociáltját ugyanúgy értel­
mezhetjük, mint az előbb. Pontosan úgy, mint előbb, bebizo­
nyíthatjuk, hogy csak akkor lehetséges, hogy ne legyen a gráf­
ban egy k szögpontú teljes részgráf, ha bármely két oly külön­
böző szögpontnak, melyek a második részhez tartoztak, az 
asszociáltjai különbözők. (Természetesen ekkor nem mindegyik, 
első részbe tartozó szögpont lesz asszociált!) A jelölést meg­
választhatjuk úgy, hogy Pk asszociáltja legyen Pv Pk+i~é 
Pv . . . ,P k- i+r-é pedig Pr; a P r+i, P r+2, . .., P *_1 első részbe 
tartozó szögpontok tehát nem asszociáltak. De ekkor egy osz­
tályba véve P/rt és Pt et, Pk+ret, és P 2-t,..., P fc_ i+r-et és P,-et, 
továbbá külön osztályoknak P,.+i-et, Pr+2-t,-• Pk—i-et, (Zc— 1) 
számú osztályt nyertünk, melyek közül az első r  osztály mind­
Mk(k -  1 +  r) _<g (/C 2 1 ) +  Mk(r) +  (k -  2 ) r ^
(4)
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egyike 2 =  T -p l szögpontot, a többi ( k — 1 — r) osztály mind­
egyike 1 T  számú szögpontot tartalmaz. Hogy a fenti feltéte­
leket kielégítő gráfokat a D (k — 1 -j- r, k) gráffal identifikálhassuk, 
először azt kell belátni, hogy közös osztályba tartozó szögpon­
tok soha sincsenek összekötve egymással, másodszor, hogy 
különböző osztályba tartozók viszont mindig. Az első állítást 
nyilván csak az első r osztályra kell igazolni; ezekre pedig az 
osztályoknak és az asszociált definíciója alapján az állítás evidens. 
A második állítás igazolására elég megjegyezni, hogy az osztá­
lyok szerkesztése szerint a —1) számú, első részhez tartozott 
szögpont bármely párja egymással össze van kötve, ugyanez áll 
azon r számú szögpontra, melyek a második részt alkotják; 
az első és második részbe tartozó szögpontok közül a szerkesz­
tés szerint csak azok nincsenek összekötve, melyeknél az első 
részbe tartozó szögpont a másodikba tartozónak asszociáltja. 
De ezek épp azon szögpontpárak, melyek egy-egy osztályt alkot­
nak. Tehát r  =j= 0 esetben a bizonyítás teljesen be van fejezve; 
ha r =  0  és így 7’== 2 , a bizonyítás teljesen ugyanígy halad, 
csak az összes alosztályok két-két szögpontot tartalmaznak. 
A bizonyítás ezzel be van fejezve.
Mielőtt rátérnék — mint az I. §.-ban említettem — a III. 
tétel bizonyítására, az n  =  2m, k =  3 esetre egy másik, rövidebb 
bizonyítást közlök. Ezen bizonyítás igen egyszerű lesz és módo­
sításával — az extrém gráf unicitásától eltekintve — az I. tétel 
bevezethető minden n  és Á-ra, de számítást igényel és ez az álta­
lános esetben meglehetősen áttekinthetetlen. Ez a bizonyítás is 
teljes indukción alapszik. Ugyanis m =  2-re könnyen belátható, 
hogy 5 =  2‘2 1 él létezése mellett minden 4 szögpontú gráfban
biztosan van teljes háromszög; tegyük fel bebizonyítottnak, hogy 
egy n — 2 m  szögpontú gráfban legfeljebb m2 számú él húzható 
meg úgy, hogy ne legyen benne teljes háromszög és vizsgáljuk 
meg az n  — 2m -f 2 szögpontú gráfokat. Tekintsünk egy olyan 
gráfot, melynek (2m +  2) szögpontja, A73(2m -j- 2) éle van és 
nincs benne teljes háromszög. Vegyünk ki e gráfból egy tetsző­
leges élt; a jelölést úgy választhatjuk meg, hogy ennek vég­
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pontjai Pim+u ill. P-im+'-i legyenek. A gráf élei részint oly P{ és 
Pic szögpontokat kötnek össze egymással, melyre max (i, k) g  2m, 
részint olyanokat, melyekre min (i, k) <g 2 m <  max (i, k) végül 
olyanokat, melyekre min (i, k) >  2m. Utolsó típusú él persze 
csak egy van; első típusú él az indukciós feltevés miatt nv‘. 
A második típusú élek száma 5 ' 2m; u. i. a Px, P2,..., Pim 
szögpontok egyike sem lehet úgy Pam+i-el, mint P jTO+2-vel össze­
kötve (mert ha például P1 mindkettővel össze volna kötve; akkor 
P&m+i és P*n+2 definíciója szerint a (Plt P-im+1, P-im+v) gráf 
része volna gráfunknak, annak definíciója ellenére). Tehát
ilí3(2 m +  2) 5g m- +  2 m + 1  =  (m -f l)2. 0 . c. d.
Ezután rátérünk a III. tétel bizonyítására, mely az I. tételből 
igen egyszerűen fog következni.
111. tétel. Az n  szögponlú teljes gráfban azon minimális 
számú élből álló élrendszert, mely minden k szögpontú teljes 
részgráfból legalább egy élt tartalmaz, az I. j.-ban értelmezett 
D in, k) gráf kiegészítő gráfja és csak ez adja.
E tétel következőképp bizonyítható. Legyen egy minimális 
élszámú, kívánt tulajdonságú élrendszer E  és éleinek száma x . 
Tekintsük az E  gráfnak E  kiegészítő gráfját; É  éleinek száma
tehát j — x. Minden olyan élrendszer, amely minden Á-szög-
pontú részgráfból legalább egy élt tartalmaz, nyilván olyan, hogy 
a kiegészítő gráfjában nincs k szögpontú teljes részgráf; mivel 
E  ezen élrendszerek közül a minimális élszámú, azért É  azon 
maximális élszámú gráf lesz, melynek nincs k-szögpontú teljes 
részgráfja. Tehát az I. tétel szerint az E  gráf azonos D{n, k)~ 
val, amivel már a III. tétel be is van bizonyítva.
m .  §.
Most rátérünk a megszámlálhatóan végtelen sok szögpontú 
gráfokra.
27. tétel. A megszámlálhatóan végtelen sok szögpontot tar­
talmazó végtelen A  gráfról, melynek szögpontjai Pt, P v . . .
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feltesszük, hogy van oly 1-nél nagyobb d egész szám, hogy 
bárhogyan veszünk is ki A szögpontjai közül d számú külön­
bözőt, ezek között van legalább két oly szögpont, melyeket 
összekötő él benne van A-ban. Ekkor A-nak van legalább egy 
végtelen sok szögpontú, teljes részgráfja.
A tételt d-re vonatkozó teljes indukcióval bizonyítjuk be. 
d =  2-re a tétel nyilván igaz. Tegyük fel, hogy a tétel d =  l-re 
be van bizonyítva és vizsgáljuk a d — l 1 esetet. Legyen Px 
a gráf egy tetszőleges szögpontja. Tegyük fel először, hogy léte­
zik végtelen sok i \ ,  ]Jirí, ... különböző pont melyek A-ban f i ­
gyel nincsenek összekötve. Ekkor azt állítjuk, hogy azon A r vég­
telen részgráf, melynek szögpontjai épp az előbbi 
szögpontok, olyan tulajdonságú, hogy szögpontjai közül bárhogy 
véve is ki l számú különbözőt, ezek között van legalább két oly 
szögpont, melyeket összekötő él benne van Aj-ben. Ugyanis,
ha például a Pit, Pia...... Pit szögpontok semelyik párja sem volna
az Aj gráfban összekötve, akkor a Pv Pit, jR;„ ... ,  P i( szögpontok­
nak, tehát (Z-f-1) különböző szögpontnak, nyilván az a tulaj­
donsága volna, hogy semelyik szögpontpár sincs ezek közül 
A-ban összekötve; de ez az A gráf definíciója ellenére van. 
Ekkor azonban az A t gráf az indukciós feltevés alapján tartal­
maz végtelen sok szögpontú teljes részgráfot; tehát az A gráf 
a fortiori tartalmaz ilyet. Ilymódon csak azon esetet kell még 
megvizsgálni, amikor van oly vt egész szám, hogy a (Pv PH), 
(Pv PVl+i),..., (Pv P„),... élek m ind  szerepelnek A-ban. Ekkor 
a PH szögpontra ugyanazt a műveletet végezzük, mint előbb 
Px-re és ugyanúgy nyerjük egy végtelen sok szögpontú teljes 
részgráf létezését az indukciós feltevés alapján, kivéve ismét azt 
az esetet, ha van oly >  vt egész szám, hogy a (P,,, PV}), 
(Pyv P »1 + i),..., (Pn> P«),--- elek m ind  szerepelnek A-ban. Ezen 
konstrukció vagy y  véges sok lépés után megszakad vagy nem. 
Ha megszakad, akkor a (Pv^, Pvu+i), (PrM, Pt^+a),- ■ ■ élek között 
van végtelen sok, mely nem éle A -nak; ekkor az indukciós 
feltevés alapján, mint előbb, következik, hogy a Pvß+i, Pv^ +'-i,- • • 
szögpontú gráf tartalmaz végtelen sok szögpontú teljes rész­
gráfot, tehát a fortiori A  is. Ha viszont nem szakad meg, akkor 
nyilván Pi) Pn , PH, , .. szögpontú teljes gráf maga egy végtelen 
sok szögpontú teljes részgráfja A-nak. Ezzel a II. tétel be van 
bizonyítva.
A
Megjegyzés a korrektúránál. Amint K önig Dénes professzor 
úr szíves volt megjegyezni, a fenti D (n,k) gráf a következő 
elegáns módon értelmezhető. Számozzunk meg n pontot rendre
az 1, 2, 3........n számokkal és azon szögpontokat kössük össze,
amelyekhez rendelt számok mod (k— 1) inkongruensek. A kapott 
gráf épp D (n, k).
Továbbá Krausz J ózsef tanár úr szíves közléséből arról érte­
sülök, hogy dk(n)-nek a 438. lapon adott értékét k — 3 esetre 
már 1907-ben megtalálta W. Mantel (Wiskundige Opgaven,
10. k., 60 — 61. o.). Dolgozatát csak a Fortschritte d. Math. (38. 
k., 270. o.) referátumából ismerem.
Túrán Pál.
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EINE EXTREMALAUFGABE AUS DER GRAPHEN­
THEORIE.
Das behandelte Problem lautet folgendermassen. Es seien n und k 
gegebene natürliche Zahlen (2 fg k n ) ; wie viele Kanten kann ein 
Graph mit n Knotenpunkten, in dem jedes Knotenpunktepaar durch 
höchstens eine Kante verbunden ist, höchstens enthalten, wenn er 
keinen vollständigen Teilgraphen mit k Knotenpunkten enthält ? (Ein 
Graph heisst bekanntlich vollständig, wenn je zwei seiner Knoten­
punkte durch eine und nur eine Kante verbunden sind). Es wird zu­
nächst ein dem gegebenen Paar (n, k) natürlicher Zahlen entsprechen­
der Graph D(n, k) angegeben, der — in der eleganten Formulierung 
von Prof. D. K ö n ig  — folgendermassen definiert werden kann: wir 
numerieren n Punkte der Eeihe nach mit 1 n und verbinden 
diejenige und nur diejenige Punkte mitainander, denen mod (k—1) 
inkongruente Zahlen zugeordnet wurden. Es wird bewiesen, dass der 
so entstehende Graph D(n, k) (für n — 1, k — 4 s. die Figur ) die
Matematikai és Fizikai Lapok XLVIIJ. 31
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Lösung, und zwar die einzige Lösung der obigen Extremalaufgabe 
liefert. Die Kantenanzahl dieses Graphen beträgt:
definiert ist. [Für k — 3 wurde dieser Satz schon 1907. von W. Mantel 
gefunden (s. Fortschritte d. Math., B. 38, S. 270)]. Die hiedurch 
gelöste Aufgabe kann man — in rein kombinatorischer Fassung — 
auch folgendermassen formulieren. Es soll eine möglichst kleine 
Menge M von Kombinationen zweiter Klasse (ohne Wiederholung) 
aus n Elementen angegeben werden, so dass jede Kombination /e-ter 
Klasse (ohne Wiederholung) dieser n Elemente wenigstens ein Element 
aus M enthält.
Über unendliche Graphen wird folgender Satz bewiesen. Ein Graph 
mit abzahlbar unendlichvielen Knotenpunkten besitzt stets einen un­
endlichen vollständigen Teilgraphen, wenn für eine natürliche Zahl k 
folgende Bedingung erfüllt ist: werden k Knotenpunkte des Graphen 
in beliebiger Weise angegeben, so gibt es unter.ihnen stets wenigstens 
zwei solche Knotenpunkte, die durch eine Kante des Graphen verbun­
den sind. Für k — 3 stammt dieser Satz von Herrn G. Szekeres, der 
durch seine, das BuRNsiDE-sche Problem behandelnde gruppentheore­
tische Untersuchungen zu solchen Graphen geführt wurde.
wo r durch
n =  r(modk— 1), 0 ;g r< fe— 1
Paul Túrán.
A JACOBI-POLINÓMOK ELMÉLETÉHEZ.
Bevezetés.
A ÍACOBi-féle vagy hipergeometrikus polinómok, m in t azt 
nevük is jelzi, szoros összefüggésben állanak a (ÖAüss-féle) hiper­
geometrikus függvényekkel, melyeknek definíciója a következő:
F(a, b ; c ;  x) =  V LQ? .
t—J (e)nn !
(0 . 1)
ahol (a')n r(a+ n)
r W
, (a )o =  I- Itt az a, b, c valós vagy nem
valós paraméterek; ha H(c — a—b) >  0 , az F  sor a j x  | ^  1 tar­
tományban abszolút összetartó. Ennyi itt elegendő is a hiper­
geometrikus függvényről.
A jACOBi-polinómokra több különböző definíció ism eretes és 
van használatban. Mi azt fogadjuk el, amely -— a hipergeo­
m etrikus függvény segítségével — az «-edfokú JácoBi-polinómot 
a következőképen fejezi k i:
iy -P f r )  =  ±a~ —  F \n + a+ ß + 1 , - n ;  « + 1 ;n !
1 — x  
2 ) ■ (0 . 2)
A klasszikus JACOBi-polinómok fontos tulajdonságaik (ezek 
között is elsősorban ortogonalitásuk) m iatt m ár régóta hasznos 
segédeszközül szolgálnak a matematikai analízisben és önmaguk­
ban is sok kutatásnak képezték tárgyát. Szegő Gáboe nemrég 
m egjelent könyvében1 nagy teret szentel e többtagúak ismer-
1 G. Szegő, Orthogonal Polynomials. Amer. Math. Soc. ColL PubL vol. 
23. 1939. (Chapter IV).
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tetősének és pedig úgy az alapvető tulajdonságok, mint a gyökök 
eloszlása és sorbafejtések tekintetében.
Dolgozatunkban tárgyalt főbb kérdések a következők: A 2. §- 
ban új generátorfüggvényeket bizonyítunk be, melyek a J acobi- 
polinómok eddig ismert generátor-függvényénél jóval egyszerűbbek 
és gyakorlati szempontból is hasznosabbak. Említsük meg a 
(3.16) szorzat-gerenátorfüggvényt is, mint a LAGüERRE-polinómok 
ú. n. H ille—HARDV-tételének általánosítását. Egyébként a 8. §-ban 
részletesebben is foglalkozunk a J acobi-, illetőleg Laguebke- és 
HEKMiTE-polinómok összefüggésével. Itt különösen a (8.8) egyen­
letet emeljük ki. A 4. és 5. §-ban ú. n. multiplikáeió-tóteleket 
vezetünk le és ezek alkalmazásaként megállapítjuk a / «”’ ^  (%)  
polinómok Pr(r' ó) (m)-szerinti sorbafejtését. Ez a képlet sok igen 
fontos speciális esetet tartalmaz. Az utolsó fejezetben végül a 
jACOBi-polinómok egy általánosítását adjuk két változó esetére, 
az ApPELL-féle hipergeometrikus függvények segítségével. Általá­
ban, a dolgozat szinte minden eredménye és a bizonyítások leg­
nagyobb része is szoros összefüggésben áll a hipergeometrikus 
függvények elméletével.
Bevezetésképen —  Szegő idézett könyve alapján — ideiktat­
juk a továbbiakhoz szükséges képleteket, annak a hangsúlyo­
zása mellett, hogy e dolgozat célja nem újabb összefoglaló tár­
gyalását adni az említett polinómok elméletének, hanem — tudo­
másunk szerint —  új eredményekkel gazdagítani ezt a már 
amúgy is igen nagy kiterjedésű elméletet. így tehát kizárólag 
csak a felhasználandó összefüggéseket kölcsönözzük más szerzők 
kézikönyveiből, illetőleg dolgozataiból.
1. 8. Definíciók és ismert összefüggések.
A (0.2) képlettel megadott polinómok egy másik fontos ki­
fejezése a következő
/.•=>ü
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mely az is m e re te s  RoDRiGUES-féle
( 1  _ x y  ( 1  + x y p ( a ,  0  { x )  =  +  «  ( 1  + x ) n  +  f i \  ( 1 . 2 )
képlet közvetlen következménye.
E polinómok legfontosabb tulajdonságát, az ortogonalitást, a 
következő összefüggés mutatja:
=  3„
I ( l —x)a (l  +  x y p f r f i f i (x ) d x  =
(1.3)
r ( n + a + l ) r ( n + ß + l )  =  , (o> -
2w + « + / ? + l  « ! r ( w + o + / 9+ l )  mn " >
ahol, szokásos jelöléssel, d mn — 0, ha w  4= w és ő n n =^ 1. Itt és 
az alábbiakban mindig, az a  és ß  paraméterek eleget tesznek 
az a  > — 1 és ß  >  — 1 (illetőleg általánosabban az l U a )  >  — 1, 
i? (/?)> — 1) egyenlőtlenségeknek.
Egy másik, nagyon fontos képlet szerint
(n-|-q-[-/3—l)r
gr pta+r^+Dja;) n—r v /J
(r=0, l,2 ....,n)
továbbá
p u ,  /S) (aj) =  ( _  1 )n p y ,  a) ( _
(1.4)
(1-5)
A jACOBi-polinómok egy nagyon jelentős alcsoportja az ú. n. 
u l t r a s z f é r i k u s  (vagy GEGENBAUER-fóle) polinómok osztálya, melyek 
az a =  ß  esetnek felelnek meg. A reájuk vonatkozó képletek 
könnyen levezethetők az előbbiekből, de fontosságuk miatt inkább 
írjuk le ezeket is részletesen. A definíció :
P™ (*> =  P «-* - (*)• (1 .6)
(Rtf>> —§)
Itt jegyezzük meg azt az igen fontos tényt is, hogy az a =  ±  I 
esetben (illetőleg (1.5) szerint a ß  — zh h  esetben is) a Jacobi- 
polinómok ultraszférikus polinómokra redukálódnak:
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__ fy) 1
P £  (*) -  ( -  Dn 22« - j—  W n P J r ^  x-i> (1 -  2**) =
= (—í)n ~ - F ( —n , n + ^;  I; a:2),
P ^ )+1(a;) =  ( - 1)n- 2n+1
n!
(1.7)
(2rc+ l)! W+DnXP^l -^ i l -Vx*) -^
( A + l ) ;(— l)n22- x F {—n, w + A + 1; I ; * 2).n!
Ezen polinómok explicit alakja is ismeretes:
PW {x)
B] m
;i =  r ( - i r — 5r=o (n—%r)\rl 
Az ortogonalitás kifejezése itt
j \ l - x f y - * p n ( x ) P W ( x ) d x  =
(2 a.)n-2r_ (1 . 8)
2^ 7 (n + 2A) ^u).— ömn• •f'n i
(1-9)
mn 2« [ /W ( » + ,l )  »!
két másik fontos képlet pedig:
(1 . 10)
es
( í ’ , «‘i ^ ,x i  (» .» )
( r —0, 1 n)
Hasznosak még a
lim a r » i> ( -  /»>■ (<r) =  4~ (n.: -“+ J + ^n  v 7 ö)n n !
lim x~n P ^ '1 (x) =  2" W» 
n! ’
( 1. 12)
l i m /»> (1  - - )  =  ( - 1)" (n + g + f + 1)n i f ) "«-►o ” \ « / n! \ 2 /
es
P ( .,- „ ,(iJ,) = i í ± ^ L  ( i + £ ) "
összefüggések is.
Ezen összefüggések felsorolását néhány speciális esettel és pedig 
speciális ultraszférikus polinómok említésével zárjuk:
ha X — 0, lim X ^ P ^  (x) =  -  Tn (x), 77n(cos 6) — cos nd 
{elsőfajú CsEBiSEV-polinómok),
ha X =  — m, m  =  0, 1 ,2 ,. . .  újból P^a> “> (x ) JicoBi-polinómo-
kat kapunk, a =  — m — |  paraméterrel,
ha X =  |,  P ß ] (x) — Pn(x) (LEGENDBE-polinómok),
ha X =  1 , P*'(x) -  Un(x), t7n(cos ff) =  sm (n + 1)g (másod-
sín t)
fajú  CsEBiSEV-polinómok).
A JACOBI-POLINOM O K E LM ÉL ET ÉH E Z.
(1.13)
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2. §. Generátor-függvények.
A JAcoBi-polinómokra a következő generátor-függvény ism e­
retes :
y  p {a’ fi (x) tn —
n= 0 n
2a+f1 ( l - S x t + P ) - 1* {1 - t + ( l  — 2a?<-fís)i}-“{l +  f+(l - 2 ící+ í*)*}- .^
(2 . 1)
Erre az igen bonyolult alakú összefüggésre Szegő idézett műve2 
négy bizonyítást (illetőleg bizonyítási módszert) ad, melyeknek 
egyike sem elemi. E generátor-függvény gyakorlati alkalmazás 
szempontjából nem jelentős. A (2.1) képlet az általános ultraszfó- 
rikus polinómok esetében sem egyszerűsödik, de ez utóbbiakra, 
X=^— m ( m =  0 ,1 ,2 ,.. .)  paraméter-érték mellett, a következő 
sokkal egyszerűbb generátor-függvénnyel rendelkezünk:
2P»>(íc)f» =  (l-2 íe£ + far*- (2.2)
n = 0
A (2.1) és (2.2) generátor-függvények — mint azt Szegő is 
megjegyzi —  kizárólag csak az a  =  ß — X — k =  0 paraméter-
2 G. Szegő, loc. cit. §. 4 .4 .
458 F E L D H E IM  ERVIN.
értékek (azaz a LEGENDRE-polinómok) esetében azonosak. Kézen­
fekvő tehát a gondolat, hogy oly generátor-függvényt keressünk, 
mely lehetőleg egyszerű alakján kívül avval az előnnyel is rendel­
kezik, hogy megadja az átm enetet a jAcoBi-polinómok generátor­
függvénye és az ultraszférikus polinómok (2.2) generátor-függvénye 
között.
Vizsgáljuk a következő összeget:
^F (a-\-n , —n; c; x).
n=0
A (0.1) definíció szerint ez az összeg a következő módon írható:
(^ )n ( l t4 -? í ) , .(  n ) r  __\   ^ ( f l )n  + r
Z j  Z j  {c)rn \r \  " á Z  Z ( c )  r ! ( w — r ) !
n = 0 r = 0n = 0 r = 0 
00 00
(— xz)rzn —
=  y y j o W  = y ^ k . (_ ^ , Y
_  ' (c )rH s !  _  (c ) ,r !  á — ;
r = 0 s=0 r = 0 s=0
j i (a + 2 r)s
s!
Az s szerinti összeg abszolút összetartó, ha | z | <  1 és értéke 
ebben az esetben (1 —z)~~a~®r úgy, hogy
Y
Z j
n —0
(Ct)n
ni :nF (a+ n , —n; c; x) =  ( l - z ) - a Y  (a)*rr=0 (c)rr!
(
x z  ir 
( í - z f l  '
De, amint ez könnyen igazolható,
(2.3)
tehát az r  szerinti összeg a (0.1) szerint épen egy F  függvény. 
Végül is a keresett összeg
V - ^ - znF (a+ n, —n; c; x) =  n\
- f i - z ) - * F Í ±  £ ± í .  c . t /* l  < 1 )
(2.4)
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Alkalmazva ezt az összefüggést a (0 .2) által meghatározott Jacobi- 
polinómokra, azt találjuk, hogy
y M £ + Í L W ,..» {I)
<£-/ ( a + 1).
n —0 (2.5)
= 0 - D — i- > f (í ± ! ± í , + 1 . „ + 1 .
2
(1*1 Cl)
2 í ( l —*)\ 
(1 - t f !
Ez a jelzett generátor-függvény. Ha a kívánt egyszerűségnek 
nem is tesz teljes egészében eleget, amennyiben az összeget 
nem egyszerű explicit függvénnyel adja meg, a második követel­
ménynek viszont megfelel. Ugyanis, ha a= ß, a (2.5) alatti F  
függvény (1 — 2m£-|- £2)—«-t-vel egyenlő, a baloldalon pedig épen 
a (2.2) alatti összeg szerepel, a—X— § esetében. Ez rögtön lát­
ható akkor is, ha (2.5)-öt a következő, kissé módosított, alakban 
írjuk :
V  i n p i a ,  -fi) (X )  .
Z j  (a +  l)n "
n = 0
= (1 -  ty ~ a(1 -  2x t+ t* ) - f -W f- ■ - g + 1 , « + 1 ; 2 t ( l—a?)
( l - o 2
Említsünk meg még egy speciális esetet. Ha ß= a-f-1, (2.6) 
szerint szintén egyszerűbb összefüggést nyerünk, mint amit (2 .1) 
adna, éspedig
V  (3a +  2)„
(« +  1)«
f n p i a ,  a + 1) =  (1 _  f) (1 -  2Xt +  f)~a~ l  (2.7)
n=0
Innen például az ú. n. «vegyes» jACOBi-polinómok (a =  — |, /?= + 1) 
generátor-függvénye:
1 - í
1 - 2x t+ t f  '
Megjegyezzük még, hogy a paraméterekre az R (a )> — 1 és 
R{a-\-ß)> — 1 megszorításokat kell tennünk. A (2.5)-ben szereplő
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F  sor összetartási feltétele, a bevezetés szerint, az R ( ß ) < ~ b  
egyenlőtlenség. Ezt azonban, mivel csak a konvergencia-kör 
kerületén szükséges, itt elhanyagolhatjuk. A (2.5) generátor­
függvény érvényes x  =  1-re és ((1.5) alapján) x  =  — 1-re is. 
A 3. §-ban levezetünk egy másik, (2.5)-höz hasonló, de sokkal 
bonyolultabb generátor-függvényt is. A (2.5)-ből elég egyszerűen 
nyerhetjük a PJf' fi (x) explicit kifejezését, ha a jobboldalt t hat­
ványai szerinti sorba fejtjük ki és a két oldalon egyenlővé tesszük 
a t megfelelő hatványainak együtthatóit. Ebből a szempontból 
azonban sokkal célravezetőbb az alábbiakban adandó generátor- 
függvények használata.
Egy előbbi dolgozatban találtuk, mint általános eredményeink 
egy különleges esetét, a következő összefüggést: 3
(1 —z)~hF ( a , h ;  c; — • (2-8)
( M < n
Teljesség kedvéért ennek itt a (2.5) levezetéséhez hasonló direkt 
bizonyítását adjuk. A (2.8) baloldalán álló összeg
"N i~ - z nF{a, —n; c ; x) =
71 —0
co n oo n
V  y  xr^  =  y  y  {h)n(a)r _ ^  =
(c)rn \r \ úmJ LmJ (c)rr \{n —r)\
y y _ m x « ) r (  , =  y
_  íL i {c)r r \ s !  _
n =0 r=0 
»
rii (h)r (á)r
r =0 s= 0
(c),.r! (—xz)r
Ha j z [ <  1, 
oldala:
az s szerinti összeg (1 — z)~h~Jr, tehát (2 .8 ) bal-
ami (0 . 1) szerint épen a (2 .8) jobboldalán álló kifejezés, q. e. d. 
Most már, ha ebben az összefüggésben h — c — a +  1,
:t E. F eldheim , Contributions á la théorie des fonctions hypergéo- 
niétriques de plusieurs variables I —I I —III. Sajtó alatt (Recueil Math,).
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a  — a - \ - ß - f -1, úgy a (0.2) szerint a következő eredményt 
találjuk:
Z p i « , í > - n ) { x ) t»  =  ( í - t Y  , (2.9)
n =0 ' £  1
(|í |< d
Ezzel megtaláltuk a  J acobi-p o l in ó m o k  keresett  egyszerű  g e n e r á to r ­
fü ggvényét . Ez az explicit alak felírásához igen alkalmas, de az 
a hátránya, hogy az összegezési index a paraméter-értékben is 
szerepel, ami által az ortogonalitás erre az összefüggésre nézve 
elveszti a jelentőségét. Másrészt a (2.9) speciális jACOBi-polinó- 
mokra sem alkalmazható (az a =  ±   ^ eset kivételével).
A (2.9)-hez hasonló a következő generátor-függvény, mely 
azonban nincs korlátozva a t abszolút értékben 1-nél kisebb
1
értékeire: legyen (2.8)-ban h =  — , z  =  e t  és s —>-0. Az F£
hipergeom etrikus függvény tudvalevőleg az 1 F 1 (konfluens, vagy 
KuMMER-féle) hipergeometrikus függvényre redukálódik, és a 
szóbanforgó összefüggés
n=0
í —x
(2 . 10)
lesz. Megjegyezzük még, hogy
iF t (a ;  c ;  x )
(Ra>—\)
V  («)» a .n 
. (c)„n!
Az ultraszférikus polinómokra vonatkozó generátor-függvénye­
ket (2.9) és (2.10) az (1.7) összefüggések segítségével rögtön 
megadja. Itt azonban a páros, illetve páratlan fokú polinómokra 
különböző eredményeket találunk. így (2-9)-ből
y _X / ű)3r
(2n)l
_ _  2ä"w! (1 — A)n
=  (1 -  t y ~ i  [1 -  t (1 —£C3)]—^ =  1
j/1 - t ( 1 + h ) ~ ■( 2 . 11)
y  (2 ^ + D !
£ 4  22n+1» ! (1 — Á)n 1 W  ~
=  Aíc ( i  -  t y - i  [ í - t i i - x 2)]-*-1.
(I f KD
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A (2.10) generátor-függvény ultraszférikus esetben a következő:
et1F1 (X; I ; — te 2),
(2 . 12)
2 ,te.et.1F1( I + l  ; §; - t e 2).
Itt fel kell tételezni, hogy A 4=0, ±1, ± 2 , . . .
A 9. §-ban olyan általánosabb generátor-függvényt vezetünk 
le, mely tartalmazza a (2.9) és (2.10) összefüggéseket, mint 
különleges eseteket. Megjegyezzük még, hogy az ismeretes 
határeset-képletek segítségével az eddig levezetett generátor­
függvényekből könnyen nyerhetők a L aguerre- és H ermite- 
polinómok klasszikus generátor-függvényei is (lásd 8 . §.).
3. 8. Szorzat generátor-függvénye.
Az ortogonális sorok elméletében fontos szerepet já tszik  az 
ú. n. ortogonális mag-függvény, a különböző argumentumú, 
egyenlő fokszámú két ortonorm alizált polinóm  szorzatának 
generátor-függvénye, mely a JACOBi-polinómok esetében a kö­
vetkező :
/l'te , y; t) =  
a_ a_ ]L °°
=  (l-a;)a(l+a>)*(l-j/)a(l-Hf)« ■ Z c n P P ^ r » ( x ) P ^ V ( y ) ,
n=0
ahol
1
Cn — y.(K > j  t 1 > l x  <, í és 1 <l y <  1 .
Ezt az összeget G. N. W atson vizsgálta meg4 és igen 
bonyolult integrálkifejezést adott rá. Az ő eredménye még 
speciális esetekben (ultraszférikus, vagy akár csak a L egendre-
4 G. N. W atson, Notes on generating functions of polynomials (3)— (4). 
Journal of the London Math. Soc. vol. 8. 1933. p. 289—292 ; vol. 9. 1934.
p. 22—28.
»2=0 (1 ~X)n
V _ —_ P u-»> (x) —
Z j ( l-X)n ’
n —0
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polinómokra) sem egyszerűsödik. Újabban Ebdél y i  Aktdb fog­
lalkozott a, kérdéssel,5 6aki a K(x, y ; t ) kifejezést a kétváltozós 
ÁPPELL-féle Ft hipergeometrikus függvény segítségével számí­
totta ki. Legegyszerűbb talán még W. N. Bailey0 eredménye, 
mely az említett összeget az ApPEU.-félé Fi hipergeometrikus 
függvénnyel adja meg. Ez áll legközelebb a jelen dolgozat 
gondolatmenetéhez. Mi az ő eredményét általánosítjuk, helye­
sebben a BAiLEY-képletet mint általánosabb és más szempontból 
is említésreméltó eredményünk különleges esetét újból megtalál­
juk. Másrészt a (2.9)-cel rokon más generátor-függvényt is le­
vezetünk a jACOBi-polinómok szorzatára vonatkozóan.
G. N. Watson egy eredményéből indulunk ki, amely szerint7
(« + l)» 0?+l)n
( n ' .r
• f  4 \ ~ n ,  ; a + 1 , / ? + l ;. (1 -a?) (1 —3/) (l+aQ(l + y )4 )•
(3.1)
A jobboldalon álló kétváltozós ÁPPELL-féle Fi hipergeometrikus 
függvény értelmezése:
r =0 s=0
x rys (3.2)
e végtelen kettős sor összetartásának feltétele: J ] /~x  j  -j- j  \  y  <  1.
Bailey szintén a (3.1) képletből indul ki tételének bizonyí­
tásánál. Mivel mi nem akarjuk megismételni az ő eljárását, 
illetőleg bizonyítását, már itt közöljük említett általános ered­
ményünket, melyet azonban csak a 9. §-ban fogunk bebizonyítani.
5 A. E rdélyi, Über die erzeugende Funktion der Jacobischen Poly­
nomen. Ibid. vol. 12. 1937. p. 56—57.
6 W. N. Bailey, The generating functions of Jacobi-polynomials. Ibid, 
vol. 13. 1938.
7 G. N. W atson, A Treatise on the Theory of Bessel funktions. Cam­
bridge. 1922. (lásd 370—372. oldal), vagy 1. c. 4, (4).
464 F E L D H B IM  ERVIN.
Tehát, ha a és & tetszőleges paraméterek, —1<LXíS,\, — lrgí/íT 1 
és 111 <  1, úgy
30
2n= 0 (a + 1 )n (/?  + 1 )n  ( «  4 " /? + 1 )&1
tn •
■ F(a+n, bß-n;oLpßp2ß-2n; t)P^a‘li)(x)PJia’lt)(y)— (8-3)
— bi \a, b ; a + ! , / ? + ! ;  t (1 —a;) (!-</) 4 í
(1 +a?) (1 +«/)
Ha í= l ,  a és b úgy választandó, hogy a baloldali összegben 
szereplő F  sor összetartó legyen, tehát a+ & < « + /?+ 2 . Ennek 
a feltételnek eleget tesz például az a =  — rn, b — m ß - a ß - ß ß -  1 
választás (m nem negatív egész szám). Ekkor (3-3) a Watson- 
féle (3.1) transzformációra vezethető vissza. Ugyanis, ha meg­
említjük a következő ismert és fontos összefüggéseket
F{r ,d; e; í) =  p ^ ^ [ — f y  b a  R ( e - r - d ) > 0  (Gauss) 
és
(— r)n ( - i ) " / '( r + i )r ( r + l - n ) azaz például ( — m ) n =
(— l)»m! 
(m —n)\
(3.4)
(3-5)
az említett a és b értékekkel
(á)„F(a+n, b-j-n; aß-ßß-2ß-2n;  1) =
__ (— í)nm \{aß-ß+ ß)t„ _
(m—n ) ! {n—m)\ (a+ßß-2)m+n
Az « szerinti összegezésnél ez a kifejezés akkor és csak akkor 
nem azonosan zérus, ha n = m  és így valóban a (3.1) össze­
függést nyerjük.
Az a és b paraméterek m ás megfelelő választásával fontos 
összefüggéseket vezethetünk le az általános (3.3) eredményből. 
Itt csak az em lített ÜAiLEY-féle generátor-függvényt adjuk, m ás 
érdekes alkalm azásra majd a 9. §-ban térünk rá.
Legyen tehát a (3.3)-ban
dß-ßß-i  _ Q-ß-ß
2 ’ 0 ~  <2 1, és t =
4 z
( í + z f  ‘ (I ti <D
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A baloldalon szereplő F  sor ebben az esetben könnyen össze­
gezhető. Az írás egyszerűsítése kedvéért keressük az
A =  F(a, a +  l;  2á -j- 1; sin320)
sor értékét. Ismert tétel szerint A így is írható:
\  — f(2q+l) j,, • 1- 1% coaz<2 0 \ <
A r ( a + 1) r ( d + 1) ( +  3 * W) +
, r ( - | ) / ( 2a+l) cos %6  F { a + l í  fl+i. | .  cos^) .
1
A (2.3) alapján
^ (a , a +  §; í ;  cos22 d) =  ^
k=0
(2a)2fc
(2*)! cos2fc2 d,
^ ( a + 1 , a +  §; cos220) =  S q ^ y r  cos2fc2 d,
fc=()
úgy, hogy
A =  02a
fc= 0
^ (Sflfefc
W !"
eos2/c2 6 — 2®°
1 ’
/c=0
1 (2 a)j/c+i
(2 & + 1)! cos2A + 12 d =
fc=0
es
A =  F(a, a -f-1; 2a -j- 1; sin22d) =  cos_fad. (3.6)
Tehát az a fenti értékével és z  =  tg2d-val, A =  (1 Az)'2'-1. Végül is 
a (3.3)-ban szereplő .F sor értéke (1-)|-z)*n+0+/,+1. A (2.3) ismételt 
alkalmazásával így a (3.3)-ból rögtön nyerjük a szóbanforgó 
szorzat-generátorfüggvényt:
V n! (u-\-ß-\- l)n
( a - ) - l)n ( /? + l)n
ZnP^a’fi)(x )P ^ ’l))(y) ( i+ z )- “- ^ - 1 •
(3-7)
« +  /7+1 a+ ß
2 ’  2 +  1 ; a + 1 , ß-{-\ ;
z { í—x)  (1 - y )  z ( l + x ) ( í + y )
(1 + z f (1 + z f )■
Az itt kiszámított összegben levő együttható azonban különbözik 
a 3. § elején jelzett generátor-sor cn =  í/htf-P együtthatójától.
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Bailey ezen úgy segít, hogy a (3-7) mindkét oldalát megszorozza
I1+/Í + 1
z  2 -vei és z szerint differenciál. így épen a keresett együtt­
hatót kapja meg. írjuk még ide, teljesség kedvéért, ezt az össze­
függést i s :
n = 0
' c»znP,\a’ V (a?) P,í“’ d) (y) = 7 > + /? + 2 )2“+d + i r ( o + i ) r ( ^ + i )
p  /a + ^ + 2  a + ^ + 3  , 4  ^ ^(l—a;)(l—?/)
M ’— 2 ~ ~ ’ ~ ~ 2----- ; f t+ 1 , , 5 + 1 ; ------- (1 + z f  ’
1 - z
( l+ z )“^ +2 ' (3.8)
z ( l - j - a ; ) ( l + y ) \ .
(1 + z f  /
Itt is feltételezzük, hogy « >  1, ß>  — 1.
Mivel az ultraszférikus polinómokra ezek a generátor-függ­
vények nem egyszerűsödnek lényegesen, részletes leírásukat itt 
mellőzzük.
Rátérhetünk most már a (2.5) generátorfüggvény második le­
vezetésére. Legyen a (8.7) összefüggésben y — — \. A (0.2) és 
(1-5) képletek alapján a baloldal rögtön a (2.5) baloldalátadja, 
az Fi függvény egyik változója pedig 0 lévén, a (3-2) szerint 
szintén a (2.5)-nek megfelelő F  függvényre redukálódik. Ezzel 
a bizonyítás teljes is.
A 2. §-ban jelzett újabb generátor-függvény szintén a (3- 7)-ből
nyerhető, a következő módon. írjunk itt z  helyébe---- 1 és
legyen ?/—>oo. Az (1.12) szerint azt találjuk, hogy
_  p  / « + / ? + 1
b 2
V  ( « + / ? +  IX,,,
J (a+  1)«(/?+!)»
n = 0
(£c) =
(3.9)
^  + 1 ; « + 1 , /? + 1 ; — 2z(l — *), 2z(l +»)) •
Ezt az összefüggést később még felhasználjuk, most pedig rá­
térünk másodikfajta generátor-függvényünk levezetésére.
A (2-8) összeg általánosításaként keressük a következő összeget:
Ä (z)=  V - ^ - F ( í ) ,  - n ; c ;  $ ) F ( b ' ,  - n; c ; ij)zn, ha |* |< 1 . (3-10)
n —0
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Az itt szereplő összetartó (véges vagy végtelen) sorok megfelelő 
átrendezése révén könnyen igazolható, hogy
K(z) =  (1 - z ) - ‘ y  Q M P k  (JJE
■ Fa (c+n,  b+n,  b ' + n ; c+n,  c + n ;  ’ %—{ ) ’
ahol az i < \  szintén ApPELL-féle kétváltozós hipergeometrikus 
függvény:
b, b'; c, c'; x, y) =  V  ^  x rif ;  (3.11)
r = 0 ó‘= 0
az összetartás feltétele : 1 x  | +  | y ( <  1. Abban a különleges eset­
ben viszont, amikor a =  c =  c', a i \  sor egyszerűen előállítható 
az F  sor segítségével: 8
Ft (c, b, b ' ;  c, c; x, y ) =
tehát
K(z)
_ [ í - z ( l - $ ) \ b- ° l l - z ( í - v)]b'-
[ í - Z ( í - $ - 7 1)]h + h' - c
V  [ b ) n { b ’ ) n  /  fyz \ w 
Z j  (C)n n \  \ l - z ( l - f - 7) / '
n = 0
• F Í c — b ,  c — b ' ; c+ n ;  -j-—
(3.12)
[1—* (1 -£ ) ] [1 -* (1 —7)] )■
A továbbiakban csak két, a ÖAUss-féle hipergeometrikus függ­
vényekre vonatkozó elemi összefüggést használunk fe l:
F(b, b '; c; x) =  { í—x)c~h- bF{c—b, c—b'; c; x) (3.13) 
(EüLER-transzformáció) és
dnF  (b)n (b')n
dxn (ß)n F(b+n, b '+ n ;  c+ n ;  x). (3.14)
8 P. A p p e l l —J. K a m pé  d e  F é r ie t , Fonctions hypergéomótriques et 
hypersphériques. Polynomes d’Hermite. Paris. 1926. (Lásd a 24. oldalon a 
(28) és a 35. oldalon a (10) összefüggést.)
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A (3-13) alapján K(z) a következő alakban írható:
(1 - z ) b+b'~cK(z) =
[1 —2(1 — í)]b’ [1 - Z ( í - 7 j ) ] »
vn*>)« (&')»/ & i z ( \ - z )
(c)„w! '[1 —*(! — «] [1—*(! —a?)]/
• F^b-\-n, b'+n; c-\-n; tf/Z1[1 -Z (1 -< ? )][!-2 (1 -r,)]— ZÍ  — r,YI ) ’
tehát, (3-14) szerint, 
K ( z )  = ( l-* >
‘yXb + b'—c
[1-2(1 -£ )]* ’ [ l - z ( l - 7 ) ] fc
'V’ J —Í_________ £2£___________ x ) n- ^ —F(b b'■ c -  X)
»! ' [1 -2 (1  - f ) ]  [1 -2 (1 - 9)] / di?” 1 ’ ’ ’ 'n=0
*9* mennyi-(A-szel, rövidség kedvéért, a [1_ z(1_ )y)]
séget jelöltük). Taylor tétele szerint az utóbbi összeg nem 
egyéb, mint
____'{b, b ' ; c; [1 -2 (1 -* )]  [1 -2 (1 -? )]* yi ) '
Végül a (3.13) újbóli alkalmazása a keresett összefüggéshez 
vezet:
[ i - 3 ( i - g ) r - c[ i - 2 ( i - 7 ) ] b- c
[ l _ Z( l_ f ) ( l_ ,) ] b  + í»'-c (3.15)
• F \ o — b ,  c — b ' ;  c ; r í —z ( i - f ) ]  [ i - 2 ( i-^ )]
Lássuk most a (3.10) —(3.15) alkalmazását a JAcOBi-polinó- 
mokra. Legyen b =  a -j- ß +  í, b'= a +  y +  1, C =  a +  1 és
j[_qq \  _y
* =  —-— , Tj — —- — • A (0.2) figyelembevételével a következő 
új generátor-függvényt tálaljul::
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n \
n=0 (« +  l)t
■ znP,\a’ ?~n) (x) P (“' >'-n) (y) =
1 — x  1— y
(3.16)
•-F — ß> — t ‘> « + 1 ;
(|*I<1)
Említsünk meg rögtön néhány speciális esetet:
a) ha y= 0 vagy y — 1, az (1.13), illetőleg (0.2) összefüggések 
segítségével (3.16)-hól közvetlenül megkaphatjuk a (2.9) generátor­
függvényt.
b) Ha y —— 1, (3-16) a következő új generátor-függvényt adja:
V  ( r)n n p ^  <i- B)(a.);
(# +  l)nn=0
1+0? \>
1—0?
=  f  -/? , - r ;  «+ 1 ;
(3.17)
1 - 2
l-f-se
(l*l<i)
(Ez — y~a-j-1  esetében a ,(2.9) összefüggésre vezethető vissza.)
, # %
c) írjunk (3-16)-ban z helyébe — -t és legyen j /-» o , (1.12)
szerint újból a (3-17) generátor-függvényt találjuk. A 9. §-ban 
ennek még egy általánosítását is levezetjük.
Ha (3-16)-ban a —±  |, (1.7) alapján az ultraszférikus poli- 
nómokra kapunk hasonló összefüggéseket, melyek az y = 0 eset­
ben (2.11)-re egyszerűsödnek.
4. §. Multiplikáció-tételek.
E cím alatt — amint ez szokásos — a P j f ’P'1 [1— //( l— x)~] 
oly JACOBi-polinómok szerinti sorbaíejtését értjük, ahol u csak 
az együtthatókban fordul elő. Természetesen igen sokféle multi- 
plikáció-tétel adható a szerint, hogy a kifejtésben az összegezési
32*
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index (fokszám) előfordul-e a paraméterekben vagy sem, illetőleg 
a sorbafejtésnél (a, ß) paraméterű, vagy különböző, (y, d) para­
méterű jACOBi-polinómokat veszünk-e tekintetbe. Az említett 
lehetőségek mindegyikére rá fogunk itt térni.
Először is írjunk a (2.10) mindkét oldalán t helyébe -^--t, 
x  helyébe pedig 1—/r(l—£c)-et. Ekkor
CG
2 ( 7
n=0
tn
+  1)»
- /*-”> [1 - f i ( l - x ) ]  =
=  e í ( 4 " *‘ K F t ( - ß ;  a + í ;  t
i=At ,!±ÍL /
=  e " -ß 2 i^i I — /?; « + 1 ; t 9
1—ÍC 
2
1 —a;
)•
)■
A (2.10) tekintetbevételével az utóbbi kifejezés a következő 
alakra hozható:
1
(«+!)*
fr+spic ,  f i s )
ahonnan, ha r+ s= w , végül is a keresett multiplikáció-tételt 
nyerjük:
n
P f ’V  [1—/a(l-aj)] =  2 ( n í a) (1_J“)> ”_rP”- ’?+r>(aj)' (4-1)
r= 0
(i»*i<i)
Közvetlenül belátható, hogy (4.1) érvényes marad /r= l-re  is, 
mert ekkor azonosságot kapunk, továbbá (4.1) helyes még/r-nek 
1-nél nagyobb értékei mellett is.
Az ultraszférikus polinómok multiplikáció-tételét ugyanígy 
vezethetjük le a (2.2) generátor-függvényből:
n
p p  (/&) -  (p*- ír K -^ i+ r ?  te). (4 • 2)
r - 0
Ugyanezt az eredményt megkaphatjuk az előbbi módszerrel
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úgy is, hogy (2.12)-ben t helyébe -4 --et, x  helyébe fjűc-ei 
írunk stb.
Ezzel az elsőfajta multiplikáció-tételekkel végeztünk is. Tér­
jünk most át azokra a sokkal fontosabb tételekre, melyek­
kel, mint említettük, a (4.1) baloldalán álló polinómok 
^ ’^fej-szerinti sorbafejtését határozzuk meg. Az alkalmazott 
módszer segítségével könnyen adhatunk itt oly multiplikáció- 
tóteleket is, melyek a (4-1) baloldalát ultraszférikus sorral, ille­
tőleg a (4.2) baloldalát jAcoBi-polinómok szerinti sorral fejezik ki. 
Megállapítunk tehát J — J, J — U, U—J é s U— V multiplikáció- 
tételeket, ahol a jelölés értelme teljesen világos.
Lényegileg csak a
+i
ArW’á) =  J (1 -a fe (1 +.*)Jl Jfe’01 fe)P f c [ l - / / ( l - f e ]  dx  (4.3)
—1
integrált kell kiszámítanunk. Alkalmazzuk az (1.2) összefüggést 
és hajtsunk végre r-szeres parciális integrálást. Az (1.4) szerint
A rh ^  J> =
=  (- - -%fen+1)r /*rJu - x r +k i + x r +iP£+r- fi+r)í i  -M* - x w * .
Ez utóbbi integrációt úgy végezzük el, hogy a JicoBi-polinóm 
helyébe a (0.2) explicit kifejezést helyettesítjük és tagonkint 
integrálunk (ami itt jogosult). Mivel
+ 1
I (1 — x )r+r+k (1 — x )r+id x  =
1
— ^0" + / '- " ! )  / ’O’+ d + l )  (r+/-+l)fc
r ( 2 r + r + d + 2 ) (2r + r + d + i ) k  ’
végül is, h(/ : á) helyébe az (1.3) értéket írva,
*   (n ~4~«-f-f i~f~ 1V(«~r 1 )n (/'~d-j-l)r
(«+!),- (n —r) ! ( r + d + l h /  '
n—r (4 ■ 4)
\ 1 (— n  4- r)k- (n +  r + a +  3+ 1 )fc (r 4- y  4- 1)A-
- (»■+«+l)* (2 r+ r+ í+ 2 ) fc ft! 11 '
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A szóbanforgó multiplikációs képletben az együtthatók e szerint 
a „P2 általánosított hipergeometrikus függvényekkel fejezhetők 
ki, melyeknek definíciója:
3^3 (
a, b, c : 
d, e
cc
-)-2
n = 0
{ß)n ( )^n (ß)n 
(d)n (e)nW!
(4-5)
Megjegyezzük, hogy ha a d, e mennyiségek egyike egyenlő az 
a, b vagy c mennyiségek valamelyikével, úgy a SF,j közönséges 
P  függvényre redukálódik (melyet, egységes jelölés kedvéért, 
^ i-gyel is szokás jelölni).
A JAcom-polinómok általános multiplikáció-tétele tehát a 
következő:
P,<“-P [l-y (l-£ C )]
n
(«4~l)»(7td~g-k/?~]~í)r(7'~Hd-f~lV 
_ _  ( a + lM r + d + l M n - r ) !
p  l — n + r ,  n + r + a + ß + 1, í’+ r + i  í 
3 ■ 2 ( r + a + 1, 2r+r+ d + 2 ja)í>r,r-í ,(OJ).
A*r *
(4.6)
Nem érdektelen a különleges esetek részletes leírása sem, 
(«—7" vagy a — y, ß = d ), mert ekkor az együtthatók lényegesen 
egyszerűsödnek:
P,<“’/*>[l-y( 1 —35)] =_ V ' (g~r 1 )» (77 d~ a H~ ß  ~f~ 1 )r (« — d --f- 1 )r
(«+l)r(« +  ^ + l)ír  (» — 7*)!
ß
-o (4.7)
■ P( —n-\-r, n + r + a + ^ -f-1 ; 2 r + « + d + 2 ;  y)Pr(“'í)(a?).
Feltéve, hogy a >  —1, /9><? és O fgy<l, a jobboldalon szereplő 
P  függvény, a (0.2) szerint, kifejezhető jAcoBi-polinómokkal is. 
A 8 = ß  esetben a (4.7) kifejezés alakja nem változik:
pia, fi) Tí — u ( í —x)]=  V  (« +  l)»(W +  g +  |g+l)r(« +  ^ + l)r  ,
" L M jJ Z j  (a+ lV (a+ /?+ l)* .(» -r)!
•P (—w+r, n + r + a + / 9 + l ; 2r+a-f-/9-f-2; y)P}(“’^ (•'*'')•
A J —J tételekkel ezzel végeztünk is.
A J—U tételeket egyszerűen nyerjük a (4.6)-ból, mert ha itt
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y  =  d  =  A — §, az (1.6) és (2.3) segítségével rögtön felírhatjuk, 
hogy
n
p ^ ) [ i - M i - * ) ]  =  Y -
vv' v' (4.9)
f—w+r, n + r + « + /? + l,  r + A + |;
r + « + l ,  2r+2A +l ^ 1
(«+ 1 )r (A),. («—r)! 22r /y' ‘
. JT31 2 / j Pru> (íc).
Ha a =  A — §, a (4.7)-nek megfelelő speciális tételt kapjuk.
Ha viszont a — ß =  A — g, akkor (4.6) az inverz, U—J multi- 
plikációs képletet adja, itt azonban a szokásos jP ^ (fj,r) helyett 
JMÍ) [ 1 — /a (1 —x)\ szerepel a baloldalon. Az ultraszférikus polinóm 
szimmetrikus lévén, célszerűbb az előbb említett kifejezés J acobi-  
polinómot szerinti kifejtését keresni; ezért kiszámítjuk, (4.3)-hoz 
hasonlóan, a
+i
BrUp =  /  (1 - x f  (1 + xYPp> f](x)P<T {fix)dx (4.10)
integrált. Sajnos, ez utóbbi még annyira sem fejezhető ki zárt 
alakban, mint a (4.3). A legegyszerűbb alak, amit a Br együtt­
hatóknak sikerült adnunk, a következő:
n
_  ( - iy ( r + a + |9 + l)  V  (—!)*(«+  l)a(A)g 
(a+ l),.(2r+ «+ /?+ l)íí^  (r-f «-f-/?+2)s(s —r)\ (4 T)s P£+Ss)(ft),
( r = 0, 1, 2 ,..., n;  1).
Az U—J képletek explicit leírását most már mellőzzük és rá­
térünk az U—U multiplikáció-tételre, vagyis a P^(fjx)-nek 
PjT^x) szerinti sorbafejtésére. Az együtthatók meghatározása itt a
Crhn—%r =  j  (1 — Xa-y  * Pi\X) {[1X )  Pn^r {x) dx  (4.11) 
-1
integrál kiszámításán alapszik. A már többször alkalmazott el­
járás az ,(1-10) és (1.11) segítségével azt adja, hogy
—  U ’-l )/ín—~2r•(—l)n(A)n-2r (2/i)“~% r
C rtít-^r =
+1
f (  l —x*)"-^-*-?- iTj(Á + n-2JTc>j2r (fjx) d,x;
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az (1.7) helyettesítése és tagonkinti integrálás végül is Cr követ­
kező kifejezésére vezet:
Cr =  ( - 1  y. (A)w~r , u»~^F( - r ,  n - r + X ; n - i r + Q + 1 ;  u.%
\Q)n—QrV!
így a keresett U—U multiplikáció-tétel:
[?]
P “ ' ( ^ )  =  S ( - D ’ w i-fcyt I1 (4.12>
■F(— r, n — r+ A ; » —2 r + p + l ; / f iP W & ix ) .
A paraméterekről elegendők a A >  — §, p >  — |  és | /* | <; 1 fel­
tételek. Az előbbi tételek néhány általánosítását a 9. §-ban 
adjuk.
5. §. A multiplikáció-tételek alkalmazásai.
a) P a ra m éter-vá lto z ta tá so k . — E cím alatt az (a, ß) para­
méterű JACoiii-polinómok más, ( j, 8) paraméterű JAcoBi-polinóniok 
szerinti sorbafejtését, vagy jAcoisi-polinómok ultraszférikus poli- 
nómok szerinti sorbafejtését (ami az előbbinek speciális esete), 
illetőleg ezek inverz sorait értjük. Mindezek rögtön levezethető^ 
a 4. §-ban adott multiplikáció-tételekből, mégpedig a u szorzó 
alkalmas megválasztásával. Hasonló természetű eredményt Szegő 
könyve csak egy különleges esetben ad: a (9.4.1) és (9.4.4) 
képletek .p^+'+F/Dfej-nek Pj.a' iii (x) szerinti sorbafejtését és 
ennek megfordítását adják. Ismeretes továbbá az ultraszférikus 
polinómok cosinus- (azaz T n (x) polinómok szerinti) sorbafejtése.
Térjünk most már az általános tételre. Ha a (4.6)-ban u =  1-et 
írunk, a baloldalon álló polinóm argumentuma épen x  lesz; ha 
a változó értéke 1, a (4.5) összefüggés baloldalán az 1 argumen­
tumot el szokták hagyni. Tehát azt találjuk, hogy
p(a s), s V * (g+l)n(7t +  a +  ^ + l)r (r  +  «?+l)r
" ’ W  (a + lV (r + « + lM » -r )!  ' (5-1>
. /<’ / — n-\-r , n - \-r - \-a - \-ß - \- \, r + ^ + l \ p (r, <)> / \
8M  r + a + 1 ,  2r + r + d + 2  j r  W -
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Az együtthatót két esetben lehet egyszerűsíteni. Ha j= a ,  a
(4.7)-ből és (3.4)-ből, /9< 4+ l esetében,
p i a ,  fi) ( * ) = ( _  1)« ( « + 1)„ V  ( _  ! )r  ■
"  r=0 W +  r + a  +  t f + 1
(w-)~ « +  /?-)- l)i- (/?— d)n—r 
( r+ a + ^ + l)n (« + l) r (w —r)!
(5.2)
P ^ d)(oo),
ami összehasonlítandó Szegő idézett eredményével. Nyilvánvaló, 
hogy (5-2) érvényes a /9;>d-j-l értékekre is.
Ha d—ß, az (5 • l)-ben szereplő sFa Saalschütz tételével ki­
számítható,9 de ha tekintetbe vesszük az (1.5) összefüggést, 
rögtön látjuk, hogy az eredmény (5-2)-re vezethető vissza. Végül, 
ha (5.2)-ben még d= ß ,  úgy azonosságot kapunk, mert az együtt­
ható csak r = n  esetében nem identikusán zérus. Jelentékenyen 
egyszerűsödik az (5.2) akkor is, ha ß —d-\-l. Ezt nem írjuk le 
részletesen, mert Szegő könyvében is megtalálható (egyrészt, 
mint a (9.4.1) különleges esete, másrészt, mint a más mód­
szerrel levezetett (4.5-3) képlet, amiről épen szó van.)
Az általános JACOBi-polinómok tetszőleges ultraszférikus sorba- 
fejtését a (4.9) adja, /i= l-re :
p i a ,  fi) (r \  _  Y  ( a + i ) n ( n + a + ß + i ) r
” Z j  22r (a+ l)r (J)r (n — r) ! '
r —0
TT 1 —n + r ,  n + r - \ - a + ß + \ ,  r + J + l  
r + a + í ,  2 r + 2 J + l P,[í) (x).
(5.3)
Ez igen hasznos képlet, mert X megfelelő választásával megadja 
a jACOBi-polinómoknak LEGENDEE-polinómok, cosinus (Tn(x)-) stb. 
szerinti sorbafejtését. Ez utóbbit írjuk itt le részletesen:
p (a , fi) (cog ff}
3 f A
^  p  («+ l)n (^-r« -r,^+ lV
J r 22)- ( « + l ) r ( « - r ) ! r !=o
— n +r ,  w+a+/?+l, a
r + a + 1 ,  2 r + l  T 03 « •
(5.4)
9 Lásd pl. F. J. Whipple, Proc. London Math. Soc. (2), vol. 23. 1924. 
p. 104—114.
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ahol az ú. n. NEUMANN-féle tényező: Gr= l ,  ha r = 0 és Er=%, 
ha r ^ l .
Ha a=A —I, az (5.3)-ban lévő ,,Z'2 kiszámítható, ha(4.7)-ben 
« =  d =  A — |  és ju=l-et írunk és a (3-4)-et felhasználjuk. Ez 
egyszerűsítést jelent például az (5.4)-re is, de ekkor a baloldalon 
á lló  jACOBi-polinóm az (1.7) szerint maga is ultraszférikus, és 
így az ultraszférikus eset különleges képletét nyerjük. Mielőtt 
erre az esetre térünk, nézzük még az (5.3) inverzét. Ezt szintén
(4.6)-ból kapjuk, /i =  l és a—ß —Q— § helyettesítéssel:
P W  0») =
V  (2g) n + r (r+d+i),.
(p +  o)r(r+d+l)2r(W —I’)! (5.5)
v  ( —n + r ,  n+r+%Q, r + r + í \ p { Y,d)(x)
3 s \ r + Q + ± % r + r + 8 + 2 ) r W -
Mint különleges esetet írjuk fel ismét a Tn{x) — cos n (arc cos x) 
polinóm jACOBi-polinómok szerinti sorbafejtését:
n
r  \ n V  (^ + í’-~1)!(r+ í+ l)r í, !22r
n(X)..  2 __  (r + d + lM « -r )! (2 r )!
r= 0 (5.6)
— n + r ,  n+r,  r + y +  
r + \ ,  2r + r + d + % (n^ l)
Az ultraszférikus polinómokra vonatkozó eredményt a (4.12)- 
ből vezetjük le u =  1 -re és (8.4) tekintetbevételével:
[ f ]
p w  (X) =  V  n ‘ V V+ &r(A)n--r
>' w  Z j  n - r + Q  r !(e)„_r
r=Ö
(5.7)
Ez az egyszerű összefüggés szintén igen jelentős, mert minden 
ultraszférikus polinómnak bármilyen más, ugyanehhez az osz­
tályhoz tartozó polinómok szerinti sorbafejtését azonnal meg­
adja. így például az ismert cosinus-sort (ha q—>0):
[A]
PW (cos 0) — 2  e n—2r
(/)r (A)n—r
r! (»—r)!
J 1. ha s = 0
\% ha s> 1
cos(n—2/-)#. (5.8)
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Más bizonyításokat lásd pl. Szegő többször idézett könyvében.10 
Hasonlóképen, ha p—1,
Megemlíthetjük az (5.8) megfordítását is (az (5.7)-ben 7—>0):
A 4. §-ban láttuk, hogy a multiplikáció-tételek jobboldalán 
szereplő JAConi-polinómok paramétereiben előforduló összegezési 
indexet (fokszámot) csak annak az árán tudtuk kiküszöbölni, 
hogy az összeg együtthatóit sokkal bonyolultabbá tettük. Hasonló 
a helyzet a jelen §-ban tárgyalt összefüggésekkel is. Az eddig 
levezetett sorbafejtések együtthatói általában elég bonyolult hiper- 
geometrikus függvényekkel vannak megadva. Evvel szemben talál­
hatunk a (4.1)- és (4.2)-höz hasonló természetű összefüggéseket 
is. Ezeket itt bizonyítás nélkül közöljük; bizonyításuk módját 
később (a 7. §-ban tárgyalt integrál-tételekkel kapcsolatban) 
fogjuk vázolni. Tehát a JAcoBi-polinómok a következő módon is 
kifejthetők ultraszférikus sorba:
P t[l) (cos 6) =
n  — v - f - i  r ! \ n — t ) í sm a
cos n d  —
P£> /*>(a?) =
Ennek megfordítása:
n
r =0
P ^ - 1’ *+rHx). (5.12)
10 G. Szkgő, loc. cit. §. 4. 9.
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A (2.9) generátor-függvényből is nyerhetünk igen egyszerű új 
összefüggéseket, melyekben új paramétert vezetünk be. Ugyanis 
(2.9) így is írható :
V  Pf< (x) in =  (1 -  ty-r • (1 -  t)y (l - 1 ) °
* oo
=  V  k u f k .  tr. V  p^+fi-r, r-s) (x ) t* =
—cc—ß—1
n —0
_  r \ ' * s
r = 0  s= 0
—  ___ ;J r^  p  ( a +[!—■/, y—n + r )  ( x ) ,
r \
n—0 r=0
ahonnan most már rögtön kapjuk az egyszerű
n
P f ,  fi) (x) =  V  ir-~-f - - P f_ +/ - * ’ *+,,) (x), (5.13)
r=0
(r>/*)
összefüggést. Hasonló módon bizonyítható be még
n
Pf ,  fi) {x) =  V  Pf^+fi-r+r) {xy (5.14)
r = 0
(«>r)
Ha a = ß = Q — a baloldal kifejezhető ultraszférikus polinómokkal. 
Végül az ultraszférikus polinómok között is fennáll egy, az 
(5.11)-hez hasonló képlet, amit ebből a = ß — j.~- § helyettesítéssel 
rögtön levezethetünk:
Pf) (x) =
_  (-1)" V  ( - 1)'' ( M m  a) p m r )
~  (A+i)„ r l  '2  )n -r  ' )n- r W r l  ^-° .r
r =0
b) A Jacobi-p o lin ó m o k  in verz ió s  képletei. — A (4.1) és (4.2),
(4.7) és (4-12) multiplikáció-tételeket most kissé módosított alak­
ban írjuk:
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n
= 2  r i i (i ~ ^ n~rp ^ +r) (i
1— X
).
r=0
[t]
Mnw ( f )  =  2 { -1 )r- T r  ^ - 1}* r p ^ ( y § T i ) ’
_  («+!)» (W +  « +  /9+l)r (« +  <?+l)r r ,, _  w
Z  (a-+l)r ( a + d + l)*.(n-r)!  ^ 1 ^r=0
és végül
•f |  — n + r ,  w + H - a + / 9 + l ; 2 r + a + d + 2 ; —j ■
ffl
>PU) (—) =  V  ( - l)r7 X ^ 7 ( F 2-  1)2 ’’
r = 0
((*)n—2r^ •
•F ^ -r , n - r + X ; n - Z r + Q + 1; ' - L —j j •
írjuk most már rendre a / i = l  és /<=0 értékeket az előbbi 
összefüggésekben. Ha tekintetbe vesszük az (1.12) képleteket, a 
■Jacobi- és ultraszférikus polinómok inverziós képleteit találjuk,
J _Qß
vagyis a P„("' P(£c)-nek —-— szerinti sorbafejtését és, ennek
JACOBi-polinómok szerinti sorát, va­
lamint hasonló összefüggéseket P,<2) ( x )  és x n között:
megfordításaként, (— - x
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i y , , ) (a.)= = C g ± | k y  ( - n ) r ( n + a + ß +  l ) r  ( ! = £ ) ’• 
w! (a +  l)rr! \ 2 /
r —(I
(lásd például még (0.2)-t)
n
/ 1 — # \n w ! ( a + 1 ) , ,(« +  / ? + 1 ) » V  p ( a , f i + r ) ( x \
\ 2 / (o+ zJ+ lW  Z j( a + l )„ _ ,r !  «-'■
r=0 
(n= 0 ,l, 2 , . . .)
/ 1-.X  p  («+1)„ 2 r + « + /9 + l  (-n V (« + < g + l)r .
' 2 ' («+/?+!)„ <^ w + i* + a + /9  +  l  (a +  l) r (n + a + /? + l) r
P f 'V i x ) .
(»=0 ,1, a,..-.)
( 5 .
es
[f]
p u i(o i) -  y  (-D - (A)„
r = 0
r ! (n—2r)! (2a;)n
[f]
(5.17)(2aj)” =  W ^ ^ ~ P^ * ){X)’r=0
(n=0, 1 ,2 ,. ..)
[7]
(2^.)«= n i y n ~ - r + 'i — !— p w  (x)
(AX) ~  Z .  n - r + X  r\ —*■
r = 0
(n=0, 1 ,2 ,. , . )
Mindezek igen hasznos összefüggések és a következő §-ban 
alkalmazni is fogjuk őket. Itt még a P}“’ ^  (x) jAooBi-polinóm 
x  hatványai szerint rendezett explicit alakját adjuk meg. A szá­
mítást nem írjuk le részletesen, csak az eredményt közöljük:
pia, fi) (x ) _  (h +  1)k (— lr(-n)r(TO +  « +  ^ + l)r  _
n \  «_/ (a+l)rr-!2r (5.18)
r= 0
• F {—n + r ,  n + r + a + / ? + l ; r + a + 1 ; .() x r.
A 9. §-ban az (5.16) harmadik sorbafejtését általánosítjuk 
nem-pozitív egész kitevőkre is.
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6. §. Szorzat sorbafejtése.
Az (5-16) tekintetbevételével
(« +  l)m (r+ l)nP ^ ^ ( x ) P ^ { x )  = m\n\
m  n
(~ W'0i-(~-^)g(w +  a +  /9+l)>-(W+f +  d + l) ), / 1 — x  V’ + * 
(* +  l),(r + l ) sr ! s !  ' 2 /
r = 0  s = 0
(« +  l)m (r+l)n
m ! n !
m + n Ic
( — m )r(— n)k—»• (í i^—|—«—J— f- 1 )í-(íí-—z'—(—<?H— l)fc—)■ / 1—x \ k
V ' ^ '  (a + 1 )r(?* +1 )k—rr !■ (fe—r)! ' 2 I ;fc=0 )-=0
(—=— I helyébe az (5.16) harmadik képletét írva, (p, aj para­
méterekkel, azt találjuk, hogy
Dia, ji) („ \ TMr, )) iX\ — («+!)». (r+1)« \ ’ (p +  ff-hl)g(2S-fe +  0--f 1)
lm { ) n 1 ’ mini Z j  ( o + l ) ,
s = 0
m + n k }
X 1 X 1 ( — m ) r ( — n ) k - r  (—k )a { m - \ - a ^ - ß - \ - \ . ) r ( n - ir Y - !r d Jr \ ) k - - r  (g+l)fc |
Z j  —  (a +  l)r(r+  l)ft-r(e+ö•^-l)fc(Ä:+(>+ö•“,- I)s{k+ S+ Q  +  c-+ 1 }r\(k— r ) ! &=s r=0 I
• PlQ’al(x).
írjuk a sorbafejtést a következő alakban:
m  + n
Pia, ( x )  p i r ,  b =  ( « + i M r +  Dn V  2« +  e +  ^ + i  ( - ! ) *
m »»!»! S+p+cr +  1 (p+1), ’ J
Im +n m + n  4\ T V  (~  m )r (~  r i)k —7- (Hl+ a + / ? + 1  ),■ (w+ / '+ < ? + 1  )fc—rk ! (p + 1 )k I —  . Z L  («+lV(r+l)*.-r(s+í>+ff+2)/ír!(jfc—r)!(fc—s)!r=0 ft =  max(r, s) )
■ PJ<?’a>(x).
Lényeges egyszerűsítést az együtthatóra nem tudtunk találni, 
még egyenlő paraméterű JACOBi-polinómok sorbafejtésénél, sőt 
ultraszférikus polinómok esetében sem. Ez utóbbiakra igen ér­
dekes lenne legalább a
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P £  (X) P ^  (X) == V A',M' l)P £ \ ^ r  <*>
r - o
(m>n)
sorbafejtés együtthatóit lehetőleg egyszerű alakban meghatározni 
és levezetni a megfordítását is,
P m + n  0r) =  i  £ r ,n; 41 Ä r  {x) P ^ r ( x )
r = 0
(m>n)
alakban. Erre a kérdésre talán másutt sikerülni fog kielégítő 
választ adnunk.
Különleges esetekben az A (rm’n; z> együttható ismeretes, például 
a LEGENDRE-polinómokra; 11 ezt az összefüggést, hasznosságára 
való tekintettel, ideiktatjuk:
P m (x) P n  (x )
l  m  \ 3 /m--f-r\a
2m —2 w + 4 r+ l U - r j  \ r /  (6 .2)
mmj  2m + 2r + l  / 2m W 2m + 2r(
r=° 12«—2r /  \ 2r  /
(m>w)
Igen egyszerű összefüggések állanak fenn, természetszerűen 
a T n (x)  CsEBisEv-polinómokra, sőt még az Un (x)  másodfajú 
CsEBisEV-polinómok esetében is. így
/ m (X) Tn{x) —- Fm+n {•£) >2 I m—n {x),
Tm+n (X) =  2 Tm (X) Tn (x) -  Tm- n (X) T0 (x) 
és
n
Um {x) Un (x) =:: £  Ura+n—2r (X),
r = 0
U m + n  {x) =  Um {x) U n  (x) Um—i (x) U n —1 (x)
( m > n )
(6.3)
(6-4)
n — 1-re valamennyi szóbanforgó összefüggés a szereplő polinómok 
ismeretes rekurziós képleteit adja.
Más természetű sorbafejtéseket viszont könnyűszerrel levezet­
hetünk az eddig adott összefüggésekből. Nézzük például a (3.7) 1
11 A dams, Proc. Eoy. Soc. vol. 2 8 , vagy E. W . H obson, The Theory of 
Spherical and Ellipsoidal Harmonics. Cambridge. 1939,
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és (3.9) generátor-függvényeket és az utóbbiban végezzük el a 
következő helyettesítéseket:
Z z ( í - x ) =  t ( í -{^  *1 ,  2s(l+afl =  />1±-g -^ ± iy)
ahonnan
1+fjfx  — ———-  es z — • í
f+ *  ™ ~ (1 + t f  2
(3.9) tehát így változik a (3.7) jobboldalával való összehason­
lítás u tán :
(«+/3+l)fei tn
n = 0
(®+l)n(/?+l)n (1+0'i2w
í i r f j * « ,  
2 / "
/») i Í +  'S
?+J? )
/«+/J +  1 «+/? , „ , , 1 ( 1 - 0 0 - , )  1(1 +  0 0 + , )
1 i I ~ö * —ö---- r 1, a + 1 , p +  1 , -----, ; , s------------------------------
( í + i ^ í ^ y
m=0
2
m! («+/?+!)„
i(®+l)m(/?+l)n
(l+ o *
■ f+ if’ ^  (£)■?<"• ^ fo);
(1+0-
t megfelelő együtthatóinak azonosítása révén a keresett ered­
ményt nyerjük: 12
Pn“' ^  (X) P n ’ ^  (y) =  1)”(«+!)« (ff +  1)» .
(—I)’-(»+«+/?+!)<• / ^ + 1/ y p<a,rn( i + x y  \
_  {a+ l)r(^+l)r(n—r)l \ 2 I r l x-\-y I
r = 0
Másrészről a (2.9) generátor-függvény segítségével könnyen 
bebizonyítható a következő összefüggés:
p ( « , / i+ n )  ,  S p ( a , p  + m )  
j. rn \'^ )srn ( X )  pu
(a +  l ) m ( ^ + l ) n ( / g + l ) m + w 
(® +  l)m+n
min(m, ra) (6-6)
V  (« + /? + l+ w + n )r(m + n -2 y )!  (g+8r, /<.h.)
* Z j(« + l)r (^ + l)m +„ -rr !(m -r)!(n -r )!\ 2 / m+”- 2r wr=0
12 Más bizonyítását lásd W. N. Bailey, Proc. London Math. .Soe. vol. 
41. 1936. p. 215—220.
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és megfordítása:
p(a, fi) , \   Ili ! W ! 1 )m + n (ß~h f)m + n
m + n W _ (m + « )! (á+l)t»(«+l)n
min (m,n) /n n\
V  (-!)>•(«), .(a+l)2,.(«+/g+l+w+n), /1 —ag Ü2r (6‘7>
_ _  (a + l+ m )r (a +  l+I2.),-(«)2r(/?+l)m+n-r  ^ 2 /
r = 0
p{u+ir, fi+n) ( \ p(a+2r,/J + m) / , 
m—r. n—r V'W*
Hasonló eredményeket vezethetünk le (2.1 l)-böl az ultra- 
szférikus polinómokra is. Másrészt, például m = n  esetében, az 
(—Q- )  <i+r)(a?)-nek P£a’,í+n) fej szerinti sorbafejtése és
(6.6)-ba való helyettesítése révén a (6.1) különleges esetét kap­
juk, esetleg az abból levezetett képletnél egyszerűbb alakban is. 
Ezeket a számításokat itt azonban mellőzzük.
7. §. Integrál-összefüggések.
Szegő, idézett könyvében, ad néhány integrál-előállítást a. 
Jacobi- és ultraszférikus polinómokra éspedig az (1-2)-, (1-10)-, 
illetőleg (2.2)-ből levezetett kontúr-integrálokat és ezek bizonyos 
átalakításait. Itt mi a kérdéses polinómokra csak egy-egy integrál- 
előállítást említünk meg, a § többi részében pedig oly integrál- 
összefüggéseket. tárgyalunk, melyek különböző paraméterű Jacobi-  
polinómokat, illetőleg ultraszférikus polinómokat tartalmaznak.
A hipergeometrikus függvény klasszikus integrál-előállításá­
ból, a
F(a, b; c; x) =
/uv) /* (7-1)
=  ■ - —— j u b~ x { \ ~ w)c_í>_1( l — u x ) - adu.r ( b ) l \ c - b ) Ju
( n  ( o >  « ( b ) >  o)
összefüggésből, (0.2) alapján a feltételeknek megfelelő, következő 
integrál-előállítást nyerjük:
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P t\a - /*-”> ( x )  =
/^(w+ci-f-l) f' 1 / 1—x \ nj  (7-2)
n l A a  +  V- I l / ' !  -9 1 J  *  f  ( 1 <1 '  “ -  J - )  **’‘ 0
ahol a >  — 1 és —1 < /? < 0 .
Bögtön megjegyezhetjük, hogy a (2.9) generátor-függvény 
innen is könnyen levezethető.
Az ultraszfórikus polinómokra egészen más természetű integrál­
előállítással is rendelkezünk. Ez : 13
P^l){x) =
1 71(^  +  |)  (2X)n  C i  i < /—2—7 • w_i j (7-3)=  —7=--------------------- I (íc-f- y as — 1 cos <p)n sin2* y  dp ;
v  n r(A) n  \ . J
(R U)> —I)
A =  |  (azaz a LEGENDRE-polinómok) esetében a megfelelő integrál­
képletet Szegő könyve is tárgyalja.14
Térjünk most már a mi tárgyunkra. A (7-1) általánosításaként
ismeretes, hogy15
F ( a ,  b ;  c ;  x )  =
=  T ir ) 'r{c—r) J  ^ ^ ~ v c^~r~1F a^’ b; r; vx">dv• ^  ^
o
(c > y > 0 )
Ha itt a— —n, b — w+a-f-/?-j-l, c = a + l  és y helyett ^-J-l-et 
írunk, (0 .2) szerint a következő eredményre jutunk:
P,jf< fi (a?) =
í
= -----7~(w-|-a-r 1)-----  i v r ( l —trt“—r-ipüi «+/*—y) rí — v(i — x Y \ d v
r { n + r + \ ) r { a - r ) J  " L 1 n ’o (7.5)
(a>y>—1)
Most tehát integrál alakban kaptunk oly összefüggést, mely az 
5. § rtj-ban adott paraméter-változtatási képletekhez hasonló ter-
13 Loc. cit.8
14 G. Szegő , loc. cit. §. 4. 8.
15 A. E r d é l y i , Quarterly Journ. of Math. vol. 8. 1937. p. 200—213, 
267—277. Általánosításokat lásd pl. 3 alatti cikkünkben.
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mészetű. Valóban, ha az integrál-jel alatt szereplő jACOBi-polinóm 
helyébe a (4.1) multiplikációs képletet írjuk és tagonkint integrá­
lunk, az (5.14) összefüggést találjuk. Fordítva, az (5.13)-nak 
megfelelő, (7-5) alakú integrált is felírhatjuk.
Másrészt, ha (7.5)-be a (4.6) multiplikációs képletet helyette­
sítjük, integrálással a redukált (4.7) alakra jutunk, ami egy­
értelmű a másutt bebizonyított
F {a , b ; c; x )  =
1 (C,\ r < T  í — Ft {a, a,  b ;  a, c; set)I (a — a) I  (a) J s t)d t
(a>a> 0)
összefüggéssel.16
Az ultraszférikus polinómokra vonatkozólag ugyancsak a (7.4) 
egyenlet adj a meg a kívánt integrál-képletet, az a  — — n,
b =  n  -f- 21, c =  1 +  §, t --  |  helyettesítéssel:
- P « V )  =
( - í r  r ( i + 1)
X n m
+i
f (t - v2y -1 pMJF°2n—1 (»/■ V 1du. (7.6)
Ha (7.6)-ba, az integrál-jel alatt szereplő polinóm helyébe a
(4.2)-nek megfelelő kifejezést írjuk és tagonkint integrálunk, az 
(5.15)-öt találjuk. Ez az 5. § a)-ban jelzett bizonyítása az ott 
adott (és nem bizonyított, vagy más módon bizonyított) össze­
függéseknek.
De (7.4)-, (illetőleg (7.5))-ből levezethetünk még a kétfajta 
polinómok között kölcsönös integrál-képleteket is :
P }“’ V  (x) — r ( n - j-a-f-l)
(a + ß + i ) nr ( ^ - + i ) r (, / a ~ ß
1 a+p a - p  a /a+ß+l}
■ f  V~*~ (1  — V p  1 jP,} I
(7.7)
[1 — tr ( l  —re)] d v ,
16 C. S. Me ijek , Zur Theorie der hypergeometrischen Funktionen. Proc. 
Kon. Ned. Akad. v. Wet. Amsterdam, vol. 42. 1939. p. 355—369.
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ahol u > ß >  —  1 ; megfordítása:
ia+ß+1) (o"\-ß-\-i)nr
a hsc)=
a + ß
r ( n + « + l ) / ’( - £ ^ - )
t>-«
(7.8)
• j V ( l - u )  s «)] dv.
(/Oa>—1)
Az ultraszférikus polinómok JACOBi-polinómokkal való kifeje­
zései még a következők is
( - i m « + « + i )  i
P t ^(05) («+ /9+ l)nJT(a +  |) / tt
' 1 («>--!>
illetőleg
p(i) _  ( 1 ) " Aa?'|/^ vr
2« + i w  r(w + a+ 1) r ( \ - a )
(7 9)
rff,
(7.10)
■ I* va (1—v)~a~ 1 P,jß>1-0 * (1 — 2VÍC2) dv.
0 («<*)
Az itt adott integrál-összefüggések általánosításai é s  megfordításai 
Kogbetlianz és Uspensky speciális, a Laguebre- és Hermite- 
polinómokra vonatkozó hasonló eredményeinek. Erről és más, 
az említett polinómokkal való összefüggésekről fogunk a most 
következő fejezetben beszélni.
8. §. Összefüggések a Laguerre- és Hermite-polinómokkal.
Ismeretes, hogy a Laguebre- és ÜERMiTE-polinómok a Jacobi-» 
illetőleg ultraszférikus polinómokból, a paraméterekre vonat­
kozó határérték-átmenettel is levezethetők.17 így a Laguerre- 
polinómok:
es
L'f(x) =  lim Ej"- f 1 - 2 * )/í—>oo \ p I
L f ( x )  =  (-1 )"  lim /»> -  l ) ,
a—► co O.
1 Z  L ásd  pl. G. Szegő, loc. cit., (5.3.4) és (5.6.3) összefüggés.
(8 . 1)
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az HERMiTE-polinómok pedig
H n (x) =  n ! lim I ® P,\í] ( -^y=- \ • (8.2)
i-»» \ y A /
Ezeknek a képleteknek segítségével az előbbi fejezetekben 
adott generátor-függvényekből és más összefüggésekből azonnal 
levezethetjük a Laguerre- és HERiiiTE-polinómokra vonatkozó 
és nagyrészt már ismert eredményeket. Ezek közül csak azokat 
említjük meg, amelyekre itt szükségünk lesz. így a (2.5)-ből, 
(8.1) segítségével, rögtön az ismert
^  x f T L " * (^ )=  ( ^ )  (8-3)
generátor-függvényt kapjuk. Itt Ju a BEssEL-függvényt jelenti. 
Továbbá ugyanez a határátmenet adja (B.7)-ből az ú. n. Hille— 
HARDY-féle összefüggést: 18
oe
2
n!
7”” « —j— 1)
znUfi) (x) L*“* (y) —
z (x+y)
1 - Z  
(I* <D
2 jA tq/z \
1 -Z  / ’
(8.4)
ahol I a az imaginárius argumentumu Bessei,-függvényt jelenti.
Elsősorban azonban a (0.2)-ből levezethető definíciót kell 
megemlíteni: >
W ( x ) (<*~t~ l)»i 
n \
^ { — n ;  a + 1 ; x ). (8.5)
Ami az HERMiTE-polinómokat illeti, elég ha megemlítjük azt 
az ismert tényt, hogy (2.2) a (8.2) alkalmazásával rögtön a 
H „ (x) generátor függvényét adja.
l s  G. Szegő, loc. cit., (5.1.16) és (5.1.15) összefüggés. A Laguerre- 
polinómokra vonatkozó eredmények összefoglalását lásd pl. E. F eldheim, 
Développements en série de polynomes d’Herm ite et de Laguerre á l’aide 
des transformations de Gauss et de Hankel. I —H-—III . Proc. Kon. Ned. 
Akad. v. Wet. Amsterdam, vol. 43. 1940. p. 224—248, 379—386.
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írjuk ipost már fel a következő integrál-összefüggést: 19
F(a, b; c; x) =  ua~F u1F1(b; c; ux)du  (8.6)
és megfordítását:
{Ra>0, jr+ J ) 
(0 + ,a? + )
1 ^ 1  (a; C; =  J euu~l F [a, b; c ; ~ ) d u ,  (8.7)
(Ö+O, —1,—2,..,)
ahol az integrációt egy a —-oo-ből kiinduló görbe mentén vé­
gezzük, mely a 0 és a: pontokat pozitív irányban megkerülve 
a — oo felé tér vissza.
Ha már most alkalmazzuk a (8.6) és (8-7) integrál-össze­
függéseket a (0.2)-re és (8.5)-re, a következő érdekes eredményre 
ju tunk : 20
PJia’P{x) = 1r{n-\-a-ki^+1)
co
- j  un+a+ße~uU “) ( u - g - j  (8.8) 
0
*68
UF(x) = r ( n + a - hß) 
2 in
{n-ba + (0 >—1) 
(0 + ,®+)
j  euu-n- a- ‘iP1\a’ F ( l -  ~ )  du. (8.9)
(n + a+/S+0, —1, —2 , . . . )
Az alkalmazások szempontjából különösen a (8.8) fontos. Ha 
ugyanis a LAGUERRE-polinómokra vonatkozó ismert eredmények­
ből indulunk ki, a (8-8) segítségével könnyen bebizonyíthatjuk 
a  jACOBi-polinómokra a megfelelő és már más m ó d o n  levezetett 
összefüggéseket.
19 E. F eldheim , loc. cit.,3 ill. a (8.7) összefüggésre, A. E rdélyi, loc. 
■cit.15
20 Ha F  -re és jl'j-re alkalmazzuk a (3.13) Euler-transzformációt, (8.(íj­
ból a Jacobi-polinómok egy másik integrál-kifejezését is levezethetjük:
P* ' f i{ x )=  r J F F p r F( -^ r / (-"-/*; «+1 ;
Ez közvetlen általánosítása a Laguerre-polinómok Hankel-transzforuiációval 
való előállításának (lásd pl. loc. cit.18)
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Ily módon a (8.3), (8.4) és (8.8) alkalmazásával egy-egy új 
bizonyítást adunk itt a (2.5) és (3-16) generátor-függvényekre. 
A (8.8)-ból
y
n = 0
/ '(» + « + /? + ! )
/ ’( n + a + l)
znP.;{“■ /*> (x) —
coJ  ua+Pe~u
u
V
n«*0
(zu)n
r { n + a - f-1)
Ha most tekintetbe vesszük a (8.3) generátor-függvényt (amelyet 
itt ismertnek tételezünk fel) és a
| e~att ^ lJt {M) dt -- 
o
I b Y  l a*+ b*\ i  ~  u r([ i+ v)  / v - g
\2a) \ a I a*r(v+1) \ 2 ^
v—/z-J-l , b2 
2 v+ 15
összefüggést,21 úgy éppen a (2.5)-öt találjuk. Említsük meg, 
hogy az összeg- és integrál-jel felcserélésének jogosságát itt nem 
kell külön bizonyítanunk.
Ugyanígy a (8.8)-ból
K ( z ) =  JV n  i
12= 0
f ( n + a + l ) znP Ja-?~n) {x) PJitt’ y~n) (y) —
1
r(a-|- ß - \ - l ) / 1( a + r + l )
co coJ  J  u“+t*va+ye-u- v ■
V n i
n= 0
r ’(ra-)-a-j-l) (« L\v (v -’- y - )  dudv,
1—a;továbbá, az ismeretesnek vett (8.4) alapján, ha Q
' ?/ _  „
21 Lásd pl. G. N. W atson, loc. c it.7
TA JA C O B I-POLIN OM OK E LM ELETEH EZ. 491
K ( Z )  =
_________ 1_________  i c »  2
r {a - \ -ß - \- \ )  I \a - \ - y - \ - \ )  1 — Z
oo co a a 1—2 ( 1  -|) 1—2 (1—ri) i g\ * Í  p-
n* * V  * V *  / .  (J7
Ezt a kettős integrált úgy számítjuk ki, hogy a BEsSEL-függvény 
helyébe explicit alakját írjuk és tagonkint integrálunk. Ezáltal 
csak két egyszerű EuLEB-féle integrált kell kiszámítanunk, vagyis
K{z) =
1 Czfry) -
/ 1( a + l ) E ( a + / 9 + l ) / ’(« +  ^ + l )  1 —Z
i-»(i—I)
1—1 d u ■
\ i —z /  r i ya- t i ) r jr=0 0
v / / ^ r 2r 1 r ,
! ( + l J “'
+/#+re
l - g ( l - i l )
I-* dy =
( l _ 2)«+/í+r+i
• j  va+y+re
o
1
~  / > + l )  [ l - z ( l - f ) ] “+/*+1[ l - z ( l - r)]“+E+i
(a+ lV r! [ ! - * ( ! - £ ) ]  [1 -2 (1 -* )] .
Ez a végtelen összeg a (0.1) szerint F  függvény, és ha alkal­
mazzuk reá az EüLER-transzformációt, éppen a (3.16)-ot kapjuk.
Az ultraszférikus és LiGUEEBE-polinómok között is fennáll a
(8.8)-hoz hasonló integrál-összefüggés:
1—ÍC (8.9)
U > - f )
A LEGENDRE-polinómok esetében ez különösen egyszerű alakot
ölt, mert csak a O-paraméterű Ln LAGUERBE-polinómok szerepel­
nek benne:
oo
Pni.%) — ~ y J  une~uL„ (u Í"^X ) du.
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A (8 • 9) alkalmazásaként a BESSEL-függvények elméletéből ismert 
integrál értékének helyettesítésével könnyen levezethetjük (8-Sí­
ből és (8-9)-ből a (2.2) generátor-függvényt.
Végül említsük meg a
co
p w (x ) — — f  e~u\ i n+-l~lHn(vx) du (8-10)
, ő
integrál-összefüggést,22 az ultraszférikus és HERMiTE-polinómok 
között. A (2.2) generátor-függvényt innen még könnyebben le­
vezethetjük, ha a Hn(x) generátor-függvényét ismertnek vesszük. 
Bebizonyíthatok még a
[t]
í ' - H y )  -  S  ('7 » - jM > r  V r - ^ i - ^ H n - t A y ) ,  (8 -1 1 )
r—0
és ennek határesete (í-> 0), valamint a
+ oo
( 2 f ) « = _ J _  f  e-y'Hn(y)P.M{ty)dy (8.12)
Wn \  K
összefüggések is.
Említsük meg végül, mint a (4-6) és (4.12) határeseteit, a 
következő összefüggéseket a L aguerre- és J acobi-, valamint az 
H eemite- és ultraszférikus polinómok között:
\ 4  (2rJ-a-)-/?-|-l) T\r-\-a-\-ß-\-l) / ’(w + a+ l)  
é—  r in + r + a + ß - j - Z )  r { r + a  +  l)
(8.13)
/’74f+r/s+2r+1)(í)Pí<"'/i>(£C).
A (8.1) h a tá rá tm e n e te k  to v á b b i a lk a lm az ásá v a l lev ez e th e tjü k  
in n e n  a LAGUERRE-polinómok m u ltip lik á c ió s  k ép le te it, to v á b b á  
a  (8.18) m e g fo rd ítá sá t is. H a s o n ló  m ódon
22 A ppell—Kampé de F érjet n a la tt idézett műve szerint ez az össze­
függés megtalálható N. Nielsen, Kecherches sur les polynomes d’Hermite, 
Det. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. Matb.-fys. Meddelelser. I. fi. 1918. 
munkájában.
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H n (x t)
rT]
= m  V ( - i r  ln-* r L r n-* rV ) P X \ r ( x ) ,  (8.14)
II i ~ r ( J  \Q)n—r
aminek több érdekes alkalmazását adhatjuk. Említsük meg, hogy 
(8.14) egyértelmű Uspensky integrál-képletének23 24egy általáno­
sításával. Maga az UsPENSKY-féle eredmény a (7-9)-ből (8.1) és
(8.2) alkalmazásával rögtön felírható. Ugyanígy levezethető (7-5)- 
ből, (8-1) segítségével, a LiGUERRE-polinómokra vonatkozó és 
már megemlített KooBETLiANiz-féle összefüggés is.21
Természetesen még igen sok összefüggést lehetne megállapí­
tani e négy polinóm-osztály között. Mi megelégszünk itt az 
ebben a fejezetben adott eredményekkel.
9. §. Általánosítások.
Foglalkozzunk most a már több helyen jelzett általánosított 
eredményekkel. Az összeg átrendezése által könnyen bebizonyít­
ható, hogy
^  zrF{a+r, b; o-j-r; xz) =  í \ {a ,  b, h; c; xz, z), (9.1)
r=0
C1*I<1)
ahol Ft az ÁPPELL-féle kétváltozós
Ft (a, b, b'; c; x, y) =  y y  ^ j r (b)r(b')8
r—0 s=0 (c)r+8r ! S !
-x 1 y s (9.2)
hipergeometrikus függvényt jelenti. Az összetartás feltétele itt: 
| x  | <  1, | y  | <  1. A (9-1) baloldalának más átrendezése révén a
23 Lásd p l. G. Szegő loc. óit. (5.6.5) összefüggést.
24 E. Kogbetliantz, Recherehes sur la som m abilité des series d’Hermite. 
Annales de l’Éc. Norm. Sup. (3), vol. 49. 1932. p. 137—221.
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y ^ r ^ L F ( - r , b ;  - h + í - r ;  x)zr  =  
_  (c \ r !
r = 0
=  Ft (a, b, h; c; xz, z)
d*l < i)
(9.3)
összefüggést találjuk. Ha itt h-=—ß, b=a-j-ß-\-1, (0.2) szerint 
a következő általánosított generátor-függvényre jutunk:
W»
n = 0
— id, (a, a + ^ + l >  ~ j c J —^ — 2; 2j >
(9.4)
(I * I <  i>
ami magában foglalja a (2.9), (2.10) és (3.17) képleteket. A két 
utóbbinak általánosítása a (9-4) következő speciális esete:
oo
y , T ^ k r ^ a>^ n)(x)zn =
ihJ (fl “H l)n
n = 0
(1—z)~a F [a, a-{-ß -1-1; « + 1 ;
(I * I < í)
(9.5)
z ( l —x) \
2(1—z) /
Könnyen általánosíthatjuk a (4.6) multiplikáció-tételt is. 
Az ott követett bizonyítási eljárással a következő összefüggést 
találjuk:
F (a ,b ;  c; t ^ )  =
(9.6)
__ (aV(ő)r(r+» +  lV e, (a+r ,  b+r,  8 + 1 + r ;  \ p( {) .
~~ Z j  (c)r(r+^+l)ír 3 2 l c + r ,  r + d + 2 + 2 r  / r
r=0
Ha a = —n, b = » + a + /? + l,  c =  a + l ,  (9-6) ismét a (4.6) össze­
függésre vezet. A redukciós esetek itt: c = d + l  és t =  l esetében
még « + b  —c +  f  is.
Adjuk most a (9-6) néhány különleges esetét. 
a) Ha b=c,  a JACOBi-polinómok inverziójának általánosítását 
kapjuk, amit itt csak t =  1 esetében írunk le:
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V 1 E’(y -f-fl- |- l)(2 7 ,- j - ^ - |- d - j - i ) ( — a y /X r - i-y - i-d - i- i )  p iY t ) , ,
~_J r ( r+r+l ) r ( r+a+r+#+2)  r ' Kh
r = 0
(>"t-a>-l)
Ha a = n ,  (9.7) azonos (5.16) harmadik képletével.
b) Ha b—c, írjunk (9-6)-ban t helyébe — -t és legyen a —yoo :
t
€
1 +CC
<j>
=  y  ( r+ ^ + l ) t  W t + i + r i  r + á + 2 + 2 r ;  t)P+r-»(x).
r = 0 V
(9.8)
Innen a p és d megfelelő választásával a BESSEL-függvények 
elméletébe tartozó összefüggéseket vezethetünk le, többek között 
Sonine, Poisson és Gegenbauek ismert tételeit stb.2:i
c) írjunk a (9.6)-ban: —-— =  ey, y  — — , t =  — -t és legyen 
e—>0. Ekkor a LAGUEKRE-polinómokkal kapcsolatos
=  2 ( - i r
r=0
í ’(a, b; c; yz) =
{a)r {b)r_ zr^ a + v ,  b + r j ^ + l + r ;  D , ){y) (9-9)
(ß )r
összefüggést találjuk. A paraméterek megfelelő választásával 
most a LAGUERRE-polinómok általánosított generátor-függvényeire 
jutunk, amelyek egyébként a (8-1) segítségével (9.4)-ből is le­
vezethetők. Ezekre itt részletesen nem térünk ki.
Adósok vagyunk még a (3.3) bizonyításával, amit most már 
könnyűszerrel megadhatunk. Legegyszerűbb lesz a jobboldalon 
szereplő (x)P^a> fi'1 (y) szorzat helyébe a WATS0N-féle (3-1)
kifejezést írni és az F, függvényeket (3.2) szerint sorbafejteni. 
Be kell bizonyítanunk, hogy a két oldalon a megfelelő együtt­
hatók egyenlőek, ami egyértelmű a
y  ía (ft Jrp)k (« + /? + 1 +  %p)k _
k=o (« + /5 + 1 + 2p)ífc/c!
• tkF (a+ p+k ,  b + p + k ; a+ /9+2+2p+2/c; t) =  1
25 L ásd pl. G. N. Watson, loc. cit.7
/
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azonosság bizonyításával, p  minden nem-negatív egész értékére, 
ba 11 1 ^  1. Ez azonban a (9-6)-ból rögtön következik, ha ott az 
x ~  — 1 és c = d + l  helyettesítéseket eszközöljük. A (3.3) helyes­
sége ezzel igazolást nyert és most már jelezhetjük alkalmazásait 
is, a 3. §-ban tárgyaltakon kívül.
Ha (3.3)-ban a ? = ± l  vagy 1, a (9.6) összefüggést kap­
juk, tehát e két eredmény kölcsönösen levezethető egymásból.
1Ha ugyanott, a (3.3)-ban, a  =  b  =  —■, í — eaz és e - > 0 ,
£
H. Bateman egy fontos eredményét találjuk, melyet a következő 
alakban szokás írn i: 10 26 27
z J a ( z  sin <p sin <p) Jp ( z  cos <p cos <p) —
_  2 «+/í + 2 8ina^ , sin“^ cos t ip eos^ip-
■ 2 ( -  +a+( t+ í ( z ) P , \ a ’ fi> (cos f y ) P ' a ' V ( COS 2 $ ,
n=0
ahol cn — (^n '^ 7 (lásd az (1 -3)-at).
10. S. Két- és többváltozós Jacobi-polinómok.
A jACOBi-polinómok (0-2) definíciójából kiindulva, P. Appell 
kereste a többváltozós jAcoBi-polinómokat is. Megtartva az ő 
jelöléseit, a kétváltozós polinómok AppELL-féle kifejezése a kö­
vetkező : 2~
F m, n ( a ,  y ,  y ' ;  x ,  y ) =  (1 — x - y ) m +n  
■ i"\ ( r + y '— a -m—n;  —to, —n ; y ,  y  ; y
x + y —  1 ’ x - \ - y — Í r
ahol h \  a (3.11)-gyel megadott hipergeometrikus függvény. Mint 
A p p e l l  kimutatta, ezek a polinómok rendelkeznek az ortogona- 
litás tulajdonságával és az (1.2)-höz hasonló alakra is hozhatók. 
Mindamellett könnyen látható, hogy e polinómok formális tulaj­
donságai nem mutatják közvetlenül a (0-2) JACOBi-polinómokkal
2,i loc. cit. 7
27 P. A ppell, Sur les functions hypergéomótriques de plusieurs varia­
bles. Memorial des Sc. Math., fase. 3. P aris. 1925.
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való rokonságot, azaz például a generátor-függvények, az explicit 
alak stb., nem lesznek a PSp fi (íc)-re levezetett összefüggésekhez 
hasonlók. Ezért kerestük a jACOBi-polinómok egy másik általá­
nosítását, mely ennek a követelménynek megfeleljen. Itt csak a 
formális tulajdonságok ismertetésére szorítkozunk; más, behatóbb 
vizsgálatokkal esetleg később fogunk foglalkozni. Mindenesetre 
már itt megjegyezzük, hogy az ortogonalitás fontos kérdése e 
polinómokra még megoldatlan.
Lássuk tehát a mi általánosításunkat. A kétváltozós Jacobi- 
polinómokat a következő módon határozzuk meg:
pf“-/*)/™ — (gH-l)m+n
A m , n  y )  —■ ^  |
■FÁ
ml n
m-j-npa-j-ß-j- 1, —m, —n \ «-)-!; 1— x  1 — y )•'
( 10 . 1)
ahol Ft a (9.2) hipergeometrikus függvény, —
Míg A ppell új paramétert vezet be, látjuk, hogy (10. l)-ben csak 
az egyváltozós polinóm két paramétere fordul elő. A több- 
változóra való általánosítás módja világosan látható.
Az általános Ft függvényekre adott eredményekből28 a 
Pmén (oc, y) igen sok tulajdonsága azonnal kiolvasható. Itt csak 
a főbbeket ismertetjük, az egyváltozós esettel való analógia be­
mutatása végett.
Ha felhasználjuk az F1 EüLEK-transzformációját,
F1(a, b, b'; c; x, y) =
=  (1— x)~b( í — y)~b'F1 (ö—a, b, b'; e; x____  _ y _x —l ’ y —r)>
a következő módosított detinícióra ju tunk :
p K / O /  _  ( a + l ) » n + n  / l p X  \m / l p y  | n
r m<n[ x , y ) -  m \ n \ \ 2—/ \ 2 /
x —1 y —l• F1[—m —n —ß, —m, —n; a +  i ;
v (10.2)
x-\-i ’ y ~\-1
28 E. F eldheim , loc. cit.8
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Innen rögtön következik az (l.l)-hez teljesen hasonló explicit 
a lak : az íc-ben m  és y-b&n w-edfokú kétváltozós polinóm:
m n
, A _ V V Í  rn+ n + a  \ l m + n + ß \  l m + n - r - s \
r m,n [X,y)  ^ £ j \ m + n _ r _ s l \ r + s  } \  m —r  )
r =0  8 = 0
no
|J’+ S |  ^x  — \ j  | y - í  |£ - H  jm- ’' | y + 1  jw~ 8 1
Ugyancsak látható az is, hogy
P £ X \x , y) =  ( - í ) tn+nP%’Z)( - x ,  - y). 
Másrészt, ha tekintetbe vesszük a
(10.4)
b , b ' ; c ;  y ,  =
=  y  y(_iy+*
r=*o 8=o , r!s!
(b)r (b )s , , , y_6_ r / _  1 N_b>_
• í; (a , — r ,  - s ;  c ; x ,  y )
összefüggést, a (4.1) multiplikációs képlet általánosítását kapjuk:
np(a,p) I., 
a [-1 J. m,n \1
1 —a? . 1 — y
— ?— , 1 -------- - ) =
(« +  l)m+n(A l)r (^ 1)S 7~>(«, /i+r+s) , A
~~ ' («+l)m+n—r-sí*! S! ^  ^  A
(10.5)
ahonnan az egyváltozós esethez hasonló következtetéseket von­
hatunk le.
A kétváltozós (10.1) jACOBi-polinóm differenciál-egyenletei is 
teljesen hasonlóak az egyváltozós polinóméhoz. így (10.3)-ból
d
dx
d
dy
-P m ;f (x ,  y) =  ± (m +n +a+ ß+i)P% X 1; t 1) (x, y),
Pm.X (x, y) =  l ( m + n + a + ß + l ) P £ X X +1)(x, y);
(10. 6)
az í \  hipergeometrikus függvények elméletéből pedig, ha
Pm.’n (x, y) =  P,
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d-p
( l - m 3) - ^ -  +  (l + x ) ( l - y )
d*p
+
d p
dxdy
il / -
+  [(n+ß—«)—(w + «+ /?+ 2) x] 
dP
m ( l—y) +  m{m-\-n+a-[-ß-\-\)P =  0
d°-P d^P
+  ) d + 2/)W  +
dP
+  [(m+ß—a)—(m + a + ß + 2)y] ~  +
+  w( 1 —x)
( y - x )
dP
dx
d-P
dxdy
■ n ( w + n + « + /3 + l) P =  0,
dP dP
■ n -7.----- m  -T--  =  0.dx dy
(10.7)
Ez is az egyváltozós esettel való teljes analógiára mutat, ami 
hasonlóképen kitűnik a generátor-függvényekből is.
Kezdjük az ú. n. «homogén-csoport»-képlettel:
Sl S  Pm’f  {%, y) UmVn =  2  (u+v)kPka’ ^
m = 0  n = 0  k = 0
ahol a jobboldalon az egyváltozós (0.2) jAOOBi-polinóm szerepel. 
A (10.8) bizonyítását legegyszerűbb az Ft integrál-előállításának 
segítségével29 végezni, amely szerint
p% :<!\i - 2 « , i - f y ) = / ’(a-f-l-f-m-l-w)
r ( « + ( 5 + l + O T + w )  r { — ß —m —n)m \n-
t  + n  + a +Is (1 — 1 (i _  tx)rn (1 -  ty)ndf =
r ( a + i) r ( ß + i)  sin fe  («+  l)m+n(ß+ l)m + n
r{a-\-ß-\-P) n (a+/9-f-l)m+nw! W!
t ( t x - l ) \ m I t ( t y - í )  
l - t  ) \ 1 - t f t " +P { l - f ) - ? - ' d t .
- 9 P. A p p e l l , loc. c i t .- '
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így
oc CO r ( a + i ) r ( ß  +  l) sin ßn
2  Z P m .’f i  , „ . u
m = 0  n — 0  7  ( «  +  P  + 1 )  n
■ j V v (l - 0 - í - ' F ( « + l ,  ,9+1; «+/9+1; ttt^+-V)<-(«+»)]
1 - í </í
co rn
y y (a+ l)m(—m)*(a+/9+w+l)fc
m=0 /c=0 m !(a+ l)/c/c!
=  2 ( « + ^ í - ( l - ^ ) ,  q. e. a
«*+•>" ( ^ ) -
m= 0
A (10.8) és (2.1) segítségével most már azonnal felírhatjuk a 
kétváltozós JACOBi-polinómok generátor-függvényét i s :
oo oo
2  2  Pm!n {oc, y )u mvn =  2“+/< [1 — 2«£c—2vy +  (M-fv)ä] 1 •
m =0 íi=0
• {1—m—v + i l —2míc—2oí/+(«-fv)2]í}- “ • (10.9)
• { l+ M + u + f l  — 2?cr — 2v/y+(«+v)*]“}—
(10.8)-ból könnyen levezethetők még a kétváltozós jAcoBi-polinó- 
mok redukciós képletei i s :
p^a<^(T y i  — ( f f l - f - ^ ) !  p ,a<!í)/x \■* ni. 7t ' * ' ) —  I ^ i -L m -\- n v^Wm in i
es
r>(“>/*)/„., i \ _  (« +  l)m+n n (a, ff+n)//vA
r  m , rt O '- > 11 —  ' PT j 77  !•* '/•n! (« + l)m
Az egyszerű generátor-függvény, a (2.9) általánosítása, itt 
szintén ugyanolyan alakú:
oo oo
2  2  Pm,’n~ m n> (*£> V)UmVn =
m = 0  n = 0
=  ( i -« -« > »  (í -  - 1+a?u- 1+ 2/2 2
( I «  | +  I V | < 1 )
a (2.5) általánosítása végett pedig keressük a
oo ce
V 1 V I $ )m + n u mtfiF.(a + m + n , —ni, —n ; c; íc, ?/) 
_  to!w!
m = 0  7i= 0
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összeget. A (9.2) helyettesítése és az összeg átrendezése után ez 
a következő alakra hozható:
2 2 2 2r = 0 .9= (I «=0
{ahr+is ( -x u ) r{ -y v )s
(c)r+8r ls \
(a+ 2r + 2s)p+gU'W
De
V  V  +  _ (1 „ ,A—a—9r—
X  I X  , p ! q  1 — y i u v )
p = 0 q= 0
(| U  + v | <  1)
és így, a (2.3) értelmében végül is az
( í - u - V)-“F ( - j ,
(l~\- 1
~ J —; c >
4 (ux+vy) \ 
(1 - u - v f )
kifejezést találjuk. Ha már most a—a + ß + 1, c= a  + 1, a keresett 
generátor-függvény:
2  2  " t etm— J  ( C f j “ 1 )m  + n ( 10 . 11)m—0 n = 0
(1 —u — v)~n~ p - ll<i a
+/9+1 a+ ß
+ 1 ; a + 1 .
2«(1  — a ;)+ 2v(l —y) \ 
(1 - u - v f  r
(ahol |w + v |< l ) .  Az általánosítás akárhány változó esetére 
innen közvetlenül felírható.
Másrészt könnyen bebizonyítható a (10.8)-hoz hasonló követ­
kező «homogén-csoport» képlet:
Y Y  («4-^+1),,
m= 0 n= 0 ( « + i ),'m+n
■ ul"vnP{,“'} % (x, y) =
=  2 í 2 ^ ± i t ( „ + „ r f í - ' ' ' ( ^ ± 2 í . |_  (a+ l)r \ u + v  Ir= 0
is, mely a (2.5) alapján rögtön megadja a kétváltozós (10.11) 
generátorfüggvényt.
Ha bevezetjük a kétváltozós «ultraszférikus» polinómokat, az
(1 .6) analógiájára:
34*
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P m ] n  (X, U) '
(2A)m + n y ,(/ — 1, 1 — 1)' i
(A +  ••)m+n 
(RW>~ i]
m , n \x ,y ) - ,  (1 0 .1 2 )
az előbbi összefüggésből rögtön levezetjük a (2 .2 )-höz teljesen 
hasonló generátor-függvényt:
2  2  P m , n ( x ,  y)Um\fn — [1 —  %Á,X — ,Hvy-\-{U-pV'f\~l. (10-13)
m=0 n=0
Innen levezethetők a következő elemi összefüggések:
P m , n  ( - X ,  - y )  =  (— i) m+nPm!n (X, lj),
Í c P™’n{X’ y) =  V),
U)
P m ] n  {X, y) =  2 A Pm , » - 1  (x, y)(2 +  1)dy
(10.14)
es az
( m + í ) [ P ^ + h n (x , y ) - ^ y P m + \ ,n - \ ( x ,  y)+Pm+ i , n - 2 {x, y )]=  ( í o . l ő )  
=  2 x ( m + i ) P m ' „ ( x ,  y ) —(m + % l — í)P m -i,n (% , y)—^{rn+X)Fm]n - l i x ,  y)
rekurziós képlet, valamint az n-re felírt analóg összefüggés.
A kétváltozós j A c o B i - p o l i n ó m o k n a k  e z t  az á l t a l á n o s  jellegű 
i s m e r t e t é s é t  é s  egyúttal d o l g o z a t u n k a t  is a következő k é t  h a t á r -  
összefüggéssel zárjuk:
lim P,(«, p) (n, n  \ 1
%x A 2 y \ _ TM
, 1
ß
|  =  L m ,  n  (X, y),
a h o l  Lm]n(x,y) a  k é tv á lto zó s LA ouEEEE-polinóm ok defin íc ió ja ,30 és
I hn  - ™ -  (m+ ri)~aPm,,n)í cos  — —U, cos
F m(yn-\-n)TO-+«, n-»«(m-f-»)I V ]/ rn(m -\-n)
=  2 “ (íc3+?/2) (2 / *®+í/a),
ami az egyváltozós jAcoisi-polinómok egy aszimptotikus tételének
Feldheim Ervin.
) =
általánositása.
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CONTRIBUTIONS A LA THÉORIE DES POLYNOMES
DE JACOBI.
Nous donnons dans ce travail une longue série de résultats sur 
les polynomes de -Jacobi ä une variable, définis par (0.2) oű F  désigne 
la fonction hypergéométrique de G auss. Ces résultats que nous croyons 
presque tous nouveaux forment des cas particuliers de résultats plus 
généraux établis pour les fonctions hypergéométriques. (Voir B. J 'e l d - 
h e i m , loc. cit. sous3.) La signification des formules données dans le 
texte hongrois est bien claire, de sorté que nous croyons inutile de 
les reproduire ici, et nous attirons l’attention particuliérement aux 
fonctions génératrices (2.5) et (2.9), ainsi qu’ä des généralisations- 
de cette derniére. Ttemarquons que, tandis que la fonction gónóra- 
trice classique (2.1) ne se réduit pas /Ians le cas ultrasphérique 
a =  ß — \ — ,1 ä la fonction génératrice connue (2.2), notre résultat, 
ayant l’avantage d’etre plus simple que (2.1), redonne immódiatement 
(2.2). La formule (3.3), qui peut étre considérée comme une fonction 
génératrice de produits de deux polynomes de J acobi, redonne comme 
cas particuliers des résultats de W. N. B ailey et H. B ateman. Une 
autre fonction génératrice de produits de polynomes de J acobi est 
donnáé par (3.16).
La formule de multiplication (4.6) doit encore étre mentionnée, 
comme résultat le plus génórai de ce genre. Elle contient le developpe- 
ment du polynome P'",^)(x) en série de polynomes de J acobi de 
paramétres y, d : formule (5.1). Indiquons les développements de 
polynomes de J acobi en série ultrasphérique (5.3), et son inversion 
(5.5), ainsi que les cas particuliers importants de ces résultats.
Le § 7. contient des représentations et relations intégrales entre 
polynomes de J acobi et ultrasphériques; voir, en particulier, (7.5).
Panni les relations entre polynomes de J acobi et de L a g u erre . 
indiquons surtout la relation intógrale (8.8). Partant de résultats 
connus sur les polynomes de L a gu erre , cette equation (8.8) permet 
de déduire différentes relations sur /-'/"U (as), autrement déduites dans 
les paragraphes próeédents.
Nous avons donné dans le § 9. des généralisations, par example le
( 1—cc—-— j en série de polynomes de -Jacobi, a é t a n t
quelconque. Pour a — n, on a l’inversion (5.16) des polynomes de 
J acobi.
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Enfin, dans le § 10., on s’est occupé d’une généralisation pour 
le cas de deux variables (formule 10.1), différente de celle d’ÄppELL. 
lei, Ft désigne une fonetion hypergéométrique de deux variables, 
donnée par (9.2). Les résultats forrnék donnés dans le § 10. montrent 
l’analogie aveo ceux du cas a une variable. Voir, en particulier, les 
fonctions génóratrices (10.9), (10.10), et (10.11), ainsi que les poly- 
nomes ultrasphériques é, deux variables (10.12) et (10.13). La ques­
tion de l’orthogonalité de ces polynomes (x , y) reste encore.
ouverte.
Enfin Feldheim.
VÉGTELEN GRÁFOK JÓLIRÁNYÍTHATÓSÁGÁRÓL.
Egy irányítatlan gráfot jólirányíthat ónak nevezünk akkor, ha 
a gráf minden élére bevezethető egy-egy irány úgy, hogy a gráf 
bármely pontjából el lehet jutni a gráf bármely más pontjába 
a gráf élein, mindenütt a bevezetett irányítás szerint haladva. 
Az ilyen módon irányított gráfot j  ólirányítottnak fogjuk nevezni.
H. E. Bobbins1 bebizonyította a következő tételt:
Véges összefüggő gráf jólirányíthatóságának szükséges és 
elégséges feltétele az, hogy minden éle a gráf egy körén feküdjék.
E dolgozat célja kimutatni, hogy ez a tétel végtelen gráfra 
is érvényes.
Hogy a feltétel szükséges, az kézenfekvő, mert ha a G gráf­
nak egy AB  éle nem feküdnék körön, akkor mind A-ból 
B-be, mind pedig R-ből A-ba csak ezen az élen át lehetne el­
jutni, tehát például az AB élirányítás esetén R-ből A-ba nem 
vezetne kellően irányított út.
Az elégsógesség bizonyításához lássuk be először a következő 
két segédtételt.
I. segédtétel. Ha a / j és I \  gráf jólirányított és van leg­
alább egy közös pontjuk P0, akkor a / '= / j-rG  dr(lf  jól- 
irányított, ha úgy irányítjuk, hogy a közös éleken a I \  irá­
nyítása marad meg, a többin pedig az eredeti élirányítások.
Itt két irányítatlan gráf, / j és 1\, összegén, 1 j —j— / '3-n, azt a
1 H . E. B o b b in s  : A theorem on graphs with an application to a pro­
blem of traffic control. The A m e r ic a n  M a th e m a tic a l M o n th ly , 46. vol., 
381—283 (1939).
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gráfot értjük, amely éppen és F, éleit tartalmazza. (Hasonló 
értelemben fogjuk a későbbiekben a 2  összegezési jelet is 
használni.)
A fenti segédtétel bizonyításához csak azt kell belátnunk, 
hogy r t és P,j bármely P  pontjából el lehet ju tn i az előírt 
irányok szerint haladva a közös P 0 pontba és viszont. (Ugyanis 
ekkor a F gráf tetszőleges P  pontjából el lehet jutni a tetsző­
leges Q pontba úgy, hogy először elmegyünk a P0-ba, és azután 
a P 0-ból a Q-ba.)
Ezt pedig így láthatjuk be: ha P  a P1-nek pontja, akkor el 
lehet jutni innen a P0-ba és viszont P 0-ból a P-be, mert a P0 
közös pont, tehát Pj-nek is pontja, továbbá J\ jólirányított volt 
és éleinek irányítása a P-ban sem változott meg.
Ha P  a P3-nek pontja, akkor / ', régi irányítása segítségével 
el lehetne jutni egy u  irányított úton a P 0-ba, mert P 0 a P3-nek 
is pontja és P3 jólirányított az eredeti irányítás szerint. Ha ez 
az út nem felelne meg a P-ban, az csak úgy lehet, hogy a P-ből 
a P0 felé haladva az u  útnak van egy első közös pontja a Pj-gyel. 
Innen azonban már az új irányítás szerint el lehet ju tn i a P0-ba. 
Hasonlóképen lehet belátni azt is, hogy az új irányítás szerint 
P0-ból is el lehet jutni a P2 tetszőleges P  pontjába. Ezzel az 
első segédtételt bebizonyítottuk,
2. segédtétel. Ha a gráfok jólrendezett
G0, Gj) • • v Ga,. • *
sorozatának minden gráfja jólirányított, és ha ß < a  esetben 
a Ga mindig tartalmazza a Gß-l, továbbá irányítása a közös 
éleken megegyezik Gß irányításával, akkor a G =  2  Ga gráf
a
jólirányított, ha éleire a G0, Gv . . . ,  Ga,... gráfok élein előírt 
irányításokat írjuk elő.
Ugyanis, ha P  és Q két pontja G-nek, akkor P  bele kell 
tartozzék valamelyik Gai-be, Q valamelyik Gaä-be. Jelöljük az 
at és aa közül a nagyobbikat a-val; akkor feltétel szerint P  is, 
Q is benne van a jólirányított G„-ban, tehát összeköthető egy
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jP-ből Q felé vezető irányított úttal a G«-ban. És ez természe­
tesen G-nek is megfelelően irányított útja.
Most térjünk rá a tulajdonképeni tételünkre. Jelöljük G-vel 
azt a végtelen gráfot, amelyről be akarjuk bizonyítani, hogy 
jólirányítható, ha minden éle a gráf egy körén fekszik.
Az elégségesség bizonyításához felhasználjuk a ZERiiELO-féle 
tételt, mely szerint minden halmaz jólrendezhető.
E tétel szerint van egy legkisebb transzfinit rendszám Q, 
amelynek számossága megegyezik az adott gráf éleinek a szá­
mosságával. A G gráf élei akkor felírhatok ő-típusú jólrendezett 
transzfinit sorozatban:
0^» • • ■ j G, ■ ■ ' (cr<S) (I)
Definiáljuk most transzfinit indukcióval az irányított gráfok­
nak egy ugyancsak 12-típusú jólrendezett
Gqj Gj,. .., Gß>. .. (of<cß) 
sorozatát a következőképen:
G0 legyen a G egy olyan köre, amely tartalmazza az l0 élt. 
Mivel a gráf minden éle körön fekszik, ilyen kör van. Ezen a 
körön legyenek az élek egyik vagy másik irányban folytatóla­
gosan irányítva.
Tegyük fel továbbá, hogy az irányított Gß gráfok már minden 
a-nál kisebb /3-ra (a< ß) definiálva vannak és a következő két 
tulajdonsággal rendelkeznek:
1 . jólirányítottak;
2 . h a ' ßx<ß2> akkor G^ tartalmazza a Gß1 gráfot és Gpt 
irányítása a közös éleken Gßt irányításával egyezik meg.
Definiáljuk a Ga gráfot! Tekintsük e célból a J \ — V Gß
gráfot. Ez a gráf a 2. segédtétel szerint a G^-kra megadott él­
irányítások megtartása mellett jólirányított gráf. Mivel a< íi és 
íí ú. n. kezdőrendszám (Anfangszahl), a gráf élei között vannak 
olyanok, amelyeket a A  =  2  G« nem tartalmaz. A jólrendezett-
fi<u
ség szerint van ezek között az (I)-ben egy első. Legyen ez az l„0. 
Mivel a gráf összefüggő, van egy olyan út, amely összeköti az
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l0-t az ZKo-val. Az útnak minden éle feltétel szerint a G egy 
körén fekszik. Ha az út minden éléhez egy-egy ilyen kört hozzá­
veszünk, kapunk egy véges gráfot, amelynek minden éle egy 
körön fekszik, tehát B o b b i n s  tétele szerint jólirányítható. Jelöl­
jük ezt /'.-vei. Irányítsuk a I \ - \ -T \= r  gráfot úgy, hogy a közös 
éleken a l \  irányítása maradjon meg, a többin /\-é . Ekkor az 
első segédtétel szerint a / '  gráf jólirányított lesz. Ez a V gráf 
legyen éppen a Gu. A G„ definíciójából következik, hogy a 
G„-nak is megvan a G^-kra feltételezett 1. és 2. tulajdonsága. 
Az így definiált
G0, Gv . ■ G„,. . . (a<ß)
gráfsorozatnak megvan tehát az a tulajdonsága, hogy minden 
tagja jólirányított és ha ß<a, akkor Ga irányítással együtt 
tartalmazza a G^-t. Tehát ez a gráfsorozat eleget tesz a második 
segédtétel feltételeinek, amiből a segédtétel szerint következik, • 
hogy a y  Gu gráf jólirányított, ha az egyes éleken a G„ gráfok
a
által előírt irányítást tartjuk meg. Ha tehát be tudjuk bizonyí­
tani, hogy a 2  G„ gráf magával a G gráffal azonos, akkor ezzel
u
Bobbins tételének általánosítását be is bizonyítottuk.
Hogy a 2  G« a G gráffal azonos, ahhoz csak azt kell be-
a
látnunk, hogy G minden la éle szerepel a 2  Ga-ban. Ennek
a
igazolására pedig elég azt kimutatnunk, hogy minden la benne 
van a G„-ban. Ezt pedig transzfinit indukcióval fogjuk be­
bizonyítani.
Bizonyítás. Az l0 benne van a G0-ban a G0 definíciója szerint. 
Tegyük fel, hogy állításunk teljesül az összes a-nál kisebb /?-kra;
akkor la vagy benne van már a 7 ^ = 2  G«-ban, amely pedig
/»<«
része a G«-nak, vagy ha nem, akkor la az első olyan él, amely
Fx—2  G«-ban nem szerepel. (Ugyanis, ha az utóbbi esetben nem
ß<»
l„ volna az első /j-ben nem szereplő él, hanem la', akkor a < a  lévén
l,,' benne kellene legyen a / '1= :2  Ga gráfban, ami ellentmondás.)
p<"
De ha l„ az első él, amely a /^-ben nem szerepel, akkor benne van
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a fent definiált és a G„ részét alkotó /g-ben, amely az l„-1 az 
/0-val összekötő útból s az út éleihez tartozó egy-egy körből áll. 
(L. Ga definícióját.) Tehát l„ mindenképen benne van a ír «-ban.
Ezzel pedig állításunkat igazoltuk.
Egyed László.
ÜBER DIE WOHLGERICHTETEN UNENDLICHEN
GRAPHEN.
In dieser Note wird der für endliche Graphen bewiesene Satz von 
Herrn H. E. B obbins 1 auf unendliche Graphen verallgemeinert; d. h. 
es wird bewiesen, dass jeder unendliche zusammenhängende Graph, 
dessen jede Kante auf einem Kreis liegt, so gerichtet werden kann, 
dass man aus jedem Punkt des Graphen jeden anderen Punkt auf 
den Kanten in den vorgeschriebenen Richtungen erreichen kann.
/.. E g y e d .
BIZONYOS MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁL­
EGYENLETEK SAJÁTÉRTÉKEINEK BECSLÉSE.
1. §. Bevezetés.
A Sturm—LiouviLLE-féle differenciálegyenletek — amelyeknek 
elmélete körülbelül száz esztendőre tekint vissza — egy évszázad 
alatt a teoretikus fizikának egyik legfontosabb matematikai segéd­
eszközeivé váltak. Míg régebben főleg a rugalmasság elméletében 
játszottak szerepet ezek a differenciálegyenletek, addig újabban 
igen fontos alkalmazási területre találtak a quantummechanikai 
problémák tárgyalásánál is. Ennek megfelelően elméletük kiépí­
tésével nemcsak matematikusok, hanem fizikusok és az alkal­
mazott mechanika szakemberei is foglalkoztak. Ez utóbbi két 
tárgykör problémái viszont sok tekintetben irányították is az 
elmélet kifejlődését. Az egyik ilyen probléma az ú. n. kerületi 
értékek feladata. Ezt a kérdést először D ’Alembert vetette fel 
1763-ban a következő, később igen sokat tanulmányozott és 
bennünket is közelebbről érdeklő speciális esetben. Rezgő húrok 
vizsgálata az
y "+ lg {x )y  =  0
differenciálegyenletre vezet, amelynek az ?/(«) — 0 és y{b)  =  0 
határfeltételeket kielégítő megoldásai keresendők.
Ebbe a tárgykörbe vágó fontos feladat arra a kérdésre vála­
szolni, hogy miképpen helyezkednek el a valós sajátértékek a 
számegyenesen ? Ezzel a kérdéssel később L iouvxlle1 foglal­
kozott; majd H obson2 fejlesztette tovább az ő eredményeit.
1 Journal de Liouville 2 (1837), 24.
-  Proc. Lond. Math. Soc. (2) 6 (1908), 349.
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Mindketten a sajátértékek aszimptotikus eloszlását vizsgálták. 
Az ő formuláik számot adnak a nagy indexű sajátértékek visel­
kedéséről. Fizikai alkalmazásoknál azonban éppen nem a nagy, 
hanem a kis indexű sajátértékek a fontosak. (Például a gyakor­
latban a húrok rezgéseinél fontosabb az alaphang rezgésszámá­
nak ismerete, mint a felhangoké.) Szükségesnek mutatkozott 
tehát olyan eljárások kidolgozása, amelyek a kis sajátértékeknek 
a számegyenesen való elhelyezkedéséről számot tudnak adni. Az 
e tárgyra vonatkozó vizsgálatok részben közelítő értékek meg­
adására szorítkoznak, részben határok közé fogják be a saját­
értékeket ; végül iterációs eljárásokat is dolgoztak ki a saját­
értékek megállapítására.
A legrégibb ilyen eljárás, a BAYLEiGH-féle ú. n. energia­
metódus,8 fizikai meggondolásokból indult ki. Rayleigh mód­
szerét e század elején Ritz Walter fejlesztette tovább.3 4 0 a 
sajátértékproblémáknak bizonyos variációs problémával való kap­
csolatát használta fel és eljárást adott, amellyel a sajátértékeket 
tetszőleges pontossággal fokozatosan meg lehet közelíteni. Rrrz 
módszerével lényegében megegyezik, de a praktikus számítások 
szempontjából könnyebben kezelhető az orosz Galerkin5 eljárása. 
Ugyanebből az időből, az 1910-es évek elejéről származnak még 
Weyl H.-nak az integrálegyenletek sajátértékeire vonatkozó ered­
ményei. 6
Nagyobb mértékben azonban csak az 1920-as években kezd­
tek ezzel a problémakörrel foglalkozni. A sajátértékekre vonat­
kozó újabb vizsgálódások tekintetében alapvetőek Courant'7
3 Theory of sound, 2. kiadás, I. kötet (1894). Több helyen szétszórva, 
így 111., 284., 287. lapok.
4 Journ. f. reine u. angew. Math. 135 (1908), 1—61. Ann. d. Phys. (4) 
28 (1909), 737.
5 Oroszul 1915-ben. Idézve pl. B iezeno—G kajimel : Techn. Dynamik, 
(1939), 137.
6 Math. Ann. 68 (1910), 220—269; 71 (1912), 441—479. Crelle's Journ. 
14 (1912), 1—11.
~ Math. Zeitschr. 7 (1920), 1—57. Courant—H ilbert : Methoden d. 
math. Physik, 1923.
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munkái, akinek először sikerült a különböző sajátértékeket egy 
mellékfeltételekkel terhelt variációszámítási probléma megoldásai­
ként egymástól függetlenül definiálni. CouRANT-nak igen termé­
keny gondolata volt még a fe lté te lek  sz ig o rítá sá n a k , illetve 
en yh ítésén ek  elve, amely lényegében már WETL-nél is megtalál­
ható. (Math. Ann. 71, 1912, 441—479.)8 9
Ismét más úton indult el F unk,0 aki az elasztomechanikában 
E ngesser—ViANELLO-eljárás néven ismert, voltaképpen a P icard- 
féle iterációs eljárással azonos módszerről bizonyította be, hogy 
alsó és felső korlátot szolgáltat a sajátértékek számára.. Ugyan­
ezzel a problémával, a nagyságban n-ik sajátértéknek hibahatárok 
közé való szorításával az utolsó tíz évben többen is foglalkoztak, 
így igen érdekes módszert adott meg W einstein,10 amelynek segít­
ségével a 0 < Ä<  o° intervallumban olyan — tetszőleges kicsivé 
tehető —- részintervallumok jelölhetők ki, amelyekbe sajátértékek 
esnek. Míg Weinstein  B itz nyomán indul el, addig Barta J ózsef11 
az előbbiektől teljesen független úton ad módszert az n-ik saját­
értéknek korlátok közé való szorítására. Legújabban pedig E rdélyi 
Artur két szép dolgozatában12’ 13 egységes nézőpontból tovább­
fejlesztette W einstein  és Barta módszerét. Mindkét eljárásnál 
ugyanis — az n-ik sajátfüggvény ismeretének hiányában — egy, 
az n-ik sajátfüggvénnyel több tulajdonságában megegyező függ­
vényből kiindulva kapunk korlátokat az n-ik sajátérték számára. 
Minél inkább megközelíti a kiindulási függvény az n-ik saját­
függvényt, annál pontosabb korlátok közé sikerül szorítani az 
n-ik sajátértékeket. Már most E rdélyi az n-ik sajátfüggvényt 
megközelítő függvénynek a LiouviLLE-féle aszimptotikus kifejezést
8 Ezt az elvet alkalmazzák különböző speciális problémákra pl. Sezawa, 
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mecli. 12 (1932), 227—229 ; Taylor, u. o. 13 
(1933), 147—152: X r e f f t z , u . o . 15 (1935), 339-344.
9 Mitteilungen des Hauptvereines deutscher Ingenieure in der Tsehecho- 
slovakiscben Bepublik, 1931, 21—22. füzet.
*° Proc. Nat. Acad. Sei. USA, 20 (1934), 529—532.
11 Mat. és Termószettud. Ért. 55 (1937), 804—809 ; 57 (1938). 434—439.
12 Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 18 (1938), 177—185.
1:! Mat. és Termószettud. Ért. 58 (1939), 13—20.
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választotta és ennek segítségével olyan korlátokhoz jutott, hogy 
mind Barta, mind pedig Weinstein módszerével kiadódott az 
n-ik sajátértéknek LiouviLLE-féle aszimptotikus becslése.
LiouviLLE-nek ez a tétele a sajátértékekről a következőképpen 
hangzik, abban az általánosságban, amelyben nekünk szükségünk 
lesz reá:
Legyen q (x ) =  p olyan függvény, amely az a g ib  inter­
vallumban pozitív és ugyanebben az intervallumban szaka­
szosan folytonos második deriváltja van. Legyen y(x) = y az
differenciálegyenlet megoldása. Jelölje továbbá Xn az első ke­
rületi feladathoz [y (a) =  y(b) — 0 ] tartozó n-ilc sajátértéket és 
X'„ a második kerületi feladathoz ly\a) — y\b )  =  0] tartozó 
n-ik sajátértéket. Ekkor fennáll a következő két aszimptotikus 
form ula:
Célunk bebizonyítani azt, bogy ha q (x ) a fentieken kívül 
még egy bizonyos feltételnek eleget tesz, akkor a X„ sajátértékek 
mindig alatta maradnak az aszimptotikus formulából adódó 
An mennyiségeknek. Ha viszont q  ( x ) egy másik feltételnek tesz 
eleget, akkor a A„ érték Xn-nek szab felső határt. Mindkét eset­
ben a An+1 mennyiség megadja Xn és X'n felső határát. Állításaink 
a következők:
1. tétel, a) Ha az
differenciálegyenletben q{x) az előző tételben említett kirovásokon 
kívül az (a, b) intervallumban felülről konvex függvény — vagy 
általánosabban eleget tesz a
y"+  Xq{x)y =  0 ( 1 )
a
a
y" +  Xy(x)y =  0
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feltételnek —, akkor
Xn
9 9
e' q"
< 0
<
\  /  1/  Qlx) dac I
' O '
(a <x<b)
14
b) Ha viszont q {x )  a
e 9i n
9 9
> 0
(2)
m
(3)
feltételnek tesz eleget, akkor a második kerületi feladathoz 
tartozó X'„ sajátértékekre áll a
X'„ <
itn (3 a)
\ | Q{x)dx I  
egyenlőtlenség.1S a
A (2a) és (3a) egyenlőtlenségben a n konstans kisebbel nem 
helyettesíthető, sőt ezek az egyenlőtlenségek olymódon sem javít­
hatók, hogy a jobboldalon egy pozitív számot levonunk.14 56 
A becslés javításának e módja még kis n  értékekre sem lehet­
séges. (7. §.)
2. tétel, a) Ha q (x ) a (2) feltételnek tesz eleget, akkor
X'n <
I 7r(w-fl) Y  
1
[ b ___  I
7  /  Q {x )d x  J (4)
14 Ez állításunk igazolását L Comp. Math. 6 (1939), 368—374.
15 w-ik sajátfüggvény a latt azt a függvényt értjük, amely kielégíti a 
differenciálegyenletet, nem  konstans és az (a , b) intervallum belsejében a 
deriváltja (n —l)-szer tűn ik  el.
A (2) és (3) feltételek még a következőképpen is kifej ezhetők: a z t  a  
k iro v á s t  te s s zü k  p ( x ) - r e ,  h o g y  a  lo g a r itm u s a  a z  egész ( a ,b )  in te r v a l lu m ­
b a n  a lu lr ó l  ko n k á v , i l le tő le g  k o n vex  le g y e n . U. i. ha p ( .x )> 0 , akkor
d2
log Q (X),
mert
Slg =  “ g ax
<p . 1
- ^ - l O g p  (* )= = -- p pp ' p"
16 Ez közvetlen folyománya L iouville fentem lített tételének.
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b) Hasonlóan, ha q (x) a (3) feltételnek tesz eleget, akkor
I ?r(n+l)__' 2
\  f  q{x)dx J
(5)
Említettük már, hogy a (2) feltételnek eleget tevő függvények 
magukban foglalják az összes (a, b) intervallumban pozitív és 
alulról konkáv, szakaszosan folytonos második deriválttal ren­
delkező függvényeket. Sőt, mint látni fogjuk, az összes (a, b) 
intervallumban konkáv és szakaszosan folytonos második deri­
válttal rendelkező, de nem szükségképpen pozitív q(x ) függvény­
hez tartozó sajátértékekre is alkalmazható a (2 a) és (4) becslés.
(5. §.)
Végül ezeknek az állításoknak alkalmazásaképpen megmutat­
juk, hogy egy speciális Storm—L iouviLLE-féle egyenlet meg­
oldásainak, a HERMiTE-/eZe polinomoknak gyökei hogyan szorít­
hatók korlátok közé. (10. §.)
2 .  8. Előzetes megjegyzések.
Mielőtt a bizonyításra térnénk, egy olyan megjegyzést teszünk, 
amely az előbbi állításokban a lényegeset kidomborítja. Az la, 
illetőleg 1 b állítás egyenértékű azzal, hogy az ottani feltételek 
mellett az y koefficiensének négyzetgyöke az (1) differenciál-
/
egyenletben, azaz y  — — , az {a, b) intervallumban integrálva 
az nn határ alatt marad. Ha tehát
u .-------  u
J(k) = J  y  -  “ T  d x  -  j  /  / o  (.%j,
a  a
akkor
J (A„) < nn, (6)
illetőleg
J(hn) <  T17Z, (7)
Hasonlóan a 2a és a 2 & állítás szerint a megfelelő feltételek
mellett
J(Ki) < (n + l)n , (8 )
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illetőleg
■l(Xn) <  (?I+1)7T. (9>
Második megjegyzésünk az, hogy a /(A) mennyiség az x  
változónak bármely lineáris transzformációjával szemben in­
variáns marad. Mert vezessünk be egy új
£ =  n
x —a
b—a ( 10)
ismeretlent, amely az (a, b) intervallumot egy lineáris transz- 
formáció segítségével a (0, n) intervallumra leképezi. Azt állít­
juk, hogy ekkor a
JW - s f -
y__
y
dx (11.)
integrál ennek a leképzésnek invariánsa. Az (1) egyenletünk 
ugyanis a transzformáció után a következő alakot veszi fel:
y  =  o.
Jelöljük most az J  1 /  - — ~  d$ mennyiséget ./(/)*-gal.
u ’
Ezt az integrált a (10) transzformáció segítségével visszavezet­
jük a (11) integrálra:
d2y
d x 2
1 ,• ■— dx.
tehát J(X)* =  J(Á).
Hasonlóképpen invariánsa a (10) transzformációnak a (2) 
és a (3) egyenlőtlenség. Könnyű levezetni, hogy
dg <Ig
^ dx ( d !  f de
dg d*Q ' d x ) ily d*Q
dx d x% d$
tehát mindkét determináns előjele ugyanaz. (Rövidség kedvéért
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nem írtuk ki az x , illetőleg ——-  f + a  argumentumokat.)'Ezek71
szerint elegendő, ha a (6 )>—(9) egyenlőtlenségeket csak egy inter­
vallumra, például a (0 , n) intervallumra bizonyítjuk, mert ezzel
ezeknek az állításoknak érvényességét bármely véges intervallum­
ban is igazoltuk,
Utolsó megjegyzésünk az, hogy az általánosságot nem kor­
látozza semmiben, ha a q(x ) függvényt normáljuk. U. i. a q(x ) 
függvénynek valamely a faktorral való szorzása (11) szerint nem 
változtat J(X) értékén. Megállapodhatunk tehát abban, hogy
7t
I YQ(x)dx — n. (12)
o
3. §. Az 1 a állítás bizonyítása. Első sajátérték.
Ezek előrebocsájtása után a (6) egyenlőtlenséget először az 
n  =  1 esetre fogjuk bebizonyítani. A (fi) és (12) képleteket 
egybevetve, azt kell igazolnunk, hogy ebben az esetben az 
első saj átérték 1-nél kisebb. Ismeretes, hogy ez az állítás így is 
megfogalmazható: ha p(x) eleget tesz bizonyos feltételeknek 
(például az 1 . tételben kirótt feltételeknek), továbbá, ha )'(x) a 
(0 , 7r) intervallum határain eltűnő olyan folytonos függvény, 
amelynek első és második deriváltja szakaszosan folytonos, 
akkor a
71
| Y(x)'2,d x
Q [ W ]  =  ---------- ;-----  (13)
I q(x) Y ( x fd x
0
hányados abszolút minimuma 1-nél kisebb.
Most egy olyan Y jx )  függvényt keresünk, amely az első saját- 
függvényt némileg megközelíti és azt fogjuk vizsgálni, hogy a 
Q [Y^x)] hányados milyen körülmények között lesz 1 -nél kisebb? 
Minthogy az y t  első sajátfüggvényhez tartozó Q  [j/t] hányados 
nem nagyobb, mint Q [Y^xj], állíthatjuk, hogy az első sajátérték
35*
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ezekben az esetekben 1-nél kisebb. Azután azokat a körülmé­
nyeket fogjuk taglalni, amelyek a választható q(x ) függvények 
sokaságát korlátozzák,
Közelítő függvénynek az Yt(x) =  sin z függvényt választjuk, 
ahol
X  _
z = j \ f Q(x)dx. (14)
(1
Yt(x) kielégíti a határfeltételeket, mert (12) és (14) szerint z(0)=0 
és z(ir)=n. Könnyen látható, hogy Y^x) eleget tesz a többi ki­
rovásnak is. Megjegyzendő még, hogy Yt[x) az első sajátfüggvény 
megközelítésének tekinthető, mert a (0 , n) intervallum belsejében 
sehol sem tűnik el.17
Hogyan kell tehát p(,x)-et választani, hogy a Q [ Yt (,xj] tört 
számlálója kisebb legyen a nevezőjénél? Más szavakkal: mikor 
lesz a
71 7t
Kx =  J  [(sin z)']2d x  — ) p(x)(BÍn z)*dx (15)
Ö 0
különbség negatív szám? Hogy ezt megállapíthassuk, a (15)
1 7  Az Y ,  (a;) függvényt a sajátfüggvények megközelítésére egy quantum- 
mechanikai problémával kapcsolatosan felhasználták Wkntzel (Zeitschr. f. 
Phys. 38 (1926), 518), B rillouin (Comptes Eendus, 1926. júl.) és Keamers 
(Zeitschr. f. Phys. 39 (1926), 828). Ők a
h3y" +  Q(x)y =  0
. . y '
differenciálegyenletet a h —  —  z helyettesitessel a
z3+ kz'+ p(x) = 0
alakba vitték át. Ezt a BiccATi-féle egyenletet a z  függvénynek h szerint 
való hatványsorba fejtésével próbálták közelítően integrálni. A sorbafejtés 
első tagja, z0, a z§ +  q ( x )  =  0 egyenletnek tesz eleget. Ebből z első meg­
közelítése z0 — dt * (#)• Az y első megközelítésének pedig az y0 =  y1 -\- y2
m ennyiséget tekintik, ahol
h  —  =  i j/ p (x) és h  —  =  — i  \  q (x), 
í/i J/a
y0 — A  s in  ( J ~  ) / ?  (*) dxj +  B  cos ( J  \ f  Q ( * ) d x )-
tehát
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képletet előbb át kell alakítanunk. A differenciálás elvégzésével 
(15) a
7 t 7 t
h \ =  j  {>(x) (cos*z — sin“2z)dx =  ) q(x) c o s  %zdx (16) 
0 0
formára hozható, mert (14) szerint \  q{x). Most ahelyett
új változónak bevezetjük a z mennyiséget. Mivel p(.x)-ről fel­
tettük, hogy pozitív függvény, azért z az x-nek monoton növekvő 
függvénye. A
/ q{x) =  f(z(x)) =  f(z) 
jelölés felhasználásával (16) új alakja
Mivel pedig
K1 J f(z) cos 'iz dz. 
0
cos 2 z — — cos 2 =  -  cos 2  ( - |- +  z) =  cos 2 {n—z),
azért egyszerű átalakítással írható
4-
~ í (y  ~ z) ~ f { j  +  Z) + f ( n ~ z) 003 %zdz. (17)
Ennek a mennyiségnek negatív volta elegendő (de nem szükséges) 
feltétele annak, hogy az első sajátértók 1-nél kisebb legyen. Ez 
az eset bekövetkezik, ha például a (17) integrálban a szögletes 
zárójelben levő függvény az egész (o, -~ j intervallumban nega­
tív. Ennek ismét elegendő feltétele az, hogy az f{z) függvény a 
(0, íz) intervallumban alulról konkáv legyen. Ha ugyanis
A =/(*). 
/> = /■ ( § - - * ) .
f .  =  / ( y  +  f ) .
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akkor a (17) képletben a szögletes zárójelben levő kifejezés
9 ( fi +  f t  _  ft  +  t s \
' 2  2 /
-vei egyenlő. Már pedig és ^  ^ ^  a Q, illetőleg P  pon-
tok ordinátái. (1. ábra.) Azt pedig könnyű belátni, hogy a P  pont
mindig a Q pont felett van, ha fiz) alulról konkáv.
- t > d^f(z)
Állíthatjuk tehát, hogy ha —-p— <  0 , akkor a (0 , zr) inter­
vallumban az első sajátérték 1-nél kisebb. Mit jelent azonban
ennek a második differenciálhányadosnak negatív volta? Hogy 
erre a kérdésre válaszoljunk, ismét bevezetjük a régi, szemléle­
tesebb x  koordinátát és a g(x) függvényt. Eövid számolás után 
azt kapjuk, hogy
d*f(z) 1 (P _ . , 1
d z2 2 / ? (a>) fte2 * 2 [9 (»)]í
a jobboldalnak tehát negatívnak kell lennie. A jobboldal előjele 
azonban egyedül a determináns előjelétől függ és így az * [p (a?)]- * 
mennyiséget elhagyva a (2) képletben kifejezett feltételhez jutunk.
d(j
v dx  
dg rfap
dx dx2
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4. §. Folytatás. Magasabb sajátórtékek.
Az eddigiekben bebizonyítottuk azt, hogy ha a q (x ) függvény 
■egy l)izonyos intervallumban pozitív és a (.2 ) feltételnek eleget 
tesz, továbbá, ha a és b az y(x) függvénynek ebhen az inter­
vallumban levő két szomszédos nullahelyét jelöli, akkor
■ b ____
f Jf  lQ{x)dx < K. (18)
a
Ebből pedig egyszerre következik az la  állítás tetszőleges »-ekre. 
Mert legyen yn az (a, b) intervallumban az n-ik sajátfüggvény. 
y„ tehát ( n -  l)-szer tűnik el az a és b helyek közt. Legyenek 
ezek a zérushelyek av av ■ ■ ■, an—i- Ezek a pontok az (a, b) 
intervallumot n részintervallumra bontják. E  részintervallumok 
mindegyikében yn az első sajátfüggvény A„ sajátértékkel. Tehát 
mindegyik (a*—í, aj) részintervallumra külön-külön érvényes a 
(18) egyenlőtlenség, amiből
n  ni b
mi <  j \Á ri(>(x)dx =  | \ l„Q(x)d.r =  ./(/„),
i  = 1 a i - i  a
ahol a0 = a és án =  b. Ezzel a (6) egyenlőtlenséget teljesen be­
bizonyítottuk.
5. §. A p(x) függvényre kirótt feltételek enyhítése.
Az előbbiekben feltettük, hogy a p(x) függvény pozitív. Ezt 
a megszorítást elhagyhatjuk alulról konkáv q (x ) függvényeknél. 
Az ilyen függvények, ha az [a, b) intervallum közepén pozitívak 
is, az intervallum két szóién negatívak lehetnek. Ezt az esetet 
könnyen diszkutálhatjuk a CouRANT-féle elvnek, a feltételek eny­
hítése elvének segítségével. Legyen ugyanis q {x )  olyan függvény, 
amely az (a, b) intervallum (a', b') részintervallumának belsejé­
ben pozitív és kielégíti a (2) feltételt. Az (a, a') és (b', b) inter­
vallumokban pedig legyen p(a?);gü. Ekkor érvényes a következő 
állítás: az (a b ' )  intervallumhoz tartozó n-ik sajátérték, /*, 
(az y(a') = y{b') —■ 0  határfeltételekkel) nagyobb, mint az [a, b)
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intervallumhoz tartozó n-ik sajátérték, /„ (az y(a) =  y(b) =  0  
határfeltételekkel). De az (a', b') intervallumban érvényes az elébb 
bizonyított
b' _____
) V  (*) d x  <  rnz
a'
egyenlőtlenség,18 tehát az egész intervallumra áll 
b _____  v  ______
91 ) j/ XnQ (x) d x  — j  VÁ„^(x)dx <  nn, (18a)
a a'
ahol az 91 szimbólum az utána következő komplex szám valós 
részét jelöli.19
6 . §. Az 1 b állítás igazolása.
Az lő állítás bizonyítása az előzőhöz teljesen hasonló módon 
történik. A (3a) képletet először n =  1 esetén bizonyítjuk be. 
Ismét a (13) képletből indulunk ki; a variációs problémát azon­
ban módosítanunk kell. Nem az Y(x) függvényről magáról, 
hanem az első deriváltjáról kell kikötni azt, hogy az intervallum 
végpontjaiban zérussá váljék. Közelítő megoldásnak most az 
Y2(x ) =  cos z  függvényt választjuk, ahol z = z(x)-et a (14) 
egyenlet definiálja. há(.x) =  — j/p(,x) sin z  valóban kielégíti az 
Y j(0)=5j(jr)=0 határfeltételeket. Továbbá, ha p(x)> 0 (0 < x < n), 
akkor Ys(x) az első sajátfüggvény megközelítésének tekinthető, 
mert deriváltja egyszer sem tűnik el a (0 , n) intervallum belse­
jében.
Most ismét azt kérdezzük, hogy milyen esetben válhatik a 
(13) kifejezés számlálójának és nevezőjének különbsége negatív 
számmá? Ennek elégséges feltétele az, hogy a
18 A bizonyítás menete megengedi, hogy a p (x) függvény az inter­
vallum végpontjain eltűnjék. A levezetés egyszerűsítése céljából azonban 
a 3. és 4. §-ban eltekintettünk ettől az esettől.
1 9  Ezen állításunk későbbi alkalmazására való tekintettel (10. §.) meg­
említjük, hogy a CouRANT-féle feltételenyhüés elve megengedi azt is, hogy 
az o, 6 mennyiségek egyikének, vagy mindkettejének abszolút értéke oo 
legyen.
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n ti
K%= j  [(cos z)']*dx — J q(x ) (cos z fdx  =
0 ü
71 71
— J [p(sc) sin2z — q{x) cos2z] dx =  — I p (x) cos 2zdx  
0 0
különbség negatív szám legyen. Látható, hogy a kifejezés 
értéke csak előjelben különbözik a (16) kifejezésben szereplő Kx 
mennyiségtől. A 3. §-ban alkalmazott meggondoláshoz hasonlóan 
levezethető, hogy negatív, ha f(z) a z-nek alulról konvex 
függvénye, azaz, ha
sig d*f(z) dz• =  sig
Q
íIq
dx
d?
dx
d*Q
dx2
=  + l .
A 4.. §-ban alkalmazott meggondolás mintájára most már álta­
lánosítani lehet állításunkat az » > 1  esetre is.
7. §. Az 1. tétel becslése nem javítható.
Most még igazoljuk azt, hogy az általunk vizsgált q{x ) függ­
vények osztályában a (6) és (7) képletekkel kifejezett becslés még 
kis n-ekre sem javítható. Ha a q(x ) = 1  határesetet tekintjük, 
amelyre nézve pp" — p '3 =  0 , akkor minden (a, b) intervallumban 
0. A q(x ) =  1 függvényt azonban tetszőlegesen meg­
közelíthetjük a p(íc)— p(x,  s)=  1 +  £(íc—c f  parabolákkal, ahol a 
c konstans nem esik* az («, b) intervallumba. A p(x,  s) parabolákra 
fennáll a
Q 9
9 ' 9 "
2 s [1 —2 e(íc —c)2]
egyenlőtlenség. Ennek a kifejezésnek előjele megegyezik e elő­
jelével akkor, ha e elég kicsi (<  [2 maxa<a;<b(a5—c)2] *). Abban 
az esetben, ha e < 0 , p(x, s) a (2 ) feltételnek tesz eleget, ha pedig 
e> 0 , akkor p(x,  e) a (3) feltételt elégíti ki. Már most a p(x, s) 
függvényekhez tartozó ./(7„), illetőleg J (/,'„) mennyiségek tetsző­
legesen megközelítik a p(x,  0 )-hoz tartozó megfelelő mennyisé­
geket, amelyeknek értéke nn.
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8 . §. A 2a és a 2b á llítás igazolása.
Ezek után áttérünk a 2. tételnek, azaz a (8) és (9) egyenlőt­
lenségeknek bizonyítására. Először azt igazoljuk, hogy
Xn ^  —1 6® ^n '^> n^—1' (19)
Legyen u. i. yn az (a, b) intervallumban az első saj átértek-
dy 11problémához tartozó n -ik sajátfüggvény. A
d x
0  egyenlet­
nek (a, b) belsejében n  megoldása van. Legyen n >  1 és legyen 
ezek között a megoldások között a legkisebb a és a legnagyobb 8. 
yn-nek a deriváltja (w —2 )-szer tűnik el az (a, ß) intervallum 
belsejében. Már pedig a második kerületi feladat (n~  l)-ik és 
csakis (n— 1)—ik sajátfüggvényének van meg az a tulajdonsága, 
hogy a deriváltja az (a, ß) intervallum határain kivül (n — 2)-szer 
tűnik el annek belsejében. Tehát yn az («, 8) intervallumhoz 
tartozó második kerületi probléma (n— l)-ik sajátfüggvénye a 
/„ sajátértékkel. Az (a, 8) intervallum azonban része az (a, b) 
intervallumnak. Az 5. ij-ban említett feltételenyhítés elvének 
alkalmazásával következik, hogy az (a, b) intervallumhoz tartozó 
második kerületi probléma {n— l)-ik sajátértéke, k'n—i kisebb 
/, ,-nél.
Hasonlóan bizonyítjuk (19) második egyenlőtlenségét. Ha y„ 
az (a, b) intervallumban a második kerületi problémához tartozó
n-ik sajátfüggvény Xn sajátértékkel, akkor a —— - =  0  egyenlet­
nek az (a, b) intervallum belsejében n — 1 megoldása van. Legyen 
ismét n~> 1 és jelöljük ’í/n-nek az (a, b) belsejébe eső gyökei 
közül a legkisebbet és legnagyobbat «-vei, illetőleg ß'-vel. 'yn 
az («', ß') intervallumhoz tartozó első kerületi feladat egyik meg-
djßn _  qoldása, mert 'yn(a') = 0 és 'yn(ß’)= 0. Mivel azonban a dx
egyenlet gyökei szétválasztják a 'yn— 0  egyenlet gyökeit, láthat­
juk, hogy 'y„-nek az ( a ,  ß') intervallum belsejében n  — 2 gyöke 
van. Ebből viszont következik, hogy 'yn az (a , ß') intervallumhoz 
tartozó első kerületi probléma (n—l)-ik megoldása saját­
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értékkel. Ezek után a feltételenyhítós elvének alkalmazásával 
megállapítható, hogy Xn >  Án—i ■
A (8) és (9) egyenlőtlenségek most már egyszerre felírhatok:
b _____  b ______
•/(/'«) =  J  / XnQÍx)dx < j  Y U + í Q(oc\ dx =  J(Xn+i) <  ( n + l )77
a a
(£(>" -(/*<0) 
és
b _____ b _______
■l(X,) =  J \  Xn g { n ) d x  <  J Xn - n Q ( x ) d x  =  J ( Xn + i ) < ( n + l ) n .
a a
9. §. Általánosabb Sturm—Liouville-féle 
differenciálegyenletek.
Az 1. és 2. tételhez hasonló állításokat lehet levezetni a
i f x p{x)~(L;y + L q  {x)y = 0  (20)
(p (a?)>0, q ( x ) ' > 0 ,  ha a<a?<b)
differenciálegyenlet sajátértókeit illetően. Ezek az állítások a 
következők: ha p(x)  és q(x) bizonyos folytonossági feltételek­
nek eleget tesznek és ha
q [X) ~ly[p(-r)q(x)]
ü' dr“
akkor *
továbbá
7l(W+l) 3
jV IH
q(x) - ^ [ p { x )q { x ) \
d d2 
'(Pvq[X>~ d ^
akkor
hl ^  1, ít( » + 1) 2í b
Jia
továbbá
X„ <  | 7m • 2
l/l
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Ezeknek az egyenlőtlenségeknek direkt bizonyítása meglehetős 
nehézségekkel járna. Sokkal egyszerűbb, ha a (20) egyenletet
p(x)-szel végigszorozva és a p (x ) =  d X  transzformációt el­
végezve a
I d \ 2\p(x) -J-) y +  Xp{x)q{x) y
d2 
dX2 Y +  XP(X)Q(X) Y =  0  (21)
alakra hozzuk, ahol
Y -  Y(X) =  y(x(X)), P(X)  =p(x(X>), Q(X) = q(x(X)). (22) 
A (21) egyenlet a P{X) Q(X)  =  q(X) helyettesítés elvégzése után 
azonos az (1) differenciálegyenlettel. Az új határok legyenek A  
és B,  ahol a =  x(A)  és b — x(B). Könnyen belátható, hogy az 
x —>X transzformáció az első (második) feladat n-ik sajátfügg­
vényét ugyancsak az első (második) feladat n-ik sajátfüggvényébe 
viszi át. Mert y (illetőleg y  deriváltja) ugyanannyiszor tűnik el 
az (a, b) intervallum belsejében, mint Y  (illetőleg Y  deriváltja) 
az (A, B) intervallum belsejében. Továbbá, ha y(a) — 0, akkor
dy_
d x(22) szerint Y(A) is eltűnik. Végül, ha 
dy dx
— 0 , akkor
d Y
dX x=a dx  dX
=  0 ,
és ugyanez áll az intervallum felső határán is.
Eszerint, ha a (21) egyenlet sajátértékeit meg tudjuk becsülni 
az 1. és 2 . tételek alapján, akkor becslést kapunk a (2 0 ) egyenlet 
sajátértékeire is. Hogy ezt a becslést elvégezhessük, megjegyez­
zük, hogy
J(X) =  j  V I P ( X )  Q (X) dX =
Á
=jV  ' í v } p w x = j Y ‘>w > d x ’
(23)
továbbá, hogy a ~  determináns előjele meg­
egyezik a
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q(x) ~ [ p ( x ) q ( x ) \  
^ q (®) íp(x)q{x)}
m
WEONSKi-féle determináns előjelével. így a (6)—(9) egyenlőtlen­
ségek általánosításaképpen kimondható, hogy ezek az egyenlőt­
lenségek fennállnak akkor is, ha az (1) differenciálegyenlet helyett 
a (21.) egyenletről van szó. (A p(x)-re és q(x)-re vonatkozó bizo­
nyos folytonossági feltételek kikötésével.) Ebben az esetben azon­
ban J(X) alatt a (23) mennyiség jobboldalát kell értenünk és a 
(2), illetőleg (3) egyenlőtlenségben szereplő determinánst a (24) 
determinánssal kell helyettesítenünk.
10. §. Példák. Az Hermite-polinómok gyökeinek 
korlátok közé szorítása.
Befejezésül még két példát tárgyalunk. Az egyiken megmutat­
juk, hogy az 1. tétel alkalmazásával hogyan lehet korlátok közé 
szorítani bizonyos S turm— L iouville-függvények gyökeit. Példá­
nak választjuk az HERMiTE-féle polinómokat, amelyeknek differen­
ciálegyenlete
+  2nH„ (x) =  0. (25)
Az HERMiTE-polinómok gyökei azonosak a <pn—<pn{x) — e -  Hn{x) 
HERMiTE-féle függvények gyökeivel. A gyökök határok közé szo­
rításánál közömbös tehát, hogy a (25) differenciálegyenletből 
indulunk-e ki, vagy pedig az HERMiTE-féle függvények
p'; +  (%n+l-x*)<pn --=0 (26)
differenciálegyenletéből. Legyenek az «-ik HERMiTE-féle polinóm- 
nak nagyság szerint csökkenő sorrendben felírt gyökei
OCn, b Mn, 2> • • • > ^n, n*
Bebizonyítjuk, hogy a pozitív x„t m gyökök eleget tesznek az
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<  (w +  I) (arc cos X r
(rn — I) 7r <
, m  X n  r n
\  2 n + l p^2íl-j-1
■ ^ n, m \ 
2 ^ + 1 /
(27>
<  W7T
»  ,  0 0  7Zegyenlőtlenségnek, ahol 0 <  arc cos — m -  < ---- Hasonló
/ 2» + l  2
egyenlőtlenséget írhatunk fel az asn, m=  — x n, n—m+i reláció segít­
ségével negatív ícn>m-ekre.
Ennek a relációnak szemléletes jelentése a következő. Bajzol- 
junk az (x, y) koordinátarendszerben félkört az A(f/~2n + l ,  0 >
és B { — 0 ) pontok által meghatározott A B  egyenes
Í Tt m <  y
egyenest, amely az íc-tengelyt a C pontban, a félkört pedig a 
D pontban metszi. Ha T(x„t m)-mel jelöljük azt a területet, 
amelyet a CD és CA egyenesek, továbbá az AD  körív határol­
nak, akkor a
1^ 2n+l
T(xn> m) — J ^n + 1 — x tdx =
X n .  m
Xn=  (n +  h)\ arc cos -  \  1 -
/ 2n +  l / 2 n +  i r  2 ra+ t
terület az (m — \)n  és mn határok közé szorítható.
2. ábra.
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Az HERMiTE-fóle függvényeknek Planchbrel—RoTACH-féle 
aszimptotikus formulája szerint20
Pn(?C) ^  Pn ('*') —■ ^n\ 1
X“
■ sin (» +  £)(arc cos
X X
| / 2«  +  l /  2w +
2 » + 1
t V ~ i
x
2n + 1
E fn(x) approximáló függvény x*,m gyökhelyei eleget tesznek az
(» + 1) arc cos
/ytk,Á/n, m x n, m
ySn-j -1
(m-
/  2 n+
■ 1 )  7T +  |  71  =  ( m
« m)* 
2n + 1 (27a)
egyenletnek. A (27) és (27a) képleteket egybevetve azt a követ­
keztetést vonhatjuk le, hogy az Tívmivm-polinómok pozitív gyökei 
mindig kisebbek azoknál az értékeknél, amelyeket számukra a 
Plancherel—RoTACH-/h'fe aszimptotikus formula kijelöl.
A (27) egyenlőtlenség bizonyításánál abból az ismert tényből 
indulunk ki, hogy az n-ik HERMiTE-polinóm gyökei a í — (/ 2 n + b  
y  2 n + 1) intervallum belsejében vannak. Ebben az intervallum­
ban pedig q(x ) = — <p'n: >^n= 2 n j - l — x 2 eleget tesz a (2) feltétel­
nek. g ( x ) egyébként alulról konkáv függvény és így az 5. § 
eredményét is felhasználhatjuk.
Bevezetjük a következő jelöléseket: x„t o=  +  00, x n,n+1— — 00 
p  és q egész számok, amelyek eleget tesznek a < ; » - ) - 1
feltételnek. Tekintsük most az (x„,p, x n>q) intervallumban az
y" +  A(2n + 1 — x*)y =  0
egyenlet által meghatározott első kerületi probléma (y> — g)-ik 
sajátértékót. Könnyű belátni, hogy ez a sajátérték 1 lesz, a 
hozzátartozó' sajátfüggvény pedig <pn(x). (6 ), illetőleg (18a) szerint 
fennáll tehát a
OCn> q ____________
9t J j/"2« + l  — x*dx  <  (p—q) n (,o^p<q<n+ i) (28)
ocn, p
20 L. S z e o ő  G á b o r  : Orthogonal polynomials (1939), 195. oldal.
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egyenlőtlenség. Ennek speciális esete az
x n, o V in  + 1
3t f  =  f  <  m n
X n ,  m  X n ,  n i
(39)
összefüggés. (Rövidség kedvéért itt és a következőkben elhagyjuk az 
integrandust.) Továbbá, mivel a gyökök a számegyenesen a 0 pont
körül szimmetrikusan helyezkednek el, azért x  «+ 1 = 0 , ha n
’ *
páratlan szám. így kapjuk páratlan n esetén a (28) összefüggés 
másik speciális esetét, az
f  ~ m ) r- (m < ir i ) (3°)
egyenlőtlenséget. Ugyanez a reláció fennáll azonban páros n
esetén is. Ekkor ugyanis a legkisebb pozitív gyök x n n , a leg-
, ’ °2
nagyobb negatív gyök pedig x n n_ t =  — x n n_. Érvényesek tehát
*2 ’ 2
(28) szerint az
/  =  /  < T
es
<1-5- — m) 7T
egyenlőtlenségek, amelyeknek összeadása adja a (30) képletet. 
Már most a (29) és (30) formulákból az integrálás elvégzése 
után az
(n  +  |)
illetőleg
(» + 1)
^  2n + T V ' 0Cv\2 n-f- 1 +  arc cos ír.n , m][  2 » + l <  m n ,
OC-n
1^ 2 « +  1 V OCn2 n + 1 — arc cos Wn, m - 7T/ 2 n + l  2 <
< / n + 1  \2------
egyenlőtlenségeket kapjuk, amelyek egyenértékűek a (27) állítással.
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Második példánkon megmutatjuk, hogy ha q {x ) nem tesz 
eleget a (2) feltételnek, akkor a (6), illetőleg (2a) egyenlőtlenség 
sem áll mindig fenn. így az
/  y ,Jr  2/ =  0
differenciálegyenletnek az y(l) =  y(emn) — 0 (m >  0 ) határfel­
tételek esetén az n-ik sajátfüggvénye
yn =  Y x . sin log x  j ,
2 
2"az n-ik sajátértéke pedig =  —- -f-— • Továbbá
ßm7i
ebből
I y f  q (x ) dx  =  J ---- =  m n ;
a 1 X
■W<n) =  / -ln J  l (j(-T)dX =  ^ r r - \ -  • Ti >  ÍWT,
azaz / (Án) nem elégíti ki a (6) egyenlőtlenséget. Sőt m  alkalmas 
megválasztásával /(!«) bármely N  számnál nagyobbá tehető.
Makai Endre.
EINE EIGENWERTABSCHÄTZUNG 
BEI GEWISSEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ZWEITER ORDNUNG.
Es seien Xn bzw. die n-ten Eigenwerte des ersten und zweiten 
Randwertproblems der Differentialgleichung y " +  ä q ( x ) y  =  0 im Inter­
valle (a, b). Ferner sei in diesem Intervall p(cc) eine positive Funk­
tion, für welche die Grösse pp"—p'2 im Intervalle (a, b) 1. durchweg 
negativ, 2. durchweg positiv ist. Es gelten im Falle 1. bzw. 2. die 
Ungleichungen (2a) und (4), bzw. (3a) und (5). Die Abschätzung (2a) 
und (3a) kann für diese Klasse der Funktionen p(a;) durch keine 
bessere ersetzt werden, nicht einmal für kleine Werte der Zahl n. 
Der Beweis beruht auf den Zusammenhang unserer Differential-
Matematikai és Fizikai Lapok XLVIII. 36
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gleichung mit einem Vari ati onsprobl era, dessen Minimum den ersten 
Eigenwert liefert.
Im § 5 werden die von unten aus konkave Funktionen (j(x), die 
alle dem Fall 1. gehören, näher untersucht.
Tm § 9 werden die Eigenwerte der allgemeineren Differential­
gleichung (20) abgeschätzt. Es stellt sich heraus, dass, falls die 
Determinante
q(x) [?(*)?(*)]
- & ip{x)q{x)]
durchweg negativ, bzw. positiv ist, die Ungleichungen (2a) und (4), 
bzw. (3a) und (5) gültig bleiben, wenn q (x ) =  gesetzt wird.
Als Anwendung wird im § 10 eine Abschätzung der Nullstellen der 
H e b m i t e ’sehen Polynome gegeben. Wenn x n, l, x n,%- • x n, n die in 
monoton abnehmende Folge geordneten Nullstellen des n-ten H e r - 
MiTE’schen Polynoms bedeuten, so erfüllen die positiven Wurzeln die 
Ungleichung (27).
E. Makai.
AZ ELLIPSZIS
EGY SZÉLSŐÉKTÉKTULAJDONSÁGÁRÓL.
A jelen dolgozat első részében be fogjuk bizonyítani F ejes 
L ászló következő sejtését: Bármely zárt konvex görbébe, mely 
nem ellipszis, mindig írható egy olyan n-szög, mely nagyobb 
területű, mint egy, a görbével egyenlő területű ellipszisbe írt 
tetszőlegesen adott n-szög.1 Dolgozatunk második részében pedig 
egy olyan görbeosztállyal fogunk foglalkozni, amelyre a fenti 
tétel bizonyításánál alkalmazott konstrukció révén jutunk.
I.
Ismeretes, hogy a T  területű ellipszisekbe írható maximális 
területű n-szögek egyenlő területűek, és pedig területük:
s i n ------n
Említett tételünk igazolására e szerint tehát azt kell bebizo­
nyítanunk, hogy bármely T  területű zárt konvex görbébe, mely 
nem ellipszis, írható olyan n-szög, amelynek területe nagyobb 
m int:
rp n  . In
1 ~ÖT~ s m -----Z7T n
Először állítsuk elő a zárt konvex görbéket analitikailag a 
következőképen: Felveszünk egy derékszögű koordináta-rendszert 
úgy, hogy az .»tengely a görbe egy olyan húrjával essék egybe, 
amelyre a húr végpontjaihoz tartozó érintők merőlegesek (illetőleg 
merőleges támaszegyenesek húzhatók); ilyen például a görbe leg­
hosszabb húrja.
1  L. S a s  E ., Oompositio M athem atica 1989, 6. köt., 468. o.
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Az ^/-tengely pedig legyen a húr felező pontjában emelt me­
rőleges. Válasszuk egyszerűség kedvéért ezen húr félhosszát egy­
ségnek. Ekkor egy tetszésszerinti zárt konvex görbét a következő 
paraméteres alakban állíthatunk elő :
x  =  cos t, y — tp (t) sin t, (0< t^ 2n)
ahol <p(t) a (0 , 2 tt) intervallumban a 0 , n helyek kivételével 
egyértékű, folytonos, pozitív, korlátos változású és 27r szerint 
periodikus függvény.
A 0 és 71 helyeken csak azt kötjük ki, hogy
y(0) =  y(n) =  o
legyen.
E helyeken <p{t) lehet végtelen is, de csak olymódon, hogy: 
lim h<p(h) =  0  és lim hp{n — h) — 0
H=0 h= 0
fennálljon.
írjuk most fel a zárt konvex görbébe beírt tetszésszerinti 
n -szög területét, t%, tv - ■ tn-nel jelölve a szögpontokhoz tartozó 
parameterértékeket:
n
Tn • • ■ j fn)  —  ^  (ív) 9ÍU tv [COS tv—i  COS ív + l]  >
1
ahol
n^ fn+1 =
Ha
27T 27Tt1 =  t, t2 =  t +  — ,.. . ,  tn = t  + (n~  1) — , n n
akkor az ezen értékekhez tartozó n-szög területe:
Tn (t, t + ---- ,.. .,  t -j- (n — 1)-----) =  r„ (t) =\ n  n i
n—1
. 27t VA I. 2?r\ . . 271 \=  sin—  > <e\t-\-v—  s i r  í+ i /—  • n _ _  ' \ n ! \ n )
1=0
Mivel az x  — cos t, y — <p (t) sin t görbe területe:
27Z
T — I <p(t) sin^tdt
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és a feltétel szerint a <p(t) függvény In  szerint periodikus:
2#~J Tn{t) =  ~  sin J so(í) síiiHdt = T  sin jbr«
Ebből látható, hogy mindig létezik olyan t, amelynél:
És pedig, ha Tn (t) 4= const, akkor nyilvánvaló, bogy mindig 
van olyan f, amelynél
7TEn(í) > ----T  sinn «
Ha azonban Tn(t) — const, akkor a fentiekből következik, hogy 
t minden értékére:
2tis m -----«
Hogy az ilyen «-szögek csak akkor azonosak a beírt maximális 
területű «-szögekkel, h a  a görbe ellipszis, azt F e je s  L ászló így 
bizonyítja:
Tegyük fel, hogy a görbébe írható Tn{t) =  const, területű 
«-szögnél minden más «-szög kisebb területű. Ez esetben minden­
egyes ilyen Tn(t) területű «-szög bármely csúcspontján át húz­
ható egy olyan támaszegyenes (érintő), amely két szomszédos 
csúcsponton átfektetett szelővel párhuzamos.2
Ebből következik, hogy a görbének majdnem mindenütt foly­
tonos változású érintője van, és fennáll, hogy:
Vagyis y(t) differenciálhányadosa is folytonos és korlátos vál­
tozású.
2  L. S t e i n e r , Gesam m elte W erke, I I .  köt., 212. o.
SAS BRNO.
Fejtsük most y(t)-1 Fourier-sorba:
oo
y(t) =  2  (ö* cos kt -j- b/c sin kt).
Mivel a fentiek szerint y'(t) is korlátos változású,
» w sin k —
Ezen egyenlőség t minden értékére csak úgy állhat fenn, ha 
/>;>2-re a* — bk = 0, tehát:
Az y (0) — y (vr) — 0 feltétel azonban csak úgy teljesülhet, ha
vagyis, ha a görbe ellipszis.
Eredményeinket. most a következőképen foglalhatjuk össze: 
Ha a görbe leghosszabb húrja, mint átmérő fölé kört rajzolunk, 
ezen körbe beírjuk a maximális területű, azaz a szabályos 
«-szöget és ennek csúcspontjait a leghosszabb húrra merőle-
Tételünket kiterjeszthetjük tetszőleges zárt Jordan-görbére. 
Tekintsünk ugyanis egy tetszésszerinti zárt Jordan-görbét és a 
görbe ezen pontjait, amelyeken át közös érintő húzható; kössük 
össze e pontpárokat egyenesdarabokkal, vagyis szerkesszük meg 
a görbét magában foglaló legkisebb konvex tartományt (1 . ábra). 
E tartományt határoló K  konvex görbére tételünk érvényes.
y(t) == a0 +  % cos t +  bt sin t.
a0 =  «j =  0 ,
gesen a görbére vetítjük, akkor 
egy> a görbébe beírt w-szöget 
nyerünk.
1. ábra .
Tételünk értelmében e körbeírt 
szabályos w-szögnek mindig van 
olyan helyzete, amelyben a görbébe 
beírt megfelelő w-szög területe 
nagyobb, mint a görbével egyenlő 
területű ellipszisbe írt maximális 
területű n-szögé.
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írjunk tehát a K-ba egy olyan n-szöget, amely nagyobb terü­
letű, mint a /v-val egyenlő területű ellipszisbe írható maximális 
erületű n-szög.
Most két eset lehetséges: a K-h& beírt n-szög valamely csúcsa 
vagy az eredeti görbére, vagy a kiegészítő egyenesdarabok 
egyikére esik. Tekintsünk egy olyan P  csúcspontot, amely 
valamely kiegészítő egyenesdarabra esik. Ekkor két eset lehet­
séges :
I. Ezen kiegészítő egyenesdarab párhuzamos a két szomszédos 
csúcsponton át fektetett egyenessel. Ez esetben a P  csúcspont a 
görbére helyezhető úgy, hogy a beírt n-szög területe nem vál­
tozik.
II. A kiegészítő egyenesdarab nem párhuzamos a két szom­
szédos csúcsponton átmenő egyenessel. Ez esetben a P  csúcs­
pont úgy mozdítható a görbére, hogy a beírt n-szög területe 
nagyobbodik.
Ezekből következik, hogy minden zárt Jordan-görbén kijelöl­
hetünk n pontot olymódon, hogy ezen n  pont által meghatáro­
zott n-szög területe nagyobb legyen, mint a görbét magába fog­
laló legkisebb konvex tartománnyal egyenlő területű ellipszisbe 
írható maximális területű n-szögé.
Tételünk felhasználásával adhatunk egy becslést a zárt konvex 
görbékbe írható n-szögek kerületére nézve is. És pedig kimutat­
hatjuk, hogy bármely zárt konvex görbébe, mely nem kör, írható 
nagyobb kerületű n-szög, mint a görbével egyenlő területű körbe 
írt tetszőleges n-szög.
Ezt úgy mutathatjuk ki, hogy tételünkön kívül figyelembe 
vesszük még a következő ismert tételeket:
I. Az egyenlő területű n-szögek közül a szabályos n-szög 
kerülete a legkisebb.3
II. A körbe írható n-szögek közül a szabályos n-szög kerülete 
és területe a legnagyobb.
3  L. S t e i n e r , Gesam m elte W erke, I I ,  kö t., 200. o.
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n.
Az első rész elején említett tételt először olyan görbékre bizo­
nyítottuk be, amelyekre
Tn(t) =(= const.,
azután olyan görbékre is közöltünk egy bizonyítást, amelyekre
T„(t) =  const.
Ilyen tulajdonságú görbe például az ellipszis.
A következőkben elő fogunk állítani az ellipszisen kívül még 
más olyan zárt konvex görbéket, melyekre (bizonyos n  értékeket, 
kivéve)
Tn(t) =  const.
Legyen pl. tp (í) =  cos2f, ez esetben:
n—1
M  =  , i 4 2 f (1+A ) t f ( t + A )  =
. 27T=  sin ----n
o
n—1
2 i sin2 \ M-\-v ^ - )
ii 4 kivételével, minden n  ;> 8 esetére.
Ugyanis n =  4 kivételével fennáll, hogy:
n—1 n —1
V * 8ir V  • Sir ny  cos v----=  y  sin v —  =  u.—  n _ _  n
»=o »=o
Tehát az x  =  cos t, y =  cos2/ sin í vagy, DESCARTEs-féle koor­
dinátákkal kifejezve, az y =  / r  — íc2 görbe, a fent említett
tulajdonsággal bír.
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Legyen most tp (t) =  sinaí ; ez esetben
n—1
r n(í) =  s i n - ^  2 8iní ( í + v ^ )  =
ü
n . 27: \ '  1 . 2 L ,  . &7i\ .= ~  s m ------- > -  sin* 2 í+v -—  sin —  —2 n (L j 4 \ n i  no
3 . . 2tt— -~-n sin —8 n
n = 4 kivételével (w^3).
Tehát az x  =  cos t, y =  sin3/ vagy, ÜESCARTES-féle koordiná­
tákkal kifejezve, az // =  (j / 1 —íc2)3 görbe szintén olyan tulaj­
donságú, hogy n = 4 kivételével Tn (0  =  const.
Ezen két görbe azonban nem konvex (1. 2. ábra). Feltesszük 
tehát a kérdést, hogy az ellipszisen kívül létezik-e még olyan zárt
2 71 7^T
konvex görbe, hogy a t, t -\------ ,.. .,  ---- parameter-
firt  71/
értékekhez tartozó, beírt n-szögek területe t minden értékére 
ugyanakkora. Ilyen tulajdonságú zárt konvex görbék léteznek és 
most ilyeneket fogunk elő­
állítani.
E célból képezzük a kö­
vetkező görbe-sereget:
y =  (c+ íc2) 1^ 1—x 2 
és tekintsük az y'- 
letet. Ebből ex?
0  egyen-
2—c
tehát ha c> 2  és ha c <  —1, 
akkor szélső érték csak az 
x = 0  helyen van ; képezzük 
most az y" =  0  egyenletet; 
ebből:
^  =  9 ±  y f92—24(2—c)
12 á b ra .
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Tehát a c <  — “  és c >  2 értékekhez tartozó görbéknek nincs 
inflexiós pontjuk, vagyis a [— 2 ] intervallumon kívül fekvő
c értékekhez tartozó görbék konvexek.
Most még megmutatjuk, hogy az ellipszis az egyedüli olyan 
tulajdonságú görbe, amelyre nézve minden n-re (rt^3) fennáll, 
hogy
/ 27T \
Tn í, i +  — ...... f +  ( n - l )  —\ n n i
t  minden értékére ugyanakkora. Láttuk ugyanis, hogy 
/ 27t \Í +  — ,..., t  +  ( n - 1)^-  =\ n  n i
n  ^ \ / \ 2ít
=  Tn(t) =  2  í +  v —  sinJ í +  v —  sin ----;o ' n ! \ n  ! n
behelyettesítve az í/(í) FouRiER-féle sorát nyerjük, hogy:
n—1 oo
Tn(t) =  sin 2  2  [a* C0S k  ( t + V ‘^ n )  +
r = 0  fc= 0
+  b k sin B i n ( t + v ~ j  =
~  2  2 j  M “* SÍn (Ä+ 1)(i+ v^ ) _  sil1 {k — ^ ) [ t + v ~
= 0 k=*ti
— sin
4~ h*: j^cos (fc — 1) j — cos (A:—(— 1) ■ ) |  —
n . 2k "V4 
í=i
=  a- sin —  y  (aín_ i—ai„+i) sin lnt-\-(bm+i— cos Int 2 n +
w , 2;r+  s in -----
2  n
Látható tehát, hogy adott n-re 2’„(t) csak akkor ugyanakkora 
t  minden értékére, ha y(t) Fourier-sorában bizonyos együtthatók 
egymással egyenlők.
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Tehát, ha a görbe olyan, hogy az összes szabályos «-szögekre 
nézve fennáll a Tn(t) =  const feltétel, akkor:
Ct2 — Cl^ — (I g — * * * ■—• $2n  — * * * -—
I lg  ■ Ctg - • d r j  - * * * d % n  + 1 —  * * * —  -d-cj,
b4 — b3 • * * - b%n -— • • • — B  ^
b3 b- -- Ö7 -- =  2^n + l — ••• — B,y
Mivel an és bn( n ~ 1 ,2 ,...)  az y(t) Fourier-fóle együtthatói 
(a feltétel szerint ugyanis y(t) Fourier-sorba fejthető), azért 
a„ és bn—>0, ha « -> 00 , amiből következik, hogy:
Aí =  A.% =  Bx — Bz =  0,
tehát a fenti követelményeknek megfelelő görbe esetén: 
y(t) ~ a 0 -\- at cos t- \-b x sin t.
Ha még figyelembe vesszük, hogy y(0) =  y(n) =  0, akkor 
látható, hogy a görbe ellipszis.
Befejezésül példaképen állítsuk elő azt a zárt konvex görbét, 
amely olyan tulajdonságú, hogy n = 4 kivételével bármely sza­
bályos «-szögek megfelelőinek területe ugyanakkora. Ez esetben 
a fentiek és az y(0) =  // (77-) =  0 feltétel figyelembevételével nyer­
jük, hogy
Oiq 1 0, ci1 — 0, öLj — üj£ — (i6 —- * * * — uan =  • • • 0,
ü3 tíB —  • • • =  0Eo„+1 =  • "  = 0
bt =b 0, b8 4= 0, ba =  bt =  ■■■ =  b2n =  ••• =  0,
b3 =  b7 =  • • • =  fe2B+1 =  • • • =  0.
Tehát a követelményünknek megfelelő görbére:
y(t) — b1 sin í -f- ba sin Bf =  (öj-f-3—4-63 sin2<) sin t 
vagyis, DESCAETES-féle koordinátákkal kifejezve, a görbe:
y =  (a-j-bx2) \  1 —X2.
E görbék között, amint fenn már megmutattuk, vannak kon­
vexek is.
Sas Ernő.
5 t 2 E . SAS.
ON A CERTAIN EXTREMUM-PROPERTY 
OF THE ELLIPSE.
In the first part of the above paper the following suggestion of Mr. L. 
F e j e s  is proved : In a closed convex curve which is not an ellipse, it 
is always possible to draw a polygon of n  sides which has a larger 
area than any arbitrarily given polygon of n  sides drawn in an 
ellipse which has an area equal to that of the given curve.
In the second part a class of curves is treated which v as obtained 
by a construction applied in the demonstration of the above theorem.
E. Sas .
GOETHE ÉS NEWTON SZÍNELMÉLETE 
A MODERN FIZIKA MEGVILÁGÍTÁSÁBAN.1
Aki a tudományt előre akarja vinni —- együtt működve, vagy 
vetélkedve másokkal — az megelégedhet azzal, hogy egész erejét 
egy szűk munkakörre fordítja. Aki azonban e haladást a maga 
egészében akarja áttekinteni, az helyesen teszi, ha újból és újból 
összehasonlítja egy-egy régebbi időszak tudományos feladatait, és 
figyelemmel kíséri ama különös átalakulást, amelynek évtizedek 
vagy évszázadok során egy nagy probléma ki van téve. Egy ter­
mékeny kérdés, ha már találtak is rá egyszer világos feleletet, 
későbbi idők folyamán újabb megvilágításban ismét felmerülhet.
A mai term észettudománynak az a folytonos átalakulása, amely- 
lyel exakt, az eleven szemlélettől elvonatkoztatott természetleírás 
felé halad, magától felidézi annak a nagy költőnek az emlékét, 
aki több m int száz évvel ezelőtt a színelméletben egy elevenebb 
term észettudom ányért való harcra vállalkozott. Ez a küzdelem le­
zárult, minden részletkérdésben is eldöntötték, hogy mi «helyes» 
és mi «hamis». A GoETHE-féle színelmélet a művészétben, az élet­
tanban  és az esztétikában igen term ékeny volt. A győzelem azon­
ban, a következő évszázad kutatásaira való befolyás, a Newton- 
féle színelméleté m aradt. Azon rendkívüli fejlődés következtében, 
amelyen a NEWTON-féle fizika ama idők óta — főként az utolsó 
évtizedekben — átesett, ennek a ku ta tási iránynak a következ­
ményei is most világosabban állnak előttünk, mint valaha. Az el­
képzelések idegenszerű elvontsága, am ely — pl. a modern atom ­
fizikában — megengedi, hogy a term észeten uralkodjunk, minden­
1 A Szellemi E gyü ttm űködés M agyar Egyesületében B udapesten  
1941. áp r. 28-án ta r to t t  előadás. M egjelent ném etü l a «Geist der Zeit» c. 
fo lyó ira t 1941. m ájusi szám ában.
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nél világosabb fényt vet a színelmélet körüli híres harc hátterére. 
A következőkben elsősorban erről a háttérről beszéljünk.
Ismeretes, hogy Goetheí a természettel való beható foglalko­
zásra olaszországi utazása indította. Az ország geológiai felépítése, 
a délszaki ég alatt tenyésző növények sokféle alakja, az olasz táj 
ragyogó színei utazása során újból és újból megragadták figyel­
mét és útinaplójának élénk leírásaiból ismét megelevenednek előt­
tünk. Feljegyzéseiből azt is megláthatjuk, hogy ezek a benyomá­
sok — szinte maguktól — miként állottak össze tudományos 
rendbe, és a közvetlen természeti élményekből miként fejlődtek 
ki azok az elképzelések, amelyek később a GoETHE-féle természet- 
szemlélet alapjaivá lettek. Weimarba való visszatérése után kezdte 
meg Goethe a nyert tapasztalatok kidolgozását : ennek a munká­
nak első termékeként jelent meg 1790-ben a «Metamorphose der 
Pflanzen». A színek elméleti vizsgálata, melyhez Goethe már 
Olaszországban hozzákezdett, s amely színelmélethez írt vallomásai 
szerint a koloritok kérdéséből indult ki, ebben az időben háttérbe 
szorult. Egy prizma, melyet hazatérte után B üttner udvari taná­
csostól Jenában kapott kölcsön, hogy azon a fénytörésnél létre­
jövő színjelenségeket tanulmányozza, kicsomagolatlanul hevert az 
asztalán. Csak — mintegy 1791 tavaszán — amikor a tulajdonos 
a prizmát visszakérte, és egy szolgát küldött érte, akkor használta 
ki Goethe az alkalmat, hogy a prizmán átnézzen és a várt jelen­
séget megfigyelje. Ekkor, legnagyobb meglepetésére, azt tapasz­
talta, hogy nagy fehér felületek nem lesznek színesek, mint ahogyan 
a NEWTON-féle színelmélet tanulmányozása alapján várta, hanem 
fehérek maradnak, és hasonló a helyzet nagy kiterjedésű sötét 
felületek esetén is. Csak világos és sötét területek között jelenik 
meg színes szegély. Goethe ebből azt következteti, hogy «színek 
létrejöttéhez egy határvonalra van szükség». Ez a felfedezés, mely­
ről Goethe azt hitte, hogy Newton színelméletével ellenkezik, 
ösztönözte arra, hogy a színek fénytöréskor való keletkezésével 
foglalkozzék. A színek — Goethe szerint — világosság és sötétség 
egyesülésekor keletkeznek és nemcsak fényből, amint Newton 
tanítja. Ezt a következtetést sok más jelenség is igazolja. A Nap,
mely nappal fehér fénnyel sugárzik, sárgának és vörösnek látszik, 
ha fényét valami közbeeső páraréteg elhomályosítja. A kéményből 
felszálló füst napfényben kékesen fénylik. Sok más tapasztalat 
által tovább meggyőzve, végre Goethe a színeknek fényből és 
sötétségből való keletkezésében, a homálynak a világossághoz való 
keveredésében vélte az ősjelenséget («Urphänomen») megtalálni. Ez 
az alapfolyamat, vagy ősjelenség —- vezéreszméül nem az értelmet, 
hanem a tapasztalatot véve —- egységes rendbe foglalja össze az 
érzékvilágunk különböző színjelenségeit. Az a rend, amelyet Goethe 
színelméletében harmonikusan és a legapróbb részletekig eleven 
tartalommal kitöltve épít fel előttünk, az összes objektiv és szub­
jektív jelenségeket magában foglalja. Éppen a színeket, melyeket 
csak magában a szemben lejátszódó folyamatok határoznak meg, 
s ezért voltaképpen «érzéki csalódáskor! alapulnak, Goethe különös 
gonddal tárgyalja. És hogy Goethe a színek keletkezésének alap- 
jelenségéről a «West-östliche Diwan» egyik legszebb költeményében 
beszél, abból érezhetjük, hogy magának GoETHEnek mit jelentett 
ez a felfedezés.
Goethe úgy érezte, hogy színelmélete a NEWTON-félével á t­
hidalhatatlan ellentétben áll. Ezért most a NEWTON-féle elmélet­
ről kell beszélnünk. Ez az elmélet, mely inég ma is mindenféle 
fizikai optika alapja, azt tanítja, hogy a fehér fény több más színű 
fény összetétele, hasonlóképpen a tenger messziről hallatszó moraj­
lásához, mely érzéklésünkben mint valami sajátos és egyéni jelenik 
meg, s egyes hullámcsapások hangjából tevődik össze. A fehér 
fényből külső beavatkozással színeket lehet kiválasztani. Mint­
hogy ehhez a kiválasztáshoz mindig anyagra van szükség, amely 
fényt nyel el, és így hasonló ahhoz, amit Goethe homálynak, vagy 
sötétségnek nevez, a NEWTON-féle elmélet szerint is jól érthető, 
hogy fehér fénvhől a színek csak a homállyal való kölcsönhatás 
révén keletkezhetnek. Ennek ellenére a jelenségek rendje a két 
elméletben egészen más. Newton elmélete szerint a légegyszerőbb 
jelenség az a keskeny egyszínű fénysugár, melyet bonyolult be­
rendezésekkel más színű és irányú fénytől megtisztítottunk. Goethe 
tanítása szerint a legegyszerűbb fogalom a világos, körülöttünk
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szétáradó napfény. A NEWTON-féle elméletnek a mi szemléletünk­
től olyan messze eső alapjelensége a mérések és a m atem atikai 
számítások számára ny itja  meg az összes optikai jelenséghez vezető 
irtat. A fény terjedésének m ikéntjét mérésekkel meg lehet határozni, 
m atem atikailag meg lehet fogalmazni, és a színekhez is lehet egy- 
egy számot — mai tudásunk szerint a fény hullámhosszát —- hozzá­
rendelni. íg y  az optika azzá lesz, am it általában exakt tudom ány­
nak neveznek, és m int ilyen, helyesnek bizonyul, mivel m egtanít 
optikai műszerek készítésére, melyek a világ oly területeihez visz­
nek közelebb, amelyek érzékeink számára közvetlenül hozzáfér­
hetetlenek. Másrészt az is érthető, hogy ez az elmélet, m ely a fény- 
jelenségek fölött bizonyos uralm at ad, és őket gyakorlati célokra 
alkalmassá teszi, egyáltalán nem segít abban, hogy a körülöttünk 
levő színes világot elevenebben érzékeljük.
Ebből az összehasonlításból kiderül, hogy a két tannak, a 
Goethe- és a NEWTON-félének hogyan kellett egymáson kritikát 
gyakorolnia. Newton elméletének kiindulópontja Goethe előtt 
idegenszerűnek és természetellenesnek látszik. A fehéret, tehát 
voltaképpen a legtisztább fajta fényt kell összetettnek tekintenie 
és a fizikusok a réseken, lencséken és prizmákon, bonyolult beren­
dezéseken átmenő fényt tekintik alapjelenségnek. Megértjük, hogy 
Goethe a csalódását a következő szavakkal ki is fejezte: '«Épp 
így lesz a fizikus úrrá a jelenségeken, tapasztalatokat gjhijt, azokat 
mesterkélt kísérletekkel ácsolja-csavarozza össze. . .  de arra a 
merész állításra, hogy még ez is természet, csak halkan mosolygunk, 
s csendben csóváljuk a fejünket. Hiszen az építészeknek sem jut 
az eszükbe, hogy palotáikat hegyi tábornak, vagy erdőségnek 
nevezzék.» Goethe általában helyteleníti a fizikusoknak azt a 
törekvését, hogy a jelenségek világa mögött az okokig akarnak el­
jutni. «Ha találnánk is egy ilyen alapjelenséget, akkor is megmarad 
az a baj, hogy azt, mint olyat még mindig nem akarjuk elfogadni, 
hogy a mögött és azonfelül még mindig keresünk valamit, bár itt 
már tudomásul kellene vennünk a látás határait. A természettudós 
hagyja meg az alapjelenségeket a maguk örök nyugalmában és 
pompájában.»
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Megfordítva, viszont a fizikus azt az ellenvetést teheti Go et h e  
színelméletével szemben, hogy nem  lehet olyan exakt tudom ánnyá 
kiépíteni, amelynek segítségével az optikai jelenségeken valóban 
uralkodni lehetne. Még nem észlelt színtünem ényeket a GoETHE-féle 
elmélet alapján alig lehet pontosan megjósolni, m íg a NEWTON-féle 
elmélet ezzel az igénnyel igenis felléphet. A GoETHE-féle elm élet­
ben továbbá olyan elemek vannak összeszőve, amelyek elválasz­
tására  a fizikusnak mindig gondosan kell ügyelnie: a fizikus szá­
m ára minden kutatás első feltétele a szubjektív és objektiv elemek 
különválasztása. A fizikus ism ereteit a GoETHE-féle színelmélet 
tehát eg^es különálló területeken gazdagíthatja : tanulhat belőle 
a szemnek a színhatásokra való reakciójáról, kémiai vegvületek 
színéről, elhajlási jelenségekről, azonban az ő szempontjából a 
GoETHE-féle elméletből éppen az egység hiányzik. Ugyanis a szem 
reakciójának a m agyarázatát a recehártya és a  látóidegek (melyek 
a színhatásokat az agyba viszik) finomabb biológiai szerkezetében 
kell keresni, a kémiai vegyületek színét a vegyületek atomi szer­
kezetéből kell megmagyarázni tudni, végül az elhajlási jelenségek 
matem atikailag a tovaterjedő hullámok tulajdonságaiból k ö v et­
keznek . . . E három  jelenség közvetlen összefüggése ezen az alapon 
tehát érthetetlen. A természetnek i t t  egy általánosabb jellemvonása 
nyilvánul m eg: érzékeink szerint rokon és összetartozó jelenségek 
gyakran elvesztik az összefüggésüket, ha az okaikat kutatjuk.
Mindazok előtt, akik újabban a Goethe- és a NEWTox-féle szín­
elmélettel foglalkoztak, világos volt, hogy annak a kérdésnek a 
vizsgálata, hogy mi helyes és mi helytelen a két elméletben, nem 
sokra vezet. Lehet ugyan dönteni minden konkrét kérdésben, és 
Newton természettudományos módszere ama néhány esetben, 
amikor az elméletek között valódi ellenmondás van. majdnem min­
dig legyőzi Goethe intuitiv erejét. Azonban tulajdonképpen a két 
elmélet alapjában különböző dolgokkal foglalkozik, és már az a 
kérdés tisztázatlanul marad, hogy a szín fogalmával miként lehet­
nek összefüggésben ennyire különböző dolgok.
E kérdéssel kapcsolatban rámutattak arra, hogy Goethe és 
Newton két teljesen különböző módszert követett. Míg Newton
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egész világosan arra törekszik, hogy a színeket exakt mérések szá­
mára megfoghatóvá tegye, a színek világát matematikailag ren­
dezze, amint a mechanikában már sikerült neki, addig Goethe- 
nél matematikai megfontolásokat egyáltalán nem találunk. Ellen­
kezőleg, Goethe határozottan lemondott a matematikával való 
kapcsolatokról, mindössze azt hangsúlyozta, hogy «mérőművészek» 
segítsége itt-ott szükségesnek látszik. —- Közelebbről vizsgálva a 
dolgot, ez a különbség mindenesetre kevésbbé fontos, mint első 
pillanatban látszik. Amiről Goethe lemond, az nem maga a mate­
matika, hanem a matematikai apparátus. Ha a legtisztább alak­
jában megjelenő matematikára gondolunk, mint amilyen a szim­
metria-elmélet,1 vagy az egész számok elmélete, akkor könnyen 
belátjuk, hogy Goethe színelméletében nem is kis részben van 
matematika. Pl. «a színek érzéki és erkölcsi hatásáról» szóló fejezet­
ben beszél a poláris viszonyuk szerinti szimmetrikus rendjükről. 
Goethe a hat alapszínt egy szabályos hatszögön, vagy egy hat 
részre osztott körön állítja elénk, ahol a színek sorrendje a követ­
kező: vörös, ibolya, kék, zöld, sárga, narancssárga. E körben min­
den szín a komplementer színével van szemközt, tehát a zöld a 
vörössel, a kék a narancssárgával. Ez a szimmetrikus elrendezés a 
szinek sokféle egymásközti kapcsolatának a tanulmányozására
alkalmas. Szemközt levő színek — mint Goethe mondja----tiszta
harmonikus, egyedül belőlük származó összetételt adnak, mellyel 
mindig teljesség jár . A körön levő két olyan szín összetételét, 
melyet csak egy közbülső választ el, Goethe jellegzetesnek 
nevezi, mert —- mint mondja — «együttesükben van valami külö­
nösség, amely egv bizonyos kifejezéssel feltolakszik, de nem nyug­
tat meg, amennyiben minden jellegzetesség onnan ered, hogy mint 
annak az egésznek egy része emelkedik ki, amellyel egy bizonyos 
viszonyban van,anélkül, hogy abban feloldódna». Végül a körön 
levő szomszédos színek összetételét «jelleg nélküli összetétel»-nek 
nevezi. A színek közti kapcsolatnak a színkör segítségével való
1 Lásd pl. az ornamentumok csoportelméleti tárgyalását. (Sp e i s e r . 
A.: Theorie der Gruppen. — Szerkesztő megjegyzése.
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tárgyalása nyomban arra a matematikai szimmetriára emlékeztet, 
amely egy művészi ornamentumban található, va&y amit egy 
kaleidoszkóp legegyszerűbb alakzatai tárnak szemünk elé. — Ha­
sonló szimmetrikus rendszereket találhatunk az egész mű fel­
építésében.
Goethe és Newton színelmélete közötti különbségről valami­
vel világosabb képet kaphatunk, ha a két színelmélet célját vizs­
gáljuk. Nem szabad azt gondolni, hogy egy tudományos elmélet, 
mindig egy bizonyos célra készül, és csupán ezt a célt igyekszik 
elérni. Azonban minden tudományos elméletnek van valami szellemi 
háttere, amely valamilyen módon elképzeléseket tartalmaz a felől, 
hogy az elméletet majd miként lehet alkalmazni. Ezt a hátteret 
gyakran az illető tudomáiiy történeti fejlődése szabja meg, s az 
elmélet szerzője talán csak homályosan ismeri. Ha ilyen értelem­
ben beszélünk az elmélet céljáról, akkor nem lehet kétség a felől, 
hogy a GoETHE-féle színelmélet művészeknek, elsősorban festők­
nek szól. Goethe maga is határozottan megmondja, mennyire 
hiányzik neki egy művészi színelmélet, s miként tűnt fel neki, hogy 
«az élő művészek csupán bizonytalan hagyományok, s bizonyos 
impulzus alapján jártak el, hogy félhomály, kolorit, színek harmó­
niája, mindig egy csodálatos körben forogtak.» Goethe színelmélete 
egészen bizortyosan abból a kívánságból született meg, hogy a 
művészetnek e hiányzó elméletet nyújtsa. E kívánságon túl ott 
áll még általánosabb háttérként egy másik óhaj is, melyet Goethe 
azon az első helyen, ahol az «Olaszországi utazás»-ban a színelmélet 
terveiről ír, a következő mondatban fejez ki: «Látom, hogy némi 
gyakorlattal és huzamosabb elmélkedéssel a földkerekségnek ezt a 
gyönyörűségét is magamévá tehetném.»
A NEWTON-fóle színelmélet keletkezésének a há tte re  egészen 
más. Galilei és K epler  óta a term észettudom ányi tapasztalat azt 
m u ta tta , hogy a mechanika m atem atikai törvényekbe foglalható, 
és így megérthető. Newton volt az első kutató, aki felismerte, hogy 
ilyen módon milyen óriási mértékben lehet a természetbe.behatolni. 
Az optikában is volt egy sereg kutatás, mely azt m u ta tta , hogy e 
területnek nagy része szintén matem atikailag megfogalmazható
37*
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törvényeknek engedelmeskedik és ezért nyomban megértjük, hogy 
Newton törekvése arra irányult, hogy a színelmélet ilyen mate­
matikai átértése irányában tegyen lépéseket. Hogy e kívánság már 
akkor mennyire függött össze azzal a felismeréssel, hogy a fizikai 
törvények pontos ismerete a természet feletti technikai uralomra 
vezethet, azt nagyon nehéz megmondani. Az a tény azonban, hogy 
maga Newton hosszasan és behatóan foglalkozott a látcsövek töké­
letesítésével, arra mutat, hogy ó' az exakt természettudomány eme 
részében is jártas volt.
A későbbi fejlődés azt m utatta, hogy mindkét elmélet elérte a 
kitűzött célját. A mai távcsövek és mikroszkópok sohasem születtek 
volna meg a fény e m atem atikai elmélete nélkül. Goethe szín­
elmélete pedig sok festőnek jelentett ritbaigazítást és gyarapodást.
Gyakran hangoztatják azt is, hogy Goethe és Newton céljá­
nak különböző volta mögött az egész világszemléletük közötti mé­
lyebb különbség mutatkozik meg, hogy a költőnek és a matematikus­
nak a. világgal szembeni különböző beállítottsága vezetett a színek 
ilyen különböző elméletéhez. A színelmélet körüli vitának ez bizo­
nyára fontos pontjára mutat rá. Mégis helytelen lenne ebből arra 
következtetni, hogy a természettudós számára a világ minden más, 
költői oldalának idegennek kell lennie. Csak Keplere  kell gondol­
nunk, aki részt vett a matematikai természettudomány legfontosabb 
alapjainak lerakásában. K epler bonyolult szám-spekulációiban is 
mindig ott érzi a szférák harmóniáját és aki észrevette azt a lel­
kesedést, amellyel a bolygópályák közötti harmonikus összefüggésre 
vonatkozó új felfedezését ünnepelte, az kénytelen K epleri hatá­
rozottan költői léleknek tartani. Newton életének nagy részét 
fordította filozófiai és vallási tanulmányokra, és helytállóbb az a 
vélemény, hogy minden nagy természettudós jártas volt a költészet 
szférájában is. Legalábbis célja volt a fizikusoknak, hogy a ter­
mészeti jelenségek harmóniáját kiderítsék. Fordítva is tévedés 
volna azt gondolni, hogy a költő Goethe nagyobb súlyt helyezett 
a világról -való eleven benyomások gyűjtésére, mint valódi meg­
ismerések szerzésére. Már minden igazi nagy költői mű a világ 
egyébként nehezen megérthető területeibe nyújt valódi bepillan­
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tást, és épp azért egy olyan műnek, mint a «Farbenlehre», feladata 
új ismeretek közvetítése és egy ilyen mű a tudományos pontos­
ság követelményeinek megfelelően készült.
A Goethe- és a NEWTON-féle színelmélet közötti különbséget 
talán a leghelyesebben így határozhatjuk meg: a két elmélet a 
valóságok két különböző rétegével foglalkozik. I tt most arra kell 
gondolnunk, hogy nyelvünk minden szava a valóságok különböző 
területeire vonatkozhatik, és sokszor csak a nagyobb összefüggé­
sekből, gyakran csak a hagyomány és a megszokás alapján derül 
ki, hogy melyik területről is van szó. Az újabb idők természet- 
tudománya lassan elkezdi a valóságot két részre, egy szubjektív 
és egy objektív részre választani. Míg a szubjektív valóság nem 
minden ember számára szükségszerűen ugyanaz, addig az objektiv 
valóság az emberre mindig ugyanúgy kívülről kényszeríti rá magát 
és ezért a természettudomány kezdettől fogva ezt tette kutatása 
tárgyává. Ez a természettudomány bizonyos tekintetben kísérlet 
arra, hogy a vilá'got úgy írjuk le, hogy abban magunktól, a mi gon­
dolkodásunktól és tevékenységünktől eltekintsünk. Az érzékek itt 
mint olyan többé-kevésbbé tökéletes segédeszközök szerepelnek, 
amelyekkel az objektív világról tudomást szerzünk, és csak ter­
mészetes és következetes, hogy a fizikus igyekszik érzékei finom­
ságát mesterséges eszközökkel fokozni, amíg csak be nem hatol az 
objektív valóság végső, legtávolabbi területeibe, melyek közvet­
lenül nem észlelhetők. Ekkor támad az a csalfa remény, hogy a 
megfigyelési módszerek finomításával végül az egész világot sikerül 
megismerni.
Ezzel az objektív valósággal szemben, mely szigorú törvé­
nyei szerint folyik le, és ott is köt bennünket, ahol érthetetlen 
véletlennek látszik, szemben áll a másik valóság, amelyik fontos, 
számunkra jelent valamit. Ebben a másik valóságban azt ami tör­
ténik. nem számlálják, hanem értékelik, és az eseményeket nem 
magyarázzák, hanem értelmezik. Amikor itt észszerű összefüggések­
ről beszélünk, akkor az emberi lélekben meglévő összetartozások­
ról van szó. Ilyen valóságba tartozik a GoETHE-féle színelmélet, 
mely bár szubjektív, de egy cseppet sem gyengébb a másiknál.
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Mindenféle művészet ebbe a valóságba tartozik és mindenféle 
jelentó's műalkotás ezen a területen gazdagítja ismereteinket.
Soká úgy látszott, mintha e kétféle valóságnak mindig áthidal­
hatatlan ellentétben kellene állnia egymással. Ez esetben Goethe- 
nek a NEWTON-féle színelmélettel folytatott harca csak ennek az 
elsimíthatatlán ellentétnek egyik kifejezője lenne. Azonban a ter­
mészettudományok fejlődése az utolsó évtizedekben azt mutatta, 
hogy a világnak ilyetén módon két tartományra való bontása nem 
jelenti a tudomány utolsó szavát. Beszéljünk ezért most a modern 
fizika ezen fejlődéséről.
Ama elgondolás következtében, hogy érzékeink a modern 
világ megismerésére csak meglehetősen tökéletlen segédeszközök, 
a természettudomány a közvetlen érzékvilágtól egyre jobban el­
szakadt. A kifinomult észlelési technika a természet olyan új olda­
laira vetett fényt, amelyek szemléletünk előtt rejtve maradtak. 
Ugyanilyen mértékben azon fogalmak is, amelyekkel a természet- 
tudomány dolgozik, egyre elvontabbak, kevésbbé szemléletesek 
lettek. Már az egyszínű fénysugár is, mely Newton optikájának 
egyik alapfogalma, szemléletünknek idegenszerű. Egész világosan 
tűnik ki a természettudománynak az érzékvilágtól való elszakadása 
az elektrömosságtanban. A múlt század első felében megpróbálták 
az elektromosságtant az erő fogalma révén a mechanikával össze­
kötni. F araday és Maxwell felfedezései nyomán azonban kiderült, 
hogy az elektromos és mágneses jelenségeket akkor lehet a leg­
egyszerűbben rendezni, ha az elektromos tér fogalmából indulunk 
ki. Eme erőtér fogalmát rugalmas testek rezgéseivel való össze­
hasonlítás közelebb viszi ugyan a szemlélethez, de itt nyilván­
valóan csak egy szemléletes segéd-elképzelésről van szó, amely 
alkalmas a matematikai összefüggések világosabbá tételére. Ahhoz, 
amit érzékeink útján az elektromossággal kapcsolatban észlelünk, 
ennek semmi köze sincs. Ugyanis, ha beszélünk is éterről, melynek 
rugalmas rezgései elektromos hatást gyakorolnak, ez az éter maga 
nem érzékelhető. — Ugyanekkor az elvontabbá váló természet- 
tudománynak különös ereje nyilvánult meg abban, hogy fel tudja 
ismerni különböző jelenségek összefüggéseit, és közös alapra tudja
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helyezni őket. Az objektív világ kutatása azáltal kapta meg leg­
mélyebb igazolását, hogy nem is sejtett távoli összefüggésekhez 
vezetett, és hogy az így keletkező világkép minden részletében való 
bonyolultsága mellett is e nagy összefüggések terén egyre egysze­
rűbbé lett. Maxwell felfedezése révén a fényt elektromágneses 
jelenségnek ismerték el, és ezzel érzékvilágunk egészen különböző 
területeit: az elektromos és mágneses jelenségeket, a fényt, a lá t­
hatatlan ult.ravörös és ultraibolya sugarakat, a hősugarakat, ugyan­
azon fizikai tartomány különböző oldalainak tekintették. Ez a 
fejlődés végül következetes módon fejeződik be a modern atom­
fizikában. Az atomfizika az anyagnak érzékeink, vagy kísérleteink 
segítségével megállapítható tulajdonságainak a magyarázatával 
foglalkozik, azaz visszavezeti őket az atomok sajátságaira, melyek 
egyszerű matematikai törvényekkel írhatók le. A jelenségek vég­
telen sokfélesége így bizonyos fokig egy egyszerű matematikai 
axiómarendszer végtelenül sokféle következményében tükröződik. 
Valóban, a mai atomfizika a szilárd testek tulajdonságait, a kémiai 
törvényszerűségeket, a. hő hatásait, és amit még csak az anyagon 
észlelünk, az atom tulajdonságaiból meg tudja magyarázni. E ma­
gyarázatot minden esetre eddig még csak aránylag kevés esetben 
sikerült a szükséges végleges matematikai pontossággal keresztül­
vinni, de az elmélet minden ilyen esetben kiállotta a legszigorúbb 
próbát is. Azonban az anyag érzékelhető tulajdonságainak az ato­
mok viselkedése alapján való magyarázatakor az derül ki, hogy 
az anyag végső alkotórészeinek általában nem tulajdoníthatunk 
egyszerűen érzékelhető sajátságokat. Az atomot, a kísérleti technika 
rendkívüli fejlettsége folytán, hatásaiban meg lehet figyelni, de ekkor 
az atom már nem közvetlen szemlélődésünk tárgya. A természet- 
tudósnak tehát le kell mondania arról, hogy azokat az alapfogal­
makat, melyekre tudományát építi, közvetlenül az érzékvilághoz 
kapcsolja. Hogy az alapfogalmak helyesek, azt az az egységes, 
törvényszerű rend igazolja, amely e fogalmak bevezetésével az 
érzékvilág jelenségeinek végtelen sokasága között kialakul, s azokat 
érthetővé teszi. Hogy pedig itt valóságos rendről van szó, azt a 
technika bizonyítja, amely ebből a rendből fejlődött ki, és meg­
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engedte az embernek, hogy a természet erőit a saját céljaira fel­
használja-
E fejlődés során a természettudomány objektív világa minden 
esetre különös módon átalakult. Az a kívánság, hogy úgy írjuk 
le a világot, amint a saját gondolatainktól és beavatkozásainktól 
eltekintve lehetséges, abból a szándékból fakadt, bogy a tévedése­
ket, melyek érzéki csalódásokból, vagy az észlelések pontatlanságá­
ból támadhatnak, kiküszöböljük. A világról lehetőség szerint pon­
tos képet kellett alkotni. Most kiderül, hogy ez az egyre pontosabbá 
váló kép az eleven természettől egyre messzebb kerül. A természet- 
tudomány most már nem a közvetlenül előttünk álló világgal fog­
lalkozik, hanem ennek a világnak egy sötét hátterével, amelyre 
kísérleteinkkel derítünk fényt. Tehát ez az objektív világ egy 
bizonyos foltig csak a mi aktív beavatkozásunk, az észlelési techni­
kánk finomodása révén kerül felszínre, és ennyiben itt is elérkezünk 
az emberi ismeretek átléphetetlen határához.
Ebből a fejlődésből látható, hogy GoETHEnek a fizikai színelmélet 
elleni harca egy kiszélesedett arcvonalon még ma is döntésre vár. 
Ha H elmholtz azt mondja GoethetoT, hogy «színelméletét olyan 
próbálkozásnak kell tekintenünk, amely az érzéki benyomás való­
ságát igyekszik a tudomány támadásától megmenteni», akkor ez a 
feladat ma fontosabb számunkra, mint bármikor máskor, mert az 
egész világ átalakul természettudományi ismereteink kiszélesedése 
és a technikai lehetőségek gazdagsága következtében, amelyet, 
mint minden gazdagságot, részben áldás, részben átokként kapunk. 
Az utolsó évtizedek folyamán ezért hangzott fel ismételten az az 
intő hang, amely visszatérést ajánlott. Arra utalnak, hogy az érzéki 
világtól való elkanyarodás és ezzel kapcsolatban a világnak külön­
böző tartományokra való osztása máris nagy szétforgácsolódást 
okoz a szellemi életben és, hogy az eleven természettől való eltávo­
lodás következtében mintegy légüres térbe megyünk, ahol már 
többé nincs élet. Ahol ezek a figyelmeztetők nem csak általános­
ságban azt tanácsolják, hogy az eddigi természettudományt és 
technikát adjuk fel, ott arra biztatnak, hogy a természettudomány 
fejlődése során tartsunk szoros kapcsolatot a szemléletes tapasz­
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talással. Nem elegendő felismerni azokat a törvényeket, amelyek­
nek az objektív világ eseményei engedelmeskednek, hanem e tör­
vények összes következményeit érzékvilágunk számára minden 
pillanatban számon kell tartani. A természettudósnak kísérletei 
során a természettel való állandó érintkezésben annyira meg kell 
barátkoznia a megfigyelt jelenségekkel, hogy a törvények csak a 
tapasztalatok szükségszerű összefoglalásának lássanak. Azáltal 
tehát, hogy kísérleteink világa éppoly szemléletessé és elevenné 
válik, mint a környező természet, el kellene kerülni a kétféle való­
ság teljes elválasztásának a veszedelmét. Mármost az eleve világos, 
hogy csak az ismerheti fel a természet összefüggéseit, aki azokat 
a fizika illető területén jól ismeri. Sok kísérleti eredmény igen 
pontos ismerete nélkül a természetismeret még egy lépéssel sem 
jutott előbbre. Ezzel azonban a mai természettudomány veszedel­
mét még nem küzdöttük le, ugyanis bonyolult kísérleteinkben 
nem maga a természet jelenik meg, hanem a megismerést célzó 
tevékenységünk következtében megváltozott és átalakult ter­
mészet. Aki ezen változtatni akarna, annak az egész mai 
technikáról és a vele kapcsolatos természettudományról le kellene 
mondania. Akárhogy vélekedünk is, annyi bizonyos, hogy a vissza­
térés lehetetlen ; a mi korunknak az a feladata, hogy a megkezdett 
úton végig menjen.
Midőn az Üjkor kezdetén a tengerhajózás felvirágzása és az 
első világkörüli hajósok merész tettei révén megnyílt annak a 
lehetősége, hogy távoli földeket meghódítsanak, és onnan mér­
hetetlen kincseket hozzanak haza, talán akkor is kétségbe lehetett 
vonni, hogy vájjon az új gazdagságban a szerencse és a szerencsét­
lenség egyformán esik-e latba. Talán akkor is hallatszottak intő 
szavak, melyek a régi korok nvugodtabb és igénytelenebb élet- 
körülményeihez váló visszatérést óhajtották. Ilyenkor azonban az 
intő hangok meghallgatás nélkül szállnak el. Az idegen országok 
és kincsek utáni vándorlásnak csak akkor lehet természetes vége, 
amikor már minden földet felkutattak és kincseit szétosztották. 
Akkor a tekintet ismét szabad lesz a talán fontosabb feladatok 
számára, melyek szőkébb körben állnak előttünk. Hasonlóképpen
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fos a mi időnkben a természettudomány és a technika fejló'dni. 
Amint semmiféle határkő nem akadályozhatta meg az idegen 
országokba való vándorlást, éppúgy semmiféle külső akadály nem 
tartóztathatja fel a technika haladását sem. Csak maga a természet 
tud az igen távoli területeibe való tevékeny behatolásnak véget 
vetni azáltal, hogy megmutatja, hogy a meghódítandó terület itt 
sem végtelen. A modern fizikának talán épp az a legfontosabb vo­
nása hogy tisztázza a természettel szembeni aktív magatartá­
sunk határait.
Az atomfizika abból a természetesnek látszó feltevésből indult 
ki, hogy a megfigyelési eszközök javításával az atomokról való 
ismereteket is egyre tökéletesebbé lehet tenni. Az atomok, bár az 
anyag legvégső oszthatatlan alkatrészei, mégis csak egy darab 
közönséges anyag kicsinyített másának látszottak, úgyhogy az 
atom, legalábbis a mi elképzelésünk szerint, az anyag mindazon 
tulajdonságaival rendelkezik, amelyet az anyagon nagyban észlel­
hetünk. Csak idők folyamán jöttek rá arra, hogy a legelemibb alkat­
részeknek, pl. az elektronoknak, ha az anyag nagyban észlelhető 
sajátságait segítségükkel meg lehet magyarázni, akkor maguk­
nak nem lehetnek meg ezek az érzékelhető tulajdonságai, hiszen 
különben az illető tulajdonságok alapja iránti kérdés csak eltolódna, 
de Dem lenne megoldva. Ha pl. egy meleg test egy hideg testtől 
a belsejében levő atomok hevesebb mozgásában különbözik, akkor 
egy-egy atom maga nem lehet meleg, vagy hideg. így fosztották 
meg lassanként az atomot minden érzékelhető tulajdonságától. 
Hosszú időn át úgy látszott, hogy az atomok egyedül a geometriai 
sajátságaikat tarthatják meg: azt, hogy teret foglalnak el, hatá­
rozott helyük és mozgásuk van. A modern atomfizika fejlődése 
azonban az anyag végső alkatrészeit bizonyos értelemben ezektől 
a tulajdonságoktól is megfosztotta. Megmutatta ugyanis, hogy 
ilyen geometriai fogalmak alkalmazhatóságának a mértéke a leg­
parányibb anyagi részecskék esetén azoktól a kísérletektől függ, 
amelyeket e részecskéken végzünk. Ha aránylag csak kis pontos­
sággal beérjük, akkor lehet az elektronok helyéről és sebességéről 
beszélni, és a pontosság a mindennapi tapasztalataink körébe eső
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tárgyakon végzett mérésekhez képest igen nagy. Atomi méretek­
hez képest azonban kicsi a pontosság, és egy erre a mikro-világra 
jellemző törvény akadályozza meg azt, hogy egy részecske helyét 
és sebességét elegendő pontossággal megismerjük. Lehet ugyan 
olyan kísérletet végezni, amely lehetővé teszi egy részecske helyé­
nek legnagyobb pontossággal való meghatározását, de ennél a 
mérésnél a részecskét oly erős külső hatásnak kell kitennünk, hogy 
ez a sebességben idéz elő nagy bizonytalanságot. A természet tehát 
kivonja magát a szemléletes fogalmakkal való pontos leírás alól 
ama elkerülhetetlen zavaró hatások miatt, amelyek minden meg­
figyeléssel együttjárnak. Míg tehát minden természetvizsgálat 
eredeti célja az volt, hogy a természetet úgy írják le, amilyen az 
önmagában véve, vagyis amilyen a mi beavatkozásunk, a mi meg­
figyelésünk nélkül lenne, addig most rájövünk arra, hogy éppen 
ezt a célt nem lehet elérni. Az atomfizikában semmikép sem lehet 
azoktól a változásoktól eltekinteni, amelyet minden észlelés az 
észlelt jelenségen előidéz. Csak a megfigyelés módja fogja eldön­
teni, hogy a természet milyen vonásait határozzuk meg, és melyek 
mosódnak el megfigyelésünk következtében. Ezek a sajátságok 
választják el az anyag legkisebb alkatrészeit a szemléletes fogal­
maink területétől. Csak ez a körülmény igazolja azt a feltevést is, 
hogy az elektronok, protonok és neutronok, melyekből a mai fizika 
szerint az anyag felépül, valóban az anyag végső, oszthatatlan 
alkatrészei, vagyis, hogy nincsen értelme ezen elemi részek további 
felbontására, vagy térbeli szerkezetére gondolni.
E tényállásból kétféleképpen következik, hogy az a terület, 
amelyet a természettudomány és a technika segítségével fel lehet 
kutatni, csak véges lehet. Egyrészt az a tény, hogy az atomfiziká­
ban eljutottunk az anyag végső alkatrészeihez, lehetővé teszi a 
természetben levő kihasználható erők és a technika még nyitva 
álló lehetőségei tökéletes áttekintését. Másrészt az a mód, ahogyan 
az atomi jelenségek a mindennapi jelenségektől elkülönülnek, fon­
tos példa arra, hogy a természetkutatásban már a kérdés felveté­
sének a mikéntje és a kutatás módszere egy véges, lezárt részt 
választ ki a jelenségek összességéből. Hajdan úgy látszott, hogy
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az exakt természettudományoknak az a feladata, hogy a testek 
mozgását a maga szabályos lefolyásában megértse és leírja. 
Most rájövünk arra, hogy ilyen problémát az atomi jelenségek 
területén fel sem vethetünk. Amikor a természetnek egy atomi 
rendszer belsejében levő helyre, vagy folyamatra vonatkozólag 
szegezünk neki egy kérdést, akkor a kísérletnél szükséges 
tevékenységgel bizonyos, a mikro-világra jellemző összefüggéseket 
zavarunk meg.
Közelfekvő, hogy ezeket a gondolatokat általánosítsuk, s most 
ismét eszünkbe jut az a kifogás, amelyet Goethe a NEWTON-féle 
fizikával kapcsolatban emelt. Ha Goethe azt mondja, hogy amit 
a fizikus a maga műszereivel észlel, az már nem a természet, akkor 
azt is gondolja, hogy vannak a természetnek további, elevenebb 
területei, amelyek a természettudomány eme módszerei számára 
hozzáférhetetlenek. Nagyon is elhisszük, hogy ahol a természet- 
tudomány nem élettelen, hanem élő anyaggal áll szemben, ott 
mindig óvatosabban kell eljárni a természet megismerése céljából. 
Minél messzebbre megyünk a magasabbrendű. akár a szellemi élet 
megismerése terén, annál inkább meg kell elégednünk az egy­
szerűen felfogó, szemlélődő kutatással. Ebből a szempontból a 
világnak szubjektív és objektív részre való osztása a valóság túl­
ságos leegyszerűsítésének látszik. Helyesebb lenne inkább sok egy­
másba kapcsolódó részre való osztásra gondolni, amely részeket 
a természetnek feladott kérdések és az észlelés közben megengedett 
beavatkozások különbözősége választ el egymástól. Midőn egy­
szerű fogalmakkal egy ilyfen beosztást próbálunk csinálni, olyan­
féle rendszerre gondolunk, mint amilyet Goethe színelméletének 
függelékében találhatunk. Goethe hangsúlyozza, hogy minden 
hatás, melyet tapasztalataink során észreveszünk, a legfolytono- 
sabb módon függ össze, s hogy mégis elkerülhetetlen, hogy azokat 
egymástól elválasszuk. E hatásokat Goethe alulról felfelé haladó 
rangsorba osztja: véletlen, mechanikai, fizikai, kémiai, organikus, 
pszichikai, etikai, vallásos és geniális. A modern természettudo­
mány szempontjából az első területeket talán egy kicsit másképpen 
választhatnék el egymástól: mechanikai helyett mindama jelen­
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ségeket egybefoglalnánk, melyek a klasszikus fizika számára 
hozzáférhetők, melyeket tehát szigorúan kauzális alapon a tér­
időben le lehet írni. A kémia területe magába foglalná az atomi 
folyamatokat, és törvényszerű felépítését a modern atomfizika 
tisztázná. Külön fizikai területet, melyet egy bizonyos értelem­
ben a két megelőző már magába foglal, nem vezetnénk be. 
A véletlen számára sem hagynánk külön területet. Annál 
nagyobb —- a természeti törvények által pontosan előírt — 
szerepet játszik a véletlen a felsőbb területeken. Tehát a 
GoETHB-fóle rendszer négy legelső tartományának szabályos fel­
építése, a köztük levő összefüggések és kölcsönös elhatárolásuk 
világosan átlátható. A következő, az organikus terület belső 
szerkezetét és határait a modern biológia — ha csak homályosan 
is — ismerni véli. A mégfelsőbb területek pontos körülírására 
ma még senki sem vállalkozhatik.
Ha ilyen módon a valóságot különböző területekre osztjuk, 
akkor a Goethe és Newton színelmélete közti ellentmondás magá­
tól megoldódik. A két elmélet a tudomány ama előbbi nagy épüle­
tében két különböző helyen áll. Persze, a modern fizika elismerése 
sem akadályozhatja meg a természettudóst abban, hogy a termé­
szetszemlélet GoETHE-féle útján is járjon, és azon előbbre is menjen. 
Az a remény azonban, hogy a természettel kapcsolatban elevenebb 
és egységesebb álláspontra térhetnénk vissza, nyilván még korai. 
A mi időnknek, úgy látszik, az a feladata, hogy a természet ala- 
csonyabbrangú területeit kísérletileg megismerje, és technikailag 
meghódítsa. Az exakt természettudományok területén való eme 
előnyomulásnál tehát egyelőre sokszor le kell mondanunk a ter­
mészettel való eleven kapcsolatokról, amit Goethe a mélyebb 
természetismeret előfeltételének látott. Ezt a lemondást azért 
vállaljuk magunkra, mert ennek fejében megismerhetünk, és mate­
matikai tisztaságban áttekinthetünk olyan egészen távoli össze­
függéseket, melyek a magasabb rangú területek teljesen világos 
megértésének határozott előfeltételei. Akinek az eleven területek 
elhagyása túlságosan nagy áldozatnak tetszik, az egyelőre nem 
követheti az exakt természettudomány útját. Csak majd amikor
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ez a tudomány az eddigi kutatási módjának legszélső határán maga 
fedezi fel az élethez való viszonyát, akkor lesz számukra az értelme 
felfogható.
Talán szabad azt a természettudóst, aki a nagy összefüggé­
sek megismerése végett elhagyja az eleven szemléletet, ahhoz 
a turistához hasonlítani, aki egy hatalmas hegység legmagasabb 
csúcsára akar eljutni, hogy onnan az alatta fekvő tájat a maga 
összefüggésében áttekintse. A turistának is el kell hagynia az 
emberlakta termékeny völgyeket. Mennél magasabbra megy, annál 
szélesebbre tágul tekintete előtt a táj, de annál gyérebb lesz körü­
lötte az élet. Végül eljut egy jégből, hóból álló, vakítóan csillogó 
vidékre, ahol minden kihalt, ahol maga is csak nagy nehezen tud 
lélekzeni. Csak ezen a tájon át lehet a csúcsra eljutni. Azonban 
ott fent olyan perceket tölt, amelyekben az alatta elterülő egész 
vidék a legtökéletesebb tisztaságban ragyog szeme előtt, s talán 
még sincs olyan nagyon messze az élő területtől. Megértjük, hogy 
egykor minden élettelen vidéket siralmas pusztaságnak éreztek, 
hogy odamenni annyit tett, mint megsérteni a felsőbb hatalmakat, 
akik valószínűleg bosszút is állnak a túlontúl közelükbe merész­
kedem Go e t h e  is a sértő vonást látta a természettudomány 
haladásában. Bizonyosak lehetünk azonban afelől, hogy ama tiszta 
és végső világosság, amelyre ez a tudomány törekszik, a költő 
G o eth e  előtt is ismeretes volt.
Werner Heisenberg.
(Fordította : Faragó  Péter . )
DIE NEWTON’SCHE UND GOETHE’SCHE 
FARBENLEHRE.
(Vorgetragen im  Ungarischen Kulturbund in Budapest am 28. A pril 1941.)
Der Vortrag kommt von einem Vergleich der Grundlagen der 
Goethe’schen und der Newton’sehen Farbenlehre zu einem Vergleich 
der Wirklichkeitsbereiche, denen die beiden Farbenlehren gelten. Es 
wird darauf hingewiesen, dass schon die moderne Atomphysik den
Wirklichkeitsbereich der Newton’schen Physik überschreitet, dass also 
auch die konsequente Verfolgung des von Galilei und Newton ein­
geschlagenen Weges schliesslich in Gebiete führt, die sich von denen 
der klassischen Physik grundsätzlich unterscheiden. Aus diesem Um­
stand kann die Hoffnung geschöpft werden, dass sich in nicht all­
zufernen Zeit auch ein Verständnis für die Verbindung zwischen 
den naturwissenschaftlichen und den geisteswissenschaftlichen Be­
reichen anbahnen wird.
W. Heisenberg.
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(A megoldásokat a következő címre k érjü k : De . E gerváry J enő, Budapest, 
IV., Kecskeméti utca 4.)
r
6. Bebizonyítandó, hogy egy determináns oszlopai közül min­
dig kiválaszthatók bizonyosak (legalább egy) úgy, hogy minden 
sornak a kiválasztott oszlopokban levő elemei közt vagy csak 
páros vagy csak páratlan sok 0 szerepel.
(Hajós György)
7. Bebizonyítandó, hogy az ortocentrikus1 tetraéder négy 
magasságán átmenő minden másodrendű kúpra derékszögű tri- 
éderek helyezhetők el.
(Klug Lipót)
8. Bebizonyítandó, hogy bármely két ortocentrikus'1 tetraéder 
csúcspontjain és magasságpontjain át másodrendű felület fek­
tethető.
(Egerváry Jenő)
1 Ortocentrikus az olyan tetraéder, melynek magasságai egy ponton 
(a tetraéder magasságpontján) mennek át.
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1. Bebizonyítandó, hogy ha a nem azonosan eltűnő
c±z  +  c3z3 +  • • • +  onzn 
polinóm együtthatóira fennállanak a
C y  3 C y - j - l  ~f“ 3 Cy-t-Q Gy +  3 0 ( '1 , 2, • . -, W)
egyenlőtlenségek, ahol cn+i =  cn + 2  =  cn+3 =  0, akkor e polinóm 
deriváltjának zérushelyei az egységkörön kívül vannak.
(E gerváry)
Áz 1. feladat megoldása.
Az általánosság megszorítása nélkül föltehetjük, hogy a
P  (z) =  C^ Z "1- C^Z® -f- • " -}- C^Z71
polinom legalább másodfokú, azaz n>2 és cn=j=0. A feladat feltételei­
ből következik, hogy a cv  c2, . . cn sorozat pozitív, fogyó és konvex. 
Minthogy pedig
cv 3cv+i p -f- 3cv+2p  ^ c*+3p3 — cv — 3c,+ 1 -I- 3c,+g —
+  3 (c» + r—•2c,+2+cr+3) (1—p)
3 (cv+2—cv+3) (1—p)2
+  c,+8(l— Q)3,
azért 0<p< l esetén a cv  ct p,. . c„Qn~ 1 sorozat is kielégíti a feladat 
feltételeit.
Valós, nem negatív z esetén P ’[z) nyilván pozitív; állításunk iga­
zolására elegendő tehát kimutatni, hogy 
. e
I { e  2 .P'{Qeie)} >  0, ha 0 < p í g l  és 0 <  ti <  2jt.
Azonban
. a . ö e3i—-
+  ■
c -P'(peiö) =  Cj.e 2 -f cs.p.2e 
. e
7 {e*2 .7J'(peie)} =
0
(2n—l) i-• ■ ■ +  cnQn~ 1 - ne 2.
in - 0 - +  r2p. 3 sin 3 - c„p«—1. (2n—1) sin Í2n—1) 0
0 0 0— +  c2p . sin 3-^-H---- (-C„p«-1.s i n (2n—1
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Az első, illetőleg második összeget a crgv~ 1 együtthatók harmadik, 
illetőleg első differenciái szerint átrendezve 1 nyerjük, hogy
o i  n
I  {e 1 . P'(geie)} =  -5 - 2  p*!- 1  (c*— 3cr + i p +  3ó»+2(i2 — cv+:1 í>3) S*»s) (Öl +
1 "V ^ - 1 (cv- c v+1())S;0 , (Öj, ( 1 )
ahol
S ? ’ (0)== sinT + ( 2 ) 3sin3|" 1--- + ( 2 )(2íl—1) SÍn (2v-1)-
és
■ ,  f>
Q sm v TH H
Aj01 ( 0 )  —  s i n +  sin 3 +  sin (2v— 1)-^- = -------^
sm -ä
F ejér egyik tétele szerint2 (0) 0, ha 0 <  Ö <  2jt ; tehát az
(1) alatti összegek tagjai a feladat feltételeinek következtében 0<p;gl 
és 0<Ö<2jt esetén nem negatívok. Továbbá a második összeg első
tagja : (c1—pr2) sin — >  0, ha 0 <  q <  ) és 0 <  6 <  2tt. mert ekkor
C-j Q C  2 Cj Cg - ' ( 0.
6_
Eszerint /  {e* 2P'(peie)} >  0, haO <  p 5Í 1 és 0 <  6 <  2jr, továbbá 
P '(p)>0, ha p5?0, vagyis / ’'(z)=kO. ha | z  | fg 1. Q. e. d.
(Egervái'y Jenó}
*
2. Bebizonyítandó, hogy ha a zv z%, z3, tv t3 számok a
2 (C iZ i +  z k z i )  = (Ci +  Zi) íz* +  Z i) (1)
«, k, 1=1,2,3)
egyenleteknek eleget tesznek és zv z &, z3 különbözők, akkor a.
%(ZiCi +  OcCi) =  (Zi +  t i )  (& -K i)
( i ,  k ,  1 = 1 ,2 ,3 )
egyenletek is ki vannak elégítve.
(2)
(E g e r v á r y )
1 A polinómnak itt alkalm azott többszörös Abel-féle átrendezését ille­
tőleg 1. pl. F e j é r  L .: Hatványsorok többszörösen monoton együttható- 
sorozattal, Math, és Természettud. Értesítő, LV. köt. (1936).
2 L. F e j é r , Neue Eigenschaften der Mittelwerte bei den Fourierreihen,
Journ. of the London Math. Soc. VIII. köt. (1933).
IS
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A 2. íeladat első  m egoldása.
A z  (1) e g y e n le te k  a b b an  az e s e tb e n , m ik o r  z v  z v  z 3 p á ro n k én t  
k ü lö n b ö z ő k , a e q u iv a le n s e k  a
(CiZiZkZl) = 'y 'y  ■ —----— =  —  1 (*. *, i= l .  2, 3)' i Zi Zl
e g y e n le te k k e l. E z e k b ő l, fe lh a sz n á lv a  a  k e t tő sv isz o n y n a k  e le m e i p er-  
m u tá lá s á n á l fe lv e tt  é r té k e i  k özt f e n n á l ló  ism e r t  ö ssz e fü g g é se k e t , n y e r ­
jü k , h o g y
{Clz lz<zzs) ~
(Cs^i^s) =  1 * Caz 2ss2i ) — 2,
 ^CiZl22Z:!)
to v á b b á  n y ilv á n
1 (>3Z3Z1Z2) “
(z^zyyg) =  1.
E z e n  ér ték ek  f ig y e le m b e v é te lé v e l  a z
(a ,  b, c, d ) =  ( íap i/r) (b p q r ) {cp q r) (d p q r )) 
id e n t i t á s  3 a la p já n  k ö z v e t le n ü l a d ó d ik
f^ ií iC a C s) —  {_(z i zí z 2 z s ) ( í í ^ iZ jZ g )  ( ^ i Z 2z s ))  =  ( l ,  1 ,  - •  2 ) —  1-
te h á t  á tr e n d e z é sse l a  (2 )  a la t t i  e lső  e g y e n le t .  A  m á s ik  k e t tő  h a so n ló a n  
a d ó d ik .
(Surány i János)
L e g y e n
A 2. feladat m ásodik megoldása.
Za --- Mh . i • Wo) Zg Z* — 'H'g
r  _r  — v r __* — v * __—v1 V2 -- vl ’ V2 V3 — °2’ *>3 V1 — ;?•
A z (1 ) e g y e n le t  e g y e n é r té k ű  az
_ L _  =  ± / _ i +
e g y e n le t t e l .  In n e n  p e d ig
3u iU3us
■■k— Zj 
(i, k, 1=1,2, 3)
’ 2^ --
3upi2u ;t
1 (m8---- M j) (Mj— u 2 )  2 (1Í1----í ( j)  (tta— Mg)
3 (m2—Ug) ( u 3—u t ) ’
3 Ez az ismeretes identitás egyik analitikus kifejezése a projektív 
geometria alaptételének, mely szerint két egyméretű alapálakzat közti 
projektivitás három homológ elempár megadásával egyértelműen meg van 
határozva.
3 8 *
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és így
U - - - )2 \ v3 vt J 2.3 u tu 3u.- —  ( 2 m 2— Mj----Mg) =
stb. E szerint
^,utu 3
1 1f 1 1 ) - 1
2  1' U 3 u t  1 Z1 VI
~._* 9  a.Zt w / ■ +
1
_ . 2 \ S k Sl vi
(i, k ,  1 = 1 ,  %  3)
Ezek az egyenletek pedig egyenértékűek (2)-vel.
(Feld heim Ervin)
A 2. feladat harmadik megoldása.
Az általában komplex Pi ( í j) ,  Pk(zjc) alappontokhoz harmonikus 
fekvésű Pj (z*). Fii (Cí) pontokra nézve
(CiZiZfcZl) ; sí" zk
(i, A', 1=1, 2, 3)
(I)
vagyis
2 (ZiCi+2ftZ/) =  ( í t  +  S-i) (z /c Z [ ).
(i, *, í = l ,  2, 3)
Ennélfogva a bebizonyítandó tétel azt állítja, hogy a (Ci2iz&z()=—1 
(á, fc, l =  1, 2, 3) összefüggésekből a (^ CiCfcO) — ■—1 («, A, ? =  1, 2, 3) 
összefüggések következnek. Ezt igazoljuk be. Jelölések :
— , = 6 3 ;   1^- ’ *3 “  ~Z3 Zc2
Az (I) alatti három egyenletből nyerjük, hogy 
2*2 "t- ^ 1^ 3 _ 3^ “!~ 4 +  p _A ■ *1 1 + 4  ’ V2~  1 + 4  ’
képezzük most ezek segítségével például a
7 _r  rn. b.  *>1 V« >.1
21 +  Át2* _ 
i + ; 3 ’
^ _r»1 <*3
anharmonikus arányt. Nyerjük, hogy
h  ^  1 ~i~ Át 1 és 1 +  Ás3 L ,
'fcl "»32i G 11 Át F F  
tehát, hogy (ZjCiCjCs) =  - j - v y 4 A ií-‘kat értelmező egyenletekből követ­
kezik, hogy /j/,/,, = — 1 ; azért (z^CsCä) =  — 1. 1- e- d. A másik 
két összefüggés az indexek ciklikus permutációjával adódik, minthogy 
a kiindulási egyenletek is így keletkeztethetők.
( Csada Imre)
MEGOLDOTT FELA D A TO K . 567
A 2. feladat negyedik m egoldása.
A feladatot a következő általánosított alakban tárgyaljuk.
A zv  z2, z3 számok legyenek különbözők ós £v  £a, <f3 elégítsék ki az
a  (zjzs+Ci«*) +  b {zizt+£xzn) — (« +  &) (^iCt+^s) —  0, 
ot “1“ ő (z2z3 ACj''i) " (u—f-áj (^2^"i“ZgZjj — 0,
Cl (ZgZjd-í^gZ^) +  b  (ZgZj“}- *gZ(j) f Ct +  b ) (Zg^j-i-ZjZj) — 0
egyenleteket, ahol a, b =t= 0, 0. Bebizonyítandó, hogy fennáll az a 
három egyenlet is, mely az adottakból úgy származik, hogy az
a, zv  z2, zg és *3
számcsoportokat felcseréljük. (Az eredeti feladat arra az esetre vonat­
kozik, midőn a— b).
Bizonyítás. Az adott egyenletek tartalma az, hogy a
(ClZiZt Zs)’
kettős viszonyok közös értéke
(Í’gZoZgZj), (^ gZg^ jZa)
--- -, állításunké pedig az, hogy a
( 'h C l 't ó C s ) »  ( ^ C í Cü m ) ’ ( Z S '» 3 » Í£ í )
kettős viszonyok közös értéke ennek reciprokja: 
Minthogy tört-lineáris
I. az+ ß  \
r
transzformáció a kettős viszonyokat 
változatlanul hagyja és mivel ilyen 
transzformációval a z1;z2,Zg. számokat 
három tetszésszerinti számba vihetjük 
át, szabad feltennünk, hogy a zt , zv  z3 
számokat ábrázoló pontok egyenlő­
oldalú háromszögnek csúcsait alkot­
ják. Ilyenkor megszerkesztvén a 
pontot, belőle £2-t és £3-at úgy kap­
juk, hogy az ábrát a z12 2z3 háromszög 
súlypontja körül a z.,z2Zg körüljárási
értelemben (melyről feltehetjük, hogy pozitív) 2jt3 , illetőleg
4jt szög­
gel elforgatjuk. A keletkező ZiC^Ci^C* hatszög oldalai és szögei közül 
minden második egyenlő. Legyen
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akkor
a 2iC ’ r r•^ 2^ 1 ’ 23*í távolságok közös értéke »■
a 2i Cí ’
„  p  
-62l»3> Z s C l « « « r ' :
a C32lCl> sX22Ví> szögek (í « a
a 2sCi 22’ 2 iCa2s> Z ^ C s Z l a « (« a ';
//*■ _ _ „ \ -r P  •"2 “»1 . •% *1 r eí (a '+ f )1eo** ■ za— z, ~ r ’
és
/ -  A A A \ V"1>1 2S3 I
A két kettős viszony szorzata tehát
i(a + ar-
e v
íln\
3 /_
Azonban a + a ' egyenlő a hatszög szögösszegének harmadával és így 
a kérdéses szorzat értéke
i
y  v s  3 / — el7ti — 1.
Ez volt bebizonyítandó. (Szűcs Adolf)
A 2. feladat ötödik  megoldása.
A következő általánosabb tételt bizonyítjuk be.
Ha a £a, z„ (a, a — 1, 2, 3) számok eleget tesznek a
yíu kai (£ér ^ l _i * 222‘{) 4~ Í£«2 (CaZ 4" 4“ l' ciVi {\aZ^ 4“ Z]Z%) Ö (1*^ )
(«=1, 2, 3)
egyenleteknek, melyekben
k a i  '+  ÍCa2 +  k a 3 =  0 ,  («=1, 2, 3) (*)
fcla +  &2a +  fc3a =  0  (a = l,  2, 3)
és jS], z2, z3 páronként különbözők, akkor a
La =  fela (ZaCl 4 C2C3) 4- k'ia (Zo4 +  CCl) 4- k$a [z-a C3 4" C1C2 ) =  0 (2*)
(0=1, 2, 3)
egyenletek is ki vannak elégítve.
A (*) egyenletek következtében ugyanis a Au és L a formák közt 
fennállnak a
r r ;  2 i2 ,kua£uZa =  — k a ,
“ tC/i +  Cr) 4 a z— £ —li lta í 'iuZbZc -{- ZaCfiCy) =  -  ( z b  4“ Z c ) L a j  
Cfi -Ty 4 „  ~  - í —k na^ß£yZbZc —  2>ZbZcLa
identitások.
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Továbbá, ha zv  zv  z s páronként különbözők, akkor
2^ I
Zo)>
2»3 "i"  ^i “f" — (^ 3  sa) (4i 4i) ^  Ö;
tehát ekkor A ^ A ^ A ^ O - b ó l  következik L1= L í = L 3= 0 , q. e. d. 
A || k„a II koefficiens-matrixnak speciális esetei:
| _9 1 1 — (a +  b) a b
1 _2 1 | , illetőleg b — {a+b) a
1 1 1 —2 a b — (a+b)
tehát az itt bizonyított tétel a feladatban kimondott állítást, illetőleg 
annak a fenti negyedik (Szűcs-féle) megoldásban adott általánosítását, 
mint speciális esetet tartalmazza.
(Egervári/ Jenő)
*
3. Egy konvex oktaéder lapsúlypontjai parallelepipedont hatá­
roznak meg; továbbá az oktaéder átlóinak végpontjain átmenő és 
a másik két átlóval párhuzamos síkok szintén parallelepipedont 
alkotnak. Bebizonyítandó, hogy a nevezett két parallelepipedon 
hasonló, hasonló helyzetű és belső hasonlósági p o n t ju k  az okta­
éder testsú lypontja . (Egervárig)
A  3. feladat m egoldása.
A helyzetvektorok 0  kezdőpontjául az oktaéder egy belső pontját 
választjuk. A testátlók felezőpontjainak helyzetvektorai f fw f2, f... 
A félátlók szolgáltatta vektorok d1( d2, d3, ezek alkossanak jobbrend­
szert s így vegyes szorzatuk <l,d2d3 >  0. A csúcspontok tehát f; + d*
(*= 1, 2, 3).
A lapsúlypontok az í =  |( f1-t-í2+ f3) jelöléssel
3 [(f 1 4-Sjdi) A (1*2 4- (I3+e3dg)] — I +  £j ti, d.
ahol e* =  ±  1. E súlypontok tehát egy parallelepipedont adnak, mely­
nek középpontja í, élvektorai pedig | d 1( |d 2, |d 3.
A körülírt parallelepipedon élvektorai a testátlókat adó 2d,, 2da, 2d,, 
vektorok. E parallelepipedon tehát az előbbihez hasonló, hasonló hely­
zetű és lineárisan annak háromszorosa. Középpontjának helyzetvektora
4 Ha egy pont helyzetvektora a, akkor egyszerűség kedvéért magát a 
pontot is a-val jelöljük.
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légiién d. Csúcspontjai tehát d+ejd^+e^l^+egdg(e»=± 1). Állítjuk, 
hogy d-t a következő egyenlet szolgáltatja :
d (d ^ d ,)  =  dj íljd2d,j +  d2 u l, f2d:5) + d3 ( d ^ f , ) .  (1)
Szimmetria-okokból elegendő például annak bizonyítása, hogy az (1) 
által értelmezett d-re nézve a (d +  dx +  d 2 +  d3) és (ft dx) pontok 
összekötő vektora, azaz (d l’A -1- <l3 — d 3), a d2 és d3 vektorok síkjába 
esik. Tehát g = d —íj, d 2, d3 komplanaritását kell igazolnunk. Az (1)
egyenletet skalárisán szorozva d2 és 
d3 vektoriális szorzatával
(dd3d3) (d,d2d3)=  íd ,d4d3) (f,d2d3), 
vagyis
(gd2d3) (djdjdjj) =  0.
Tehát d]d2d3=t=0 miatt gd2d3 =  0. 
Q. e. d.
Az oktaéder köbtartalma a körülírt 
parallelepipedonénak hatoda, vagyis
A' =  |d jd sdg, (2)
amint ez az oktaédert alkotó nyolc 
tetraéder köbtartalmának összegezé­
sével is igazolható. A sűrűséget 
1-nek választva, K egyben a tömeget 
is adja. Az S súlypont meghatározása céljából a nyolc tetraéder 
mindegyikénél a tömeget négy egyenlő részre osztva a négy csúcs­
pontba helyezzük. így például az a = f1 + d1 pontba helyezett tömeget 
az 0, a, f2± d 2, f8 ±  d3 pontok meghatározta oktaéder köbtartalmának 
negyede adja. Tehát az a és l*=fj— pontokba helyezett tömegek 
elsőrendű nyomatékai
a  + 1) =  i [d l(fld#dB> + h  (d,d2d3)].
A teljes nyomaték tehát (1) felhasználásával
s K =  Jd  (djdjdg) +- f (djdjdg)
és így (2) alapján
S =  i(d+3I).
Az s súlypont tehát belső hasonlósági pontja a d középpontú és az 
f középponti! s harmadakkora parallelepipedonnak.
(Hajós György)
TANULÓVERSENYEK.
Jelentés az 1941. évi XLY. matematikai 
tanulóversenyről.
E versennyel kapcsolatban mindenekelőtt örömmel kell megállapí­
tanunk, hogy az idén, 23 évi szünet után először, a versenyt Kolozs­
várott is meg lehetett tartani. Ily módon versenyünket egyidejűleg 
Budapesten,, Kolozsvárott és Szegeden rendeztük meg 1941. okt. 18-án. 
Budapesten 55 versenyző jelentkezett és beadatott 43 dolgozat, Kolozs­
várott és Szegeden egyaránt 8—8 versenyző jelentkezett, akik közül 
5—5 adott be dolgozatot. Összesen tehát 53 dolgozatot kellett meg­
bírálni.
A verseny tételei a következők voltak:
I. Bebizonyítandó, hogy
(1 + x)  (1+3C5) (1 + x 4) (l+a?8) . . .  (1 +xVk~1) =
— 1-f x + x a+sc34-£c4-f------\-x'2k—1.
II. Valamely derékszögű sík-koordinátarendszerre vonatkozólag rács­
pontoknak nevezzük a sík azon pontjait, melyeknek mindkét koordi­
nátája egész szám. Bizonyítsuk be, hogy ha valamely parallelogrammá­
nak szögpontjai rácspontok és belsejében vagy határán van még más 
rácspont is, akkor területe nagyobb 1-nél.
III. Egy körbeírt ABCDEF  hatszög AB, CL) és E F  oldalai egyen­
lők a kör sugarával. Bebizonyítandó, hogy a többi három oldal felező­
pontjai szabályos háromszöget határoznak meg.
A  kiküldött bírálóbizottság tagjai voltak : F e jé r  L ip ó t  elnöklete alatt 
E gervár? J en ő , F aragó A ndor, K erékjá rtó  B éla , K ö n ig  D én e s , Stachó  
T ibo r , Szűcs A dolf és H ajós G yörgy előadó. (Kimentette magát: 
V er e ss  P ál.) E bizottság 1941. okt. 31-én tartott ülésén H ajós G yörgy 
előadó előterjesztése alapján a következő egyhangú javaslatban álla­
podott meg.
«A verseny eredménye nem teljesen kielégítő : a IH. feladatot egy 
versenyző sem oldotta meg és szabatosság tekintetében még a legjobb
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dolgozatok ellen is merülnek fel kifogások. Ezért a Bizottság az első 
jutalom kiadását nem javasolja és azt indítványozza, hogy az első két 
feladat helyes és matematikai érzéket tanúsító megoldásáért I vancsó 
I mre és S c h w e it z e r  M iklós egy-egy második Eötvös-jutalommal tün- 
tettessék ki. I vancsó I mre a kassai premontrei gimnáziumban dr. Kassai 
Ernő tanárnak, Schw eitzer  M ik ló s  pedig a budapesti Mátyás király 
gimnáziumban Radványi László tanárnak tanítványa volt. Dicséretet 
érdemel Sem ly én  A dám, aki a kolozsvári versenyen vett részt, vala­
mint M en d elso h n  J ános».
A bizottság e javaslatát a Választmány 1941. nov. 13-án tartott 
ülésén egyhangúlag elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott előadó­
ü lé s e n  P ogány B éla  a le ln ö k  adta át a díjakat a verseny győzteseinek.
Ivancsó Imre jutalmazott dolgozata.
I. tétel. Első megoldás. A jobboldalon lévő mértani haladvány
1
összege Sn —  — 7------, tehát a bebizonyítandó egyenlőség így írható :1 cc
(1— 05) ( l- f a j) ( l  +  íc2) (1+cc4) . . . ( l+ c c 2fc ’) =  1 —cc2fc.
Ha sorban elvégezzük a baloldali szorzásokat, ez az egyenlőség rendre 
a következő alakokat veszi fel:
(l a;2) (1+x2) (1+cc4) . . .(l+a**-1) =  1—a;2*,
(1— X*) í l + x 4) . . . ( l+ x ® - 1) =  1—x&,
1— =  1—X*,
\ — x*k =  1— X&.
Az utóbbi pedig identitás.
Második megoldás. A tétel teljes indukcióval is bizonyítható ; k — 1 
esetén a tétel nyilvánvalóan igaz: 1+35=1+*. Tegyük fel, hogy 
igaz k = n  esetén és bizonyítsuk be, hogy akkor igaz lesz k —n + 1 
esetében is. Feltesszük tehát, hogy
(1+x) (l+as‘2) (l+cc4). . . ( l+ x 2"-1) =  1+űc+x2+a;3-|------b*2"-1
és bebizonyítandó, hogy
(1 f£c)(l+cc2)(l+£c4). . .( l+ * 2',-1)(l+ a;2n) =
=  l + 3 5  +  X í  +  353 -i------+  X2" +1— 1.
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Az utóbbi egyenlőség
(1+x) (l+X2) (1+03*). ..(l+£C2’!_1).l+(l+a3) (1+032) (1+03*). . .
. .. (1 +os2’1-1) . x in =  l+aj+a32+a;3+*** +  £c2,‘+1—
vagyis
(1 +x) ( 1 + X 2) (1 +03*) . . . ( l+ a 3 2”-1 ) OS2'1 —
— x^n->r x^n+1 +X2n+2+ . __|-a;2"+2n+l
alakban írható; azaz x-~"-nel egyszerűsítve az
(1+sc) (l+ x 2)(l+a3*).. .  (1+X3"-1) =  í + x + x 2+ x a-\-----fa;2"—*
egyenletet nyerjük, ami nem más, mint feltételünk. Mivelhogy a tétel 
k =  1 esetén érvényes, így teljes indukcióval bebizonyítottuk, hogy 
tetszőleges k esetén is érvényes.
II. tétel. Transzformációval mindig elérhetjük, hogy az egyik szög­
pont az 0  kezdőpont legyen. Legyen a két szomszédos szögpont 
P1(x1, í/j) és Z\(a32, y2). E parallelogramma területe x 1y i — x g j1. Ennek 
a területnek minimuma 1, minthogy a koordináták egész számok és 
nulla nem jöhet tekintetbe. Egy ily minimális parallelogramma kerü­
letén  nem lehet egy (a, b) rácspont, mert akkor a : b = x j : y x (vagy 
sc2: y%), vagyis x í és +  nem relatív prímek s így természetesen x v és 
í/j legnagyobb közös osztója osztója lenne a terület mértékszámának is. 
De egy minimális parallelogramma területén sem fekhet egy rácspont, 
mert ha P(a, b) ilyen rácspont volna, akkor ezt összekötve az 0  
kezdőponttal és a I \ , P„ pontokkal, találnánk egy O l\P  vagy OPJP 
háromszöget, melynek területe kisebb lenne a minimális parallelo­
gramma felénél, vagyis szerkeszthetnénk egy 0 P I \X  vagy 0 P I \X  
parallelogrammát, melynek területe a minimális parallelogramma terü­
leténél kisebb lenne. Tehát ellentmondásra jutottunk, s így nyilván­
valóan a bizonyítandó tétel érvényes.
Schweitzer Miklós jutalmazott dolgozata.
1. tétel. Első megoldás. Az (1 +as) (1 + x2) (l +  x*). . . (1 -t-a;2*-1) 
szorzat kifejtett alakjában x  legkisebb hatvány kitevője 0, legnagyobb 
kitevője: 1+2+4H----- |-2fc—*=2*— Tehát
(1 +.x) (1+x2) (1 +cc*). . .  (1+X2*-1) =
=  a0+ a Xx + a^x2H----- (- anx n -1-----1- a$k—x x ^ —1.
Itt «0=1 és a„ jelenti, hogy hányfélekép lehet felírni n-et, mint 2 
hatványainak összegét, ha a 2 minden hatványa legfeljebb egyszer 
szerepelhet és a sorrendet nem vesszük figyelembe. Nem csinálunk
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tehát mást, mint n-et előállítjuk a kettes számrendszerben. De isme­
retes, hogy a kettes számrendszerben minden szám egy- és csakis 
egjdélekép állítható elő. Tehát
a l =  a2 =  a3 — ■ • • — a-i*—i =  1, q. e. d.
Második megoldás. A tétel k =  1-re igaz, ugyanis 1 -f x — 1 +  x. 
Tegyük fel, hogy igaz k —1-re, azaz
(1 -f x) (1 -fa:2) (1 -f x4) . . . (1 -f x 2k~-) =  1 +aj-f x2-|----- f  a?2*-1—*.
Szorozzuk meg mindkét oldalt 1 + xäS:_1-nel:
(1 -fa:) (1 -fa:2) (1 -fa:4) . . .  (1 + x 2^ 2) (1 -f x2*“1) =
== (1+x2*-1) (1-f x-fx2-|----- f x 2k~1~ 1).
De
(1 -fa;2''-1) (1 -f x-f x2H-----fx-4'"1) =
=  l-fx -fx 2-|----- f x2fc-1~ * + x2>r_1-|-----fx 2i_ i.
Tehát a tétel k-ra is igaz. A tételt így teljes indukcióval igazoltuk.
II. tétel. A parallelogrammát az egyik átlóval két egyenlő területű 
háromszögre bontjuk. Ezek közül legalább egyiknek kerületén vagy 
belsejében van egy rácspont. Legyen ez a háromszög I\P $P 3. Ha a 
csúcspontokat összekötjük e rácsponttal, legalább két olyan három­
szöget kapunk, melyeknek koordinátái egész számok. Ezek mind­
egyikének területe legalább 1 «. Ugyanis a háromszög ismert területi 
képlete szerint
11 1 1
t =  £ 1 a?! CC'Q *8
Vi V i 2/s
hol most Xj, yv  x2, xg, y3 egész számok. Ezért 21 feltétlenül szintén 
egész szám, tehát abszolút értéke legalább 1 ; így a terület legalább 1 2. 
A P 1Pt PB háromszög területe tehát legalább 1 és a parallelogramma 
területe, mely ennek kétszerese, legalább 2, q. e. d.
Jelen tés az 1941. évi XXII. «Károly Irén» 
fizikai tanulóversenyről.
Ezt a versenyt Társulatunk 1941. október 25-én tartotta Budapesten, 
Szegeden és Kolozsvárott egyidejűleg. Budapesten 16 versenyző jelent­
kezett, Szegeden 2 és Kolozsvárott 6. Budapesten 12 dolgozatot adtak 
be, Szegeden 2-t, Kolozsvárott 6-ot, tehát összesen 20-at.
A verseny feladatai a következők voltak:
1. A íöldmágnesség adatait egy helyen meghatároztuk és azt talál­
tuk, hogy a deklináció 12° 30' nyugatra, az inklináció 64° 20' s a
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vízszintes térerősség 0T9 gauss. Később kiderült, hogy a mérések 
alkalmával egy mágnes volt a közelben, amit nem vettünk észre és 
amelytől a mérés helyén 0-04 gaussnyi vízszintes térerősség szár­
mazott kelet felé. Számítsuk ki a földmágnesség adatainak helyes 
értékeit.
2. Galilei a következő kísérletet végezte: Az egyensúlyban lévő 
mérleg egyik karján két hengeres edény lógott egymás alatt; a felső 
edény vízzel telve, az alsó üresen. Galilei a felső edény fenekén lévő 
kis nyílást megnyitotta. Mit észlelt, miközben a víz átfolyt az alsó 
edénybe ?
3. Lejtőn lefolyó folyadék (pl. folyam) felszínén valamilyen tárgy 
úszik. Minden esetben ugyanaz-e a tárgy sebessége, mint a vele egy 
nívóban folyó folyadéké?
A dolgozatokat elbíráló Bizottság, melynek elnöke P ogány B éla , 
tagjai B ay Z oltán, H offmann  E rnő, M ikola  S ándor, Ortvay B udolf, 
E ybár I stván , Sarkadi K ároly és S zabó  G ábor, mint előadó voltak, 
1941. évi november 6-án tartott ülésén a következő javaslatban álla­
podott meg :
«Az 1. feladatot 7 versenyző oldotta meg. A 2. és 3. feladatot 
teljesen azonban senki sem. Ezért a Bizottság egyik Károly Irén-díj 
kiadását sem javasolja.
Azok közül, akik az 1. feladatot megfejtették, négyen a 2. és 3. 
feladat megoldására nézve is tettek néhány jó megjegyzést. Ezek dol­
gozatait a Bizottság dicséretre méltóknak tartja. Tisztelettel javasolja, 
hogy e dolgozatok szerzői: E ajz M ik l ó s , aki a békéscsabai ev. Budolf 
gimnáziumban végzett, F ischmann H e r t a , aki a budapesti Y . kér. 
közs. Báskai Lea leánygimnáziumban, S em lyén  A dám, aki a kolozsvári 
ref. gimnáziumban, és H acker J ános , aki a budapesti V. kér. áll. 
Berzsenyi gimnáziumban végzett, dicséretben részesíttessenek.»
A Választmány a Bizottság e javaslatát 1941. nov. 13-án tartott 
ülésén elfogadta. Az ugyanezen a napon tartott előadó-ülésen a Tár­
sulat alelnöke kihirdette a verseny eredményét.
K im utatás
az 1941. évi jú n iu s 1-től 1941. évi szeptem ber 30-ig befo ly t 
összegekről.
1. Tagdíj.
1 9 2 8 -  r a :  W alok K áro ly  (2).
1 9 2 9 -  r e :  W alek K áro ly  (4).
1 9 3 3 -  r a :  Fröhlich  P á l (6).
1 9 3 4 -  r e :  Fröhlich P á l (6).
1 9 3 ő - r e :  Fröhlich P á l (6).
1 9 3 6 - r a :  Fröhlich P á l (2).
1 9 3 8 -  r a :  Alexits G yörgy (2), K övesligethy Radó (8), L a j ta  E rnő (2), 
V eress P á l (1).
1 9 3 9 -  r e :  Fraknóy József (8), K övesligethy Radó (8), T ó th  Géza (3), 
T ú rán  P á l (8), Veress P á l (6).
1 9 4 0 -  r e :  A lbert A nna  (8), Beke M anó (8), B e rtra m  B rúnó (6), 
Boros Já n o s  (6), B ródy  Im re  (8), Cholnoky Jenő  (6), Ozukor K ároly  (8), 
G irsik  Géza (0), K övesligethy R adó (7-5), Szőkefalvi N agy  B éla (6), 
P a ta i  László (4), R édei László (8), R u n tág n é  Perényi G izella (6), Seres 
Iv án  (8), Szász Pál (8), Theiszné V ajk  M agda (4), V ám os Sándor (6). 
Zányi László (6), Z igány Ferenc (3).
1 9 4 1 -  re: A nderlik E lőd  (8), B alvi K áro ly  (6), B e rtram  B rúnó (6), 
B oérné Léber M argit (4), Budó Á goston (0), Cservény A lbin  (6), E ndrédy  
V endel (2), E rőd Já n o s  (6), Fejes László (6), Fenyő I s tv á n  (8), G rűn- 
w ald Géza (8), H alm ágyi László (8), H á rs  János (8), J á k y  József (8), 
K ovács Is tv án  (8), K ovács János (8), Lassovszky K áro ly  (8), M árton 
Sám uel (0), N yáry B éla  (8), Sass G ábor (0), Surányi Já n o s  (0), Szabó 
G ábor (8), Szabó G yörgy (0), Szép Jen ő  (8), T ihanyi M iklós (6), T ó th  
F erenc (0), Zányi László  (4).
1 9 4 2 -  r e :  B auer M ihály (8). E ndrédy  Vendel (0), F e je s  László (2).
2. E lőfizetés.
1 9 4 0 -  r e :  Debreceni R ef. Kollégium (0), M űegyetem  I. M at. (8).
1 9 4 1 -  r e :  B ernard inum  (8), B u d ap est Székesfőváros (152), Csillag- 
vizsgáló (8), M űegyetem  I. M at. (8), Szegedi Báró E ö tvös L oránd K ol­
légium  (0).
3. Adoma uy.
M. T. A kadém ia 1941. II . (500), F rank lin -T ársu la t (500).
B udapest, 1941. o k t. 13.
J e l i t a i  J ó z s e f ,  
pénztáros.
AZ EÖTVÖS LORÄND MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI 
TÁRSULAT TAGJAI AZ 1941. ÉV VÉGÉN.
Rövidítések : B p.  =  Budapest, vál. t. =  választmányi tag, t isz t .  t. =  tiszte­
leti tag, * =  tagdíjfizetési kötelezettsége alól magát egy összegben felmentette.
Albert Anna dr., áll. leánygimn. tanár, B p . ,  
XIV. Ajtósi Dürer-sor 37.
Alexits György dr., főv. gimn. tanár, B p. ,  
XII. Györi-út 12.
Anderlik Előd dr., műegyetemi ny. r. 
tanár, B p . ,  X I. Bertalan Lajos-u. 4—6.
Arany Dániel, ny. tanár, B p . ,  XIV. Ko- 
rong-u. 6.
Aujeszky László dr.,* osztálymeteoroló­
gus, egyet. m. tanár, B p.,  II. Bogár-u. 6.
Bacsó Vilmos, prem. gimn. tanár, Gödöllő.
Baczoni Jenő, a Nemzeti Bank ellenőre, 
B p . ,  II. Riadó-u. 8a.
Baintner Géza dr., áll. gimn. tanár, B p  , 
II. Ilona-u. 4.
Bakos Tibor, áll. gimn. tanár, Szeged, 
Baross-gimn.
Balyi Ferenc, prem. gimn. tanár, Gödöllő.
Bán Lajos, tanár, Baja ,  Batthyány-u. 23.
Barnóthy Jenőné Forró Magda dr., 
egyetemi tanársegéd, B p. ,  IV. Szép-u. 3.
Barta József dr., műegyetemi m. tanár, 
B p . ,  XI. Zenta-u. 5.
Bauer Mihály, műegy. c. ny. rk. tanár, 
B p. ,  VIII. Tisza Kálmán-tér 11., vál. t.
Bay Zoltán dr., műegy. ny. r. tanár, Ú j ­
pest, Egyesült Izzó kutató intézete, 
vál. t.
Beke Manó dr., ny. egyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  II. Ady Endre-u. 26.
Bertram Brúnó, prem. tanár, rendi fő­
számvevő, Jászóvár .
Bischitz László, áll. ipari középisk. tanár, 
B p . ,  XIV. Szent Domonkos-u. 8.
Bite Pál, áll. tanár, Szeged, Hétvezér-u. 39.
Blau Ármin, ny. áll. tanár, Szeged, Párizsi- 
kőrút 28.
Blau Györgyné Bálint Emma dr., tanár, 
B p. ,  V. Markó-u. 7.
Boérné Léber Margit, tanár, Székelyudvar­
hely, Ref. Tanítónőképző.
Boharcsik Pál dr., kegyesrendi tanár, 
Vác, Kegyesrendi gimn.
Bor Pál, egyet, gyakornok, Szeged, Eötvös- 
kollégium.
Bolla Györgyné dr., tanár, B p . ,  XI. Buda­
foki-út 10a.
Bori István, áll. gimn. tanár, Szene, Páz­
mány Péter-u. 53.
Boros János dr., egyet, tanársegéd, Deb­
recen, Magoss György-tér 18a.
Breuer József, mérnök, H aifa ,  P. 0. B.969.
Bródy Imre dr., tanár, Újpest ,  Dessewffy- 
utca 20.
Budó Ágoston dr., főisk. tanár, egyet, 
m. tanár, Szeged, Boldogasszony-sugár- 
ú t 6.
Bukovszky Ferenc, gimn. tanár, Kőszeg, 
Ev. Leánygimn.
Cholnoky Jenő dr., ny. egyetemi ny. r. 
tanár, B p . ,  VIII. Rákóczi-út 29.
Csada Imre dr., áll. tanítóképzőintézeti 
e. igazgató,B p . ,  XII. Ferry Oszkár-u. 84.
Csapiár Konrád, tanár, Baja ,  Ciszt. gimn.
Császár Elemér dr., egyet. ny. r. tanár, 
Pécs,  Rákóczi-út 80.
Özv. Cseh Eleknc Tillinger Stefánia dr., 
tanár,B p . ,  X II. Röszörményi-út 13—15.
Cseke Vilmos, tanár, Kolozsvár,  Kát. gimn.
Cservény Albin, kegyesrendi tanár, Kolozs­
vár, Egyetem-u. 7.
Csízhegyi Lajos, tanár, Kolozsvár,  Eötvös- 
utea 18.
Czukor Károly, tanár, B p . ,  II. Keleti 
Károly-u. 29.
Darkó Béla dr., tanár, M iskolc ,  Papszer- 
utca 10.
Darvas Jenő, áll. gimn. tanár, Eger.
Dér Zoltán, áll. gimn. tanár, So[rron, 
Malom-u. 5.
Detre László, obszervátor, B p . ,  XII. 
Csillagvizsgáló.
Dezső Lóránt dr., asszisztens, Kolozsvár, 
Majális-u. 69., Csillagv. intézet.
Dombi József, egyet, gyakornok, Szeged, 
Eötvös-kollégium.
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Dózsa Márton, egyet, tanársegéd, B p. ,
VIII. Horánszky-u. 6.
Egerváry Jenő dr., müegy. ny. r. tanár, 
B p . ,  IV. Kecskeméti-u. 4., vál. t.
Egyed László dr., egyet, tanársegéd, B p . ,  
VII. Üllői-út 101.
E. Ehrenhaft dr., egyet, tanár, Wien,
IX. Boltzmanngasse 5., t isz t .  t.
Endrédy Vendel, zirci apát, Zirc.
Erdős Pál dr., Philadelphia  (Pa, USA), Uni­
versity of Pennsylvania, Mathematical 
Department.
Erőd János, Gyöngyös, Pap Melchisedek- 
utca 7.
Falábú Jenő, tanár, Szeged, Mérei-u. 7.
Faragó Andor, áll. gimn. c. igazgató, B p. ,  
XI., Horthy Miklós-út 36., tá l.  t.
Faragó Tibor dr., ref. leánygimn. tanár, 
M iskolc ,  Bizony Ákos-u. 13.
Farkas Dénes dr., tanár, Kecskemét, Ke­
gyesrendi gimn.
Fejér Lipót dr., egyet. ny. r. tanár, B p . ,  
I. Krisztina-körút 165., alelnök.
Fejes László dr., egyet, gyakornok, Kolozs­
vár, Farkas-u. 1.
Fejes Zsigmond, tanügyi főtanácsos, gimn. 
igazgató, Pápa, Ref. gimn.
Fekete Jenő dr., m. kir. főbányatanácsos, 
B p . ,  XI. Fadrusz-u. 6.
Feldheim Ervin dr., tanár, B p . ,  VI. Gróf 
Zichy Jenő-u. 47.
Fenyő István, B p . ,II. Keleti Károly-u. 1 lb.
Ferenczy Zoltán dr., gimn. igazgató, B p . ,
IV. Piarista-u.
Festetics Sándor gr., földbirtokos, Dég  
(Veszprém m.)
vitéz Fraknóy József, tanker, főigazgató, 
B p . ,  VIII. Sándor-u. 26.
Frank János, ny. főisk. tanár, B p. ,  I. 
A ttila-u. 11.
Fraunhoffer Lajos, meteor, int. igazgató, 
B p . ,  II. Margit-rakpart 50.
Fröhlich Pál dr., egyet. ny. r. tanár, S z e ­
ged, Egyetem.
Gausz József, Szeged, Zákány-u. 15.
Gergely Jenő dr., keresk. középisk. tanár, 
Kolozsvár,  Marianum.
Girsik Géza dr., áll. gimn. c. igazgató, 
B p . , II. Szász Károly-u. 5.
Goldziher Károly dr., müegyet. c. ny. rk. 
tanár, B p. ,  I. Mészáros-u. 12.
Gombás Pál dr., egyet. ny. r. tanár, K olozs­
vár,  Farkas-u. 1.
Görbe Imre, tanár, M a k ó ,  Batthyány- 
u tca 37.
Gróh Gyula dr., egyet. ny. r. tanár, B p . ,  
VIII. Eszterházy-u. 11—13.
Grünwald Géza dr., tanár, B p. ,  VI. Szondy- 
utca 95.
Gyulai Zoltán dr., egyet. ny. r. tanár, 
Kolozsvár, Farkas-u. 1.
Hajós Géza, tanár, Debrecen, Vilmos csá­
szár-kőrút 26.
Hajós György dr., müegyet. adjunktus, 
B p . ,  II. Margit-körút 36.
Halász Ernő, ny. máv. műszaki főtanácsos, 
B p . ,  II. Fillér-u. 81a.
Halmágyi László dr., tanár, B p. ,  II. Zsig­
mond király-útja 24.
Hárs János dr., főv. keresk. középisk. t a ­
nár, B p. ,  V III. Déry-u. 15.
Hausbrunner Vilmos, tanár, B p . ,  V. Bál- 
vány-u. 4.
Heuer Ede tanár, B p . ,  VIII. József-krt 15.
Hoffmann Ernő dr., áll. gimn. tanár, B p . ,  
I. Logodi-u. 33., jegyző.
Holenda Barnabás dr., főisk. tanár, Győr.
Hoór Tempis Móric dr., müegyet. c. ny. 
rk. tanár, B p . ,  I. Attila-u. 77.
Horvay Béla, gyakorló gimn. tanár, B p . ,  
VIII. Trefort-u. 8.
Huhn Péter, Szeged, Eötvös-kollégium.
Ispanovits Alajos dr., gimn. tanár, Pécs,  
Ciszt. rendház.
Jakab Györgyné Magyar Márta, főv. ke­
resk. középisk. tanár, B p . ,  XIV. Szt. 
Domonkos-utca 17.
Jáky József dr., műegyetemi ny. r. tanár, 
B p.,  XI., Verpeléti-út 12.
Jelitai József dr., egyet, magántanár, 
B p. ,  II., Bimbó-u. 5., pénztáros.
•Tendrassik György, a Ganz-gyár h. vezér- 
igazgatója, B p . ,  X. Kőbányai-út 31.
Jordan Károly dr.,* egyet. c. ny. r. tanár, 
B p.,  VIII. József-körút 65., vál.  t.
Jurányi Henrik, B p . ,  IV. Váci-u. 40.
Kalmár László dr., egyet. m. tanár, S z e ­
ged, Baross-u. 2.
Kárteszi Ferenc dr., áll. gimn. tanár, B p . ,  
XI. Verpeléti-út 4b.
Kedves Miklós tanár, Szeged, Szivárvány­
utca lb.
Kelemen Szulpic dr., 0. S. B., főisk. tanár, 
Pannonhalma, Apátság.
Kerékjártó Béla dr., egyet. ny. r. tanár, 
B p. ,  I. Ráth György-u. 24., vál.  t.
Kilczer Gyula, ev. gimn. tanár, B p . ,  VII. 
Vilma királyné-út 19.
Klug Lipót dr., ny. egyet. ny. r. tanár, 
Bp.,VII. Nagyatádi Szabó-u. 38., t iszt.  I.
Kolbenheyer Tibor, tanárjelölt, B p . ,  Sváb­
hegy, Csillagvizsg. intézet.
Komjáthy Aladár dr., min. oszt.-tanácsos, 
B p.,  II. Ilona-u. 6.
I l l
Kónya Albert, egyet, tanársegéd, K olozs ­
vár, Farkas-u. 1.
Kovács István dr., B p . ,  VII. Damjanich- 
utca 32.
Kovács János dr., főisk. igazgató, B p . ,  
XII. Ferry Oszkár-u. 47.
König Dénes dr., műegyet. c. ny. rk. tanár, 
B p . ,  XI. Horthy Miklós-út 28., t i tkár.
Kövesligethy Radó dr., Hoboken (Bel­
gium), 51. Kioskplace.
Kövessi Ferenc dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  VIII. Vas-u. 5.
Kresznerics Károly dr.,* áll. gimn. tanár, 
B p . ,  Margit-körút 64a.
Kronberger Ede, c. tanügyi főtanácsos, 
B p . ,  Trefort-u. 8.
Kuzaila Péter, ny. tanítóképzőint. igaz­
gató, Nyíregyháza, Zrínyi Ilona-u. 7.
Kulin György dr., asszisztens, B p.,  Sváb­
hegy, Csillagv. intézet.
Lajta Ernő dr., keresk. középisk. tanár, 
B p . ,  VI. Hegedűs Sándor-u. 31.
Lassovszky Károly dr., a svábhegyi csillag- 
vizsgáló int. igazgatója, B p . ,  XII. Kon­
koly Thege-út, vál. t.
Lázár Dezső, középisk. tanár, Kolozsvár,  
Thököly-u. 13.
Lipka István dr., egyet. m.-tanár, Szeged, 
Baross Gábor-u. 2.
Lóky Béla dr., ny. főigazgató, Tata, K e­
gyesrendi ház, vál.  t.
Luckhaub Gyula dr., egyet. ny. r. tanár, 
Kolozsvár, Bástya-u. 13.
Magi Ferenc,* áll. gimn. tanár, H a jd ú ­
nánás, Széchenyi-körút 3.
Marczell György, ny. meteor, int. igazgató, 
B p . ,  II. Nagyajtai-u. 4a.
Maróthi Ferenc, c. áll. gimn. igazgató, 
B p . ,  XI. Fehérvári-út 13.
Márton Sámuel, tanár, Kolozsvár, Unitá­
rius gimn.
Mátrai Lászlónó Zemplén Jolán dr., 
műegy. tanársegéd, B p . ,  XI. Takács 
Menyhért-u. 4.
Megyesi István dr., áll. gimn. tanár, B p . ,  
VII., Dembinszky-u. 30.
Mikola Sándor,* c. főigazgató, B p . ,  
VII. Vilma királyné-út 33., vál. és 
t iszt . t.
Milakovszky László tanár, Esztergom, 
Bottyán-u. 11.
Misángyi Vilmos dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  XI. Műegyetem.
Mischung Ilona, egyet, tanársegéd, S z e ­
ged, Fizikai intézet.
Mitnyán László, áll. gimn. tanár, Székes-  
fehérvár, Basa-u. 1.
Matematikai és Fizikai Lapok XLVIII.
szőkefalvi Nagy Béla dr., főisk. r., egyet, 
m. tanár, Szeged, Boldogasszony-sugár - 
út 6.
Nagy Ferenc, tanügyi tanácsos, B p . ,  IX. 
Bakáts-u. 5.
szőkefalvi Nagy Gyula dr., egyet. ny. r, 
tanár, Kolozsvár, Farkas-u. 1.
Nagy L. József,* kegyesrendi tanár, 
Magyaróvár,  vál. t.
Nagy István, gimn. tanár, M arosvásár­
hely, Bethlen Gábor-u. 34.
Náray-Szabó István dr., műegyet. ny. 
r. tanár, B p . ,  XI. Műegyetem.
Nemes Béla, egyet, gyakornok, Szászjenes  
(Kolozs m.)
Neográdyné Haich Sarolta, a Nemzeti 
Bank tisztviselője, B p. ,  II. Lorántffy 
Zsuzsánna-út 2.
Neubauer Konstantin dr., c. tanügyi fő­
tanácsos, B p . ,  I. Csalán-út 31.
Neumann Erzsébet, tanár, B p . ,  V. Szent 
István-körút 4.
Neumann János dr., egyet, tanár, Prince­
ton (USA), In titute for Advanced Study, 
tiszt. t.
Novobátzky Károly, c. áll. gimn. igaz­
gató, B p . ,  VI., Munkácsy-utca 26., 
vál. t.
Nyáry Béla, ny. ref. gimn. tanár, B p . ,  
XI., Fadrusz-u. 4.
Oltay Károly, műegyet. ny. r. tanár, B p. ,  
Horthy Miklós-út 79.
Orbán György dr., egyet. m.-tanár, Pécs, 
Fizikai intézet.
Ortvay Rudolf dr., egyet. ny. r. tanár, 
B p. ,  II. Gábor Áron-u. 18., t i tkár.
Pancratz Edit, Szeged, Vitéz-u. 1.
Pápai Nárcisz, bencés tanár, Győr, Szé­
chenyi-tér 9.
Papp Margit, ref. leánylíceumi tanár, B p . ,  
II. Lorántffy Zsuzsánna-út 3.
Patai Imre dr., gyárigazgató, B p . ,  V. 
Szent István-körút 17., vál. t.
Patai László, biztosító matematikus, B p.,
V. József-tér 12.
Pékár Dezső dr.,* miniszt. tanácsos, B p. ,  
VIII. Eszterházy-u. 7.
Péter Gyula dr., egyet, tanársegéd, B p . ,
IV. Kossuth Lajos-u. 1.
Péter Rózsa dr., tanár, B p. ,  VI. Vilmos 
császár-ut 19c.
Pogány Béla dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  XI. Műegyetem, álelnök.
Pólya György dr.,* egyet, tanár, P ro v i ­
dence (USA), Brown University.
Radó Simon, ily. áll. gimn. tanár, B p.,
V. Visegrádi-u. 64.
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IV
Radó Tibor dr., egyet, tanár, Columbus  
(Ohio, USA), State University.
Rados Gusztáv dr., ny. müegyet. ny. r. 
tanár, B p.,  X II. Budakeszi-út 34b, 
elnök.
Rados Ignác, ny. c. áll. gimn. igazgató, 
B p . ,  XII. Kuruclesi-út 12.
Rédei László dr., egyet. ny. r, tanár, S z e ­
ged', Tisza Lajos-körút 37.
Renner János dr., c. gimn. igazgató, B p . ,
X. Héderváry-u. 42.
Reuss Endre dr., a főv. gázművek tisz t­
viselője, B p. ,  II. Gyorskocsi-u. 30.
Riesz Frigyes dr., egyet. ny. r. tanár, 
Szeged, Baross-u. 2., vál. t.
Riesz Marcell dr., egyet, tanár, L und  (Svéd­
ország).
Romsauer Lajos dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  XI. Sasadi-út 21.
Róna Erzsébet dr., B p . ,  VI. Vilmos csá- 
szár-út 61.
Róth Antal S- J., Szeged, Lőw-u. 20.
Ruesinszki Lajos, ny. tanár, B p. ,  V. Vé- 
csey-u. 5.
Runtagné Perényi Gizella, leánylíceumi 
tanár, Székesfehérvár, Távirda-u. 25.
Rybár István dr., egyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  III. Áldás -u. 5., vál. t.
Sarkadi Károly, ny. áll. gimn. tanár, B p . ,  
II . Eszter-u. 12b, vál.  t.
Sárközy Pál dr., * egyet. c. ny. rk. tanár, 
apát, Bakonybél.
Sas Ernő, tanár, Ú jp e s t ,  István-u. 4.
Sass Gábor, gazd. akad. r. tanár, M o s o n ­
magyaróvár.
Sasvári Géza dr.,* műegyet. c. ny. rkív. 
tanár, B p. ,  VII. Stefánia-út 49.
Schaller Mátyás, bencés gimn. tanár, S o p ­
ron, Templom-u. 1.
Schay Géza dr., egyet. c. ny. rk. tanár. 
B p . ,  XII. Ugocsa-u. 8a.
Schimanek Emil dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  Kossuth Lajos-tér 14—15.
Sebők Emánuel, gimn. tanár, Debrecen,  
Rákosi Jenő-u. 5.
Seres Iván, Bp., X. Belső Jászberényi -út36.
Skopál István, ny. áll. gimn. c. igazgató, 
B p . ,  II. Donáti-u. 44.
A. Sommerfeld dr., egyet, tanár, M ünchen, 
t is z t .  t.
Sólyi Antal dr., tanár, Újpest, 4.
Somogyi Antal, műsz. tanácsos, B p .  VI. 
Hajós-u. 15.
Strommer György, gépészmérnökjelölt, 
B p . ,  Svábhegy, Csillagv. intézet.
Sós Ernő dr., tanár, B p . ,  VII. Vilma 
királynő-út 23.
Stachó Lajos, Szeged, Munkácsy-u. 1Ó.
Stachó Tibor dr.,* müegyet. nv. r. tanár, 
B p . ,  Horthy Miklós-út 15b. vál.  t.
Steiner Lajos dr., egyet. m.-tanár, meteor, 
int. ny. igazgató,Budatétény,  Jókai Mór-út.
Surányi János, K á l  (Heves m.).
Szabó Gábor, ny. főisk. tanár, B p . ,  XI. 
Verpeléti-út 7., vál. és t isz t .  t.
Szabó Qusztáv dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p . ,  XI. Műegyetem.
Szabó György, tanár, Bánffyhunyad ,  Polg. 
iskola.
Szabó Katalin, Szeged, Alföldi-u. 8.
Szabó László, ny. tanár, K é z d i  vásár hely, 
Új-út 12.
Szabó Miklósné Nagy Sarolta dr., ny. áll. 
gimn. tanár, B p . ,  X. Delej-u. 28.
Szádeczky-Kardoss Géza, müegyet. halig., 
B p . ,  Budafoki-út 81.
Szántó Fidél, tanár, Budafok, Prem. gimn.
Szántó Sándor, vámszaki felügyelő, B p.,  
VIII. Baross-u. 17.
Szarvasy Imre dr., műegyet. ny. r. tanár, 
B p. ,  XI. Gellért-szálló.
Szász Ottó dr., egyet, tanár, Cincinnati  
(Ohio, USA).
Szász Pál dr., egyet, magántanár, B p. ,  
XII. Ferry Oszkár-u. 57.
Szebehely Győző, műegyet. hallgató, B p.,
XI. Albert-u. 38.
Szegő Gábor dr., egyet, tanár, Stanford  
U nivers i ty  (USA).
Székely Károly, ny. tanár, B a ja ,  Ciszt. 
Rendház.
Széky István, tanár, Tiszaigar.
Szele Tibor, egyet, tanársegéd, Szeged, 
Dóm-tér, Fizikai intézet.
Szeliánszky Ferenc, áll. gimn. igazgató, 
D unaszerdahely .
Széli Kálmán dr., egyet. ny. r. tanár, Sze­
ged, Egyetem.
Szélpál István, középisk. tanár, Szeged, 
Közép-u. 19.
vitéz Szép Jenő, bölcsészetkari hallgató, 
B p. ,  VII. Péterfy Sándor-u. 40.
Szily Kálmán dr.,* m. kir. titkos taná­
csos, államtitkár, B p. ,  XI. Somlói-út 66.
Szombathy Miklós, áll. tanítóképzőint. 
tanár, Jászberény.
Szőke Béla, keresk. középisk. igazgató, 
B p . ,  X I. Bocskai-út 75.
Szűcs Adolf Endre dr., műegyet. c. ny. 
rk. tanár, B p . ,  II. Szalag-u. 6., jegyző.
Tardos Vida dr., tanár, Sopron ,  Bencés 
Székház.
Tarnóczy Tamás, tanársegéd, B p . ,  XI. 
Műegyetem.
VTheisz Edéné dr. Vajk Magda, egyet, 
tanársegéd, Bp., XII. Modori-út 3.
Tihanyi Miklós tanár, Esztergom, Bencés 
Rendház.
Tobisch János mérnök, Bp., XI. Horthy 
Miklós-út 35.
Tolnai Jenő, főv. keresk. középisk. tanár, 
Bp., V. Légrády K.-u. 31.
Tóth Ferenc, tanár, Miskolc, Ref. gimn.
Tóth Géza dr., c. tanügyi főtanácsos, Bp.,
VI. Felsőerdősor 1.
Tóth Lajos dr., egyet. m.-tanár, Debre­
cen, Csapó-u.’59.
Török Sándor, középisk. tanár, Kolozs­
vár, Király-u. 47.
Túrán Pál dr., tanár, Bp., VI. Izabella- 
utca 41.
Ujj Gyula, tanár, Bp., XI. Törcsvári- 
utca 36.
Urbán Erzsébet, egyet, tanársegéd, Sze­
ged, Somogyi-u. 21.
Vajk Raul dr., egyet. ni.-tanár, Bp., II. 
Küküllő-u. 12.
Vámos Sándor, áll. gimn. tanár, Újpest, 
Virág-u. 46.
Varga Dezső, tanár, Jászberény, Tanító­
képző.
Varga Ottó dr., egyet. int. tanár, Kolozs­
vár, Közp. egyetem, Geom. intézet.
Varga Zoltán, középisk. tanár, Gödöllő, 
Kolozsvári-út 20.
Vázsonyi Endre dr., Cambridge (Mass, 
USA), Harvard University.
Veress Pál dr., egyet. e. ny. rk. tanár, 
Bp., XII. Hieronymi-út 13., vál. t.
Vescan Teofil dr. áll. gimn. tanár, Kolozs­
vár, Hitler Adolf-tér 1.
Vincze István, tanár, a Hazai Biztosító 
tisztviselője, Bp., IV. Vigadó-tér I.
Vörös Cyrill dr., ny. igazgató, Sátoralja­
újhely, Kegyesrendi székház.
Wigner Jenő dr.,egyet.tanár,Princeton(VSA).
Zányi László dl'., kegyesrendi tanár, Sátor­
aljaújhely.
Zemplén Géza dr.,* müegyet. ny. r. tanár, 
Bp., XI. Horthy Miklós-út 28.
Zigány Ferenc dr., müegyet. magántanár, 
Bp., XI. Horthy Miklós-út 88.
Zipernovszky Károly, ny. müegyet. ny. 
r. tanár, Bp., II. Trombitás-út 5.
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Tagjainkhoz.
Társulatunkhoz befolyt jubiláris adományok, melyekről 
megelőző két füzetünkben számoltunk be, lehetővé teszik, hogy 
lapunk jelen kötetét és valószínűleg néhány további kötetet 
jelentékenyen megnövesztett terjedelemben küldhessünk szét 
tagjainknak.
Ebből az alkalomból t. tagjaink segítségét is kérjük, fel­
szólítva őket, hogy
új ta g o k a t sz e r e z z e n e k  T á rsu la tu n k n a k .
A tagokul ajánlottak nevét, foglalkozását és lakáscímét kérjük 
az ügyvezető titkárral (Ortvay Rudolf, Budapest, VIII. Múzeum- 
körűt 4/c, Egyetemi elméleti fizikai intézet) közölni.
A folyóirat szellemi részét illető közlemények a szerkesztőkhöz 
küldendők és pedig a matematikai tárgyúak K ö n ig  Déneá (XI., Horthy  
Miklós-út 28., Lénárt-penslo), a fizikai tárgyúak pedig O rtvay R u d o l f  
(VIII-, Múzeum-kőrút 4/c, Egyetemi elméleti fizikai intézet) címére. 
T. munkatársainkat kérjük, hogy kézirataikhoz néhány soros idegen­
nyelvű összefoglalást mellékeljenek, és hogy arra, valamint minden 
korrektúrára pontos címüket írják rá.
Minden önálló cikk szerzőjének 25 borítéknélküli különlenyoma- 
tot adunk. Címzett boríték és több különlenyomat csak a nyomdával 
való külön megegyezés alapján kapható.
A Társulat ügyvitelére vonatkozó levelek, tagajánlások és folyó- 
irat-cserepéldányok O rtvay R u d o lf titkár címére küldendők.
Évi tagsági díj Budapesten 8, vidéken 6 pengő. Minden befizetést 
Társulatunk 5997. számú postatakarékpénztári csekkszámlájára kérünk. 
A folyóirat és a meghívók küldésére vonatkozó felszólamlások, cím­
változások Jelitai Já&óef pénztáros címére (II., Bimbó-út 5.) intézendők.
Austauschexemplare von Zeitschriften erbitten wir an die Ad­
resse des Geschäftsführenden Secretärs R . O rtvay, Budapest, VIII., 
Múzeum-kőrút 4/c.
On est prié d’envoyer les exemplaires d’échange des périodiques 
á l’adresse du secrétaire R. Ortvay, Budapest, VIII., Múzeum-kőrút 4/c.
40 éve gyárt
tudományos műszereket, 
korszerű tanszereket, 
optikai eszközöket,
elektrom os m érőm űszereket, 
repülőgépműszereket,
laboratóriumi bútorzatot, 
vetítőgépeket
MARX ÉS M ÉRÉI
Budapest, VI., Bulcsu-utca 7. szám
Eladási osztály:
Budapest, VI., Váci-út 18. szám
A „ S T A B I L I S A T O R “
az egyenirányítót vagy bármilyen más áramforrást 
akkumulátorral egyenértékű, állandó feszültségű, kis 
belsőellenállású áramforrássá alakítja á t
A «stabilizált» feszültség csak kb. 0,1 %-ot 
változik ^  10% tápláló feszültség ingadozásnál: kb. 
1 —2%-ot változik üresjárás és teljes terhelés között; 
0,01 %-ra függenek csak egymástól a részfeszültségek.
Tehetetlenség nélkül szabályoz. Önfogyasztás: né­
hány mA. A Stabilisator kicsi, könnyű, üzembiztos, 
olcsó. Új típusok!
Elméleti és gyakorlati műszaki leírást kívánatra 
díjtalanul küld a
S T A B I L O V O L T  GmbH
Berlin SW 68 Wilhelmstrasse 130
magyarországi képviselője
Dr.GOLDBERGER MIHÁLY
Budapest, VII., Bajza-ucca 4. — Telefon: 1-425-09.
F ran k lin -T ársu la t nyom dája. vitéz L itvay  Ödön.
